(a) Calcule o intervalo de tempo, para o observador Oy, entre as
chegadas da luz vinda de sentidos opostos;

(b) Relacione esse valor com a dessincronizacao calculada no

exercicio anterior e explique como o observador O, pode in-
terpretar essa relacao.

re

s*

&
?

Figura 2.10: Diagrama espago-tempo do perimetro de um carrossel, como
na figura anterior, mas, agora, destacando apenas as linhas-de-mundo dos
observadores Qg e Oy (linhas tracejadas preta e vermelha, respectivamente).
No evento p, um flash de luz é emitido e os raios em sentidos opostos sao con-
finados a se moverem ao longo do perimetro do carrossel (linhas amarelas).
Esses raios de luz dao a volta no carrossel e atingem o observador inercial
Op simultaneamente (evento s). No entanto, esses raios de luz atingem o
observador Oy em eventos distintos (g e r).

2.2.1 Observadores uniformemente acelerados e o Rindler wed-
ge

Uma familia de observadores particularmente relevante é a familia
de observadores uniformemente acelerada. Por “uniformemente ace-
lerada” se quer dizer que cada observador dessa familia possui uma 3-
aceleracao (vide Exercicio ® para definigao de 3-vetor) que, em relagdo
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ao proprio observador, é constante. Além disso, a separacao relativa
entre os observadores (medida por eles mesmos) ¢ fixa.

Para comecar a construir essa familia, comecaremos determinando
a linha-de-mundo de um de seus membros, que serd nosso “observador
fiducial” (em quem basearemos a construcao que segue). A partir dela,
as linhas-de-mundo dos outros membros serao obtidas impondo-se o
repouso relativo entre eles. Restard, ainda, a tarefa de mostrar que
todas as linhas-de-mundo obtidas dessa maneira representam, de fato,
observadores uniformemente acelerados.

Adotando um evento qualquer o € M para se estabelecer o iso-
morfismo p € M < z* = ¢(o,p) € V, seja 2%(7) a linha-de-mundo
de nosso observador fiducial, onde 7 é o tempo-préprio ao longo dela.
Como ja definimos anteriormente, u®(7) = dz®(7)/dr é a 4-velocidade
associada. Define-se a 4-aceleracdo dessa linha-de-mundo através de

_ du®(T) ‘

a*(7) dr

(2.11)

Evidentemente, a 4-aceleragao fornece informacao da taxa de mudanca
da 4-velocidade em relagao ao tempo-proprio da prépria linha-de-mundo.
Uma propriedade interessante (e util) da 4-aceleracdo é que ela é,
também, um 3-vetor em relacao ao proprio observador representado
pela linha-de-mundo dada; ou seja, gu®(7)a’(7) = 0. (Exercicio: mos-
tre isso!) Assim, a 4-aceleragao jé é, por construgao, a 3-acelerac¢do do
observador em relacao a si mesmo — de onde se vé que, ao contrario
de velocidades, aceleragoes tém significado absoluto.

A imposicao de que a 3-aceleragao seja constante significa que se
tomarmos a derivada da 4-aceleracao e projetarmos o resultado orto-
gonalmente a u® (para obter um 3-vetor associado), o resultado deve
se anular:

da®(T) da®(t)  da®(t) = uMT)up(T) da(7)
0 ( dr )L (7) dr dr T c? dr
d a
adf) oc u*(7)- (2.12)
Com isso, definindo a chamada acelera¢do prdpria por a == ||a*|| — que

mede a intensidade da aceleracao de uma linha-de-mundo tipo-tempo
em relacao a ela propria —, temos

d 1 d 1 da®(T)

%a(T> = 2&(7’) E [gabaa(T)ab(T)} = mgaba&(T)T =0, (2.13)

onde na iltima igualdade usamos a Eq. (2.12) e a ortogonalidade de a*
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e u®. Portanto, sendo a(7) =: a9 = const., temos:

d a? at d
—a’(7) = —g ut(r) = —g—x“(T). (2.14)
dr c cdr
(Exercicio: mostre a equagao acima.) A equacao acima implica que a 4-
aceleracao a®(7) de um observador uniformemente acelerado (com ace-
leragao proépria ag) se relaciona com sua linha-de-mundo z%(7) através

de

2
%

a’(t) = = [z%(1) — K, (2.15)

2
onde k% é um 4-vetor qualquer. Note que gga®(7)ab(7) = a2 = const.
implica que ||z%(7) — k|| = ¢*/ag. Geometricamente, isso significa que
se definirmos o evento ¢ por o§ := k%, entao a linha-de-mundo z%(7) é
determinada por eventos p(7) que satisfazem Z(q, p(7)) = ¢*/a3. Além
disso, a linha-de-mundo esté contida no subespacao gerado por u®(7)
e a®(7y) (qualquer que seja 79; vide Eq. (2.16) abaixo); logo, é uma
curva plana. Em resumo: uma linha-de-mundo uniformemente acele-
rada z%(7) = op(A) é dada pela intersec¢ao do plano gerado por u®(7)
e a’(ty) com o lugar geométrico Z(q,p) = ¢*/a3, sendo ¢ um evento
fixo do plano. Essa interseccao determina uma hipérbole equildtera
com assintotas dadas por linhas-de-mundo de luz (vide Fig. 2.11).
De fato, pode-se resolver explicitamente a Eq. (2.15) para se obter a
equagao dessa linha-de-mundo, como pedido no exercicio abaixo:

e Exercicio: Resolva a Eq. (2.15), obtendo

2(7) — k* = [a"(7) — 5] cosh (A) NG, (A)

c ag c

e [a“(m) . (aom) L) (aom)] |

Qo Qo C C C

(2.16)

onde AT := 7 — 135. Convenga-se de que essa linha-de-mundo é
exatamente a representada na Fig. 2.11(b).

e Exercicio: Seja {eZ}’u:O’m’g uma base tetrada de V. Mostre que a
base {€(7)},=0,..3, definida em cada evento p(7) da linha-de-
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u'(T),

-
I((q,p) = c'/ag

(a) (b)

Figura 2.11: (a) A linha-de-mundo p(7) de um observador uniformemente
acelerado pode ser determinada pela interseccao do plano gerado pela sua
4-velocidade e 4-aceleragdo, com o lugar geométrico Z(gq,p) = ¢*/a3, onde q
é um evento do plano; (b) Representagao bidimensional da mesma linha-de-
mundo (o evento o ndo precisa pertencer ao plano mostrado).

mundo uniformemente acelerada anterior por

- A A
ey(t) = ejcosh <a0 T>+e‘fsinh <a0 T), (2.17)

c c

- A A

e{(t) = ejsinh (ao 7—>—|—e‘1'“cosh <a0 T), (2.18)
c c

es(r) = ef, (2.19)

e5(r) = ef, (2.20)

é uma base que, além de tetrada, esta adaptada a um observador
uniformemente acelerado [ou seja, u®(7) o €4(7) e a®(1) x €{(7)].

Com a ajuda dos resultados dos dois exercicios anteriores, pode-
mos, agora, construir o restante da familia uniformemente acelerada,
encontrando as linhas-de-mundo dos outros membros. Como o observa-
dor fiducial, com linha-de-mundo dada pela Eq. (2.16), mede distancias
espaciais ao longo das dire¢es dadas por {€5(7)};=1,23, podemos deter-
minar qualquer outra linha-de-mundo que se mantenha a uma distancia
fixa da primeira por

2(75(¢7)j=1.28) := 2%(7) + (T €(7),
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onde z%(7) ¢é dado pela Eq. (2.16) e ¢/ € R (j = 1,2, 3) sao constantes
que indexam diferentes linhas-de-mundo* (note que o observador com
o qual comegamos a construcao ¢ indexado por ¢Y = 0). Substituindo
as Eqs. (2.16-2.20) nessa expressao, temos:

(75 (¢)jm123) —K° = e+ (Pef
2 A A
+ (C_+<1) {egsinh (ao T) + e cosh (ao T)}
ap c c
2
- (Z— +c1) )+ el + (Pet. (2.21)
0

O exercicio a seguir nos ajuda a interpretar geometricamente essas
linhas-de-mundo:

e Exercicio: Mostre que

(75 (¢7)j=1,23) = 2 (T)|agsa(cr), nasza

com a(é.l):L %azlia+<2ea+<3ea
(14 apCt/c?)’ 2 3

1
?: (1+—a0§ )T
C

Colocando em palavras o resultado do exercicio anterior, temos que a
linha-de-mundo de cada membro da familia de observadores construida,
indexada por (¢?);-1 .23, pode ser obtida a partir da linha-de-mundo ori-
ginal x%(7) mudando-se a aceleragao prépria, ag — ag/(1+ agCt/c?) —
o que muda a abertura da hipérbole, mas mantém suas assintotas —,
e transladando-a “rigidamente” pelo 4-vetor espacial (%e% + (e, or-
togonal a 3-aceleragao. Portanto, todos os membros dessa familia, a
semelhanca do observador com o qual comegamos, sao uniformemente
acelerados — como haviamos nos proposto a demonstrar. Note que
devemos impor a restri¢ao ¢! > —c?/ag, pois nenhum observador fisico
pode estar sujeito a uma aceleragao propria divergente. Diferentemente
de familias de observadores inerciais, que podem ser usadas para “co-
brir” todo o espago-tempo, cada familia de observadores uniformemente

4Sendo cautelosos, deverfamos, inicialmente, restringir os valores de ¢? a valores “pe-
quenos”, utilizando apenas conceitos locais de distancia a partir da linha-de-mundo fi-
ducial. No entanto, as se¢Oes espaciais dessas novas linhas-de-mundo, como ficara claro
adiante, coincidem com a segdo espacial da linha-de-mundo fiducial. Isso significa que as
medidas locais de distancia podem ser estendidas para separagdes macroscdpicas, usando
diretamente as segbes espacial do observador fiducial. Isso justifica, a posteriori, nao
termos feito nenhuma restricio, por enquanto, nos valores de ¢7.
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acelerada “cobre” apenas uma porcao do espaco-tempo de Minkowski,
denominada Rindler wedge. A Fig. 2.12 abaixo representa, entre ou-
tras coisas, essa familia de linhas-de-mundo uniformemente aceleradas
e a regiao do espago-tempo que elas “cobrem” (o Rindler wedge).

Rindler
wedge

(a) (b)

Figura 2.12: (a) Representacdo, num diagrama espago-tempo (1+2)-
dimensional, das linhas-de-mundo de uma familia de observadores unifor-
memente acelerada (hipérboles), de algumas de suas segOes espaciais 3,
(planos azuis) e das superficies tipo-luz formadas pelas assintotas das linhas-
de-mundo (planos amarelo e laranja). Cada linha-de-mundo é indexada por
um valor fixo de (¢7)j=12,3; (b) Representacio (1+1)-dimensional dos mes-
mos objetos que em (a). A interseccao de todas as segbes espaciais, S,
corresponde a um plano euclidiano (e ndo a um unico evento, como em
figuras semelhantes, como a 2.11(b)). A regiao do espago-tempo de Min-
kowski coberta por uma familia de observadores uniformemente acelerada é
denominada de Rindler wedge.

Uma maneira mais algébrica de se obter as mesmas informacgoes que
as obtidas acima, acerca das linhas-de-mundo descritas pela Eq. (2.21),
¢é fazendo uso dessa expressao para se calcular as 4-velocidades e, em
seguida, as 4-aceleragoes associadas a essas linhas-de-mundo. Comece-
mos derivando a Eq. (2.21) em relagao a 7:

1
di!L‘CL(T; (¢7)j=123) = (c + %> [eg cosh <GOAT> + e sinh <GOAT>}
-

C C

- (C n ao_G) & (7). (2.22)

C
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Curiosamente, note que esse 4-vetor, que ¢ tangente a linha-de-mundo
de um membro arbitrario da familia construida, ndo é uma 4-velocidade
se ¢! # 0, pois sua normalizagao nao bate com a esperada (guu’ =
—c?). Tsso significa que o parametro 7 utilizado nessas linhas-de-mundo
nao € o tempo-préprio do observador que elas representam, a nao ser
que ¢! =0 — como é o caso, em particular, do observador com o qual
iniciamos nossa construgao. Mas podemos fazer uso da Eq. (2.9) para
relacionar o parametro 7 com o tempo-préprio 7 desses observadores
genéricos, reobtendo o resultado ja encontrado no exercicio anterior:

e Exercicio: Mostre, utilizando a Eq. (2.9), que o tempo-préprio 7
de um observador genérico da familia construida acima, indexado
por (Cj>j:1’2’3, é dado por

1
?z(l—#%)T
c

e Exercicio: Utilizando o resultado do exercicio anterior, pede-se:

(a) Calcule a 4-aceleragdo de um observador genérico da familia
construida acima;

(b) Verifique que a condicao de 3-aceleragao constante, dada pela
Eq. (2.12), é satisfeita para esse observador genérico;

(¢) A partir do resultado do item (a), calcule a aceleragao prépria
desse mesmo observador genérico, reobtendo o resultado do
exercicio anterior:

Qo

(1+apC/c?)’

Quanto a percepgao de espaco dessa familia de observadores uni-
formemente acelerada, note que a 4-velocidade de cada membro dessa
familia, no evento z%(7;(¢?);=123) de sua linha-de-mundo, é igual a
4-velocidade do observador fiducial u*(7) — o que pode ser visto nor-
malizando-se apropriadamente a Eq. (2.22). Logo, as diregoes que sao
puramente espaciais para o observador fiducial em x%(7), a saber, as de-
terminadas por {€;(7)},=12,3 dados pelas Egs. (2.18-2.20), também sao
puramente espaciais para os outros observadores uniformemente acele-
rados em 2%(7; (¢?)j-123), qualquer que seja ¢/. Sendo assim, a segao
espacial X, dessa familia de observadores uniformemente acelerada,
que passa pelo evento z%(7) da linha-de-mundo fiducial, é diretamente
dada pelos eventos z%(7; (¢7);=123) com 7 fixo, variando-se os valores
de ¢7 (volte a definicao de x%(7;(¢?)j=123), na expressao anterior a
Eq. (2.21), e entenda o porqué):

Sr = {r e M; oF = 2(7; (()j=123), (' > —/a, ** € R} (2.23)

a(¢') =
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A Fig. 2.12 representa, também, algumas dessas secoes espaciais. Note
que, embora as superficies >, pudessem ser matematicamente estendi-
das para valores (' < —c?/ay, isso nao faria sentido fisico, uma vez que
j& vimos que nao é possivel se ter um observador fisico em ¢! = —c?/aq.

Familias uniformemente aceleradas desempenham um papel impor-
tante em diferentes contextos, tanto em fisica classica, quanto em teoria
quantica. Mais adiante, analisaremos um desses papéis, quando discu-
tirmos o chamado principio de equivaléncia, que é uma pega fundamen-
tal na generalizacao da Relatividade Restrita para incluir situagoes em
que campos gravitacionais estao presentes.

2.3 Simetrias: os grupos de Poincaré e de Lorentz

Para concluir este capitulo, no qual estamos investigando as proprie-
dades do espaco-tempo de Minkowski advindas das estruturas intro-
duzidas no capitulo anterior, vamos analisar as simetrias de M. Um
mapeamento ¢ : M — M é dito ser uma transformacgao de simetria (ou
isometria) do espago-tempo M se for uma bijecao que satisfaga

Z(e(p), (q)) = Z(p,q)

para todo par de eventos p,q. Em palavras: ¢ é uma simetria (isome-
tria) se preservar o intervalo invariante entre pares de eventos. Deno-
temos por P o conjunto de todas as isometrias de M:

Pi={:M—=M 37" e Z(up),(q)) = Z(p, q), p,q € M}.

O exercicio abaixo mostra uma propriedade interessante desse con-
junto:

e Exercicio: Mostre que o conjunto P de isometrias possui uma es-
trutura natural de grupo, considerando a operacao binaria do
grupo como sendo a composicao de mapeamentos: t1,15 € P,
(t1 - t2)(p) :== t1(t2(p)), p € M (ou seja, ¢1 - L2 = 11 © Ly, onde o
simbolo o denota composigao de mapeamentos).

Esse grupo de isometrias do espago-tempo de Minkowski ¢ denominado
grupo de Poincaré. Nossa tarefa, nesta segao, sera determinar explici-
tamente todos os elementos desse grupo.

Como estamos, ainda, evitando introduzir sistemas de coordenadas
para rotular os eventos de M, faremos uso da estrutura subjacente de
espaco afim de M para obter a forma explicita dos elementos de P.
A estratégia resume-se em se explorar a “identificacao” entre M e V
provida por 1,(p) := 1(o, p), fixado um evento o € M qualquer. Assim,
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