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QUESTAO 1

Observagao : esse exercicio nos pede para desenhar a curva indicando a orientagao.
Entretanto nao é fornecido nenhuma informagao a respeito da orienta¢ao da curva (nao é
fornecido o ponto de partida da curva e o ponto final). Dessa forma, os sentidos (indicados
pelas setinhas em cada grafico) foram escolhidos de forma arbitraria.

a)z(t)=t—2;y(t)=2t+3
Da equagao de x(t), vamos isolar nosso parametro t. Dessa forma temos que:
t=x+2
Substituindo o pardmetro t = x 4+ 2 na equagao para y(t), temos:
y=2(r+2)+3 = y=22+7

Que ¢é a equagdo de uma reta de coeficientes angular 2 e linear 7.

Figura 1: Traco da curva

b) z(t)=t*+1;y{t)=t*—1

Da equacao de x(t), temos que t? = x — 1. Substituindo #* na equagdo de y(t) temos:
y=rz—1-1=y=x-2

Que é a equacao de uma reta com coeficiente angular igual a 1, e coeficiente linear -2.



Figura 2: Traco da curva

c) z(t)=4t> —5; y(t) =2t +3

Isolando o pardmetro t da equagao de y(t) temos:

—3
2t:y—3:>t:yT

Substituindo na equagao de x(t):

_aN2 2 _

r=1y —6y+9-5=>x=9y*—6y+4

Essa equagao representa uma espécie de "pardbola horizontal"(é o x que depende de
y* e nao o habitual da pardbola y = 2? que estamos acostumados).
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Figura 3: Traco da curva
d) a(t)=e';y(t) =e*

Podemos escrever a equagao de y(t) da seguinte maneira:



Sabendo que y depende do inverso de x2, temos que y > 0. Jogando alguns pontos
para podermos plotar o grafico, chegamos a seguinte configuracao:

Figura 4: Traco da curva

e) x(t) =t*; y(t) = 2Int
Utilizando as propriedades das fung¢oes logaritmicas, conseguimos achar uma relagao
entre x e y:

y(t) = 2Int = y(t) = In(t*) = y = In(z)

Logo, essa parametrizagdo de curva representa a fungao In(x), cujo grafico é igual a
figura 5 abaixo.

Figura 5: Traco da curva

QUESTAO 2

Observacao: Nessa questao temos os pontos iniciais e finais da curva parametrizada,
o que significa que, diferentemente da questao 1, agora o exercicio nos da a orientacao da
curva a partir do intervalo de t. Temos que interpretar esse intervalo e pegar pontos que
nos deém a informacao sobre a orientagao da curva a ser plotada.

a) ~(t) = (sen(t),cos(t)) t € [0, 27|



x(t) = sen(t) e y(t) = cos(t)

Perceba que
sen®(t) + cos’(t) =1 = 2> +y* =1

Comparando essa equagao com a equagao da circunferéncia de centro (g, o) e raio
r ((x — 20)? + (y — yo)? = r?), vemos que nossa equagao (z% + y? = 1) trata-se de uma
cincunferéncia de centro (0,0) e raio 1.

Agora para averiguarmos a orientagao da nossa curva, precisamos analisar o intervalo
dado (¢t € [0, 27]). Perceba que a nossa curva parte do ponto v(0) e chega ao ponto 7(27).
Entretanto, temos que v(0) = (sen(0),cos(0)) = (0,1) e v(27) = (sen(2w), cos(2m)) =
(0,1). Como (0) = ~(27), se pegarmos somente esses dois pontos ndo chegaremos
a nenhuma conclusao a respeito da orientagdo da curva (pois ela comega e termina no
mesmo ponto). Precisamos entdo pegar pontos intermediarios. Usaremost = w/2et = 7.

V(m/2) = (sen(r/2), cos(n/2)) = (1,0)

v(m) = (sen(m), cos(m)) = (0, 1)

Isso significa que dado o intervalo de t comeg¢ando em 0 e terminando em 27, nossa
curva parte do ponto (0,1) = v(0), segue em dire¢ao ao ponto (1,0) = v(7/2), depois vai
para o ponto (0,-1) = 7(7) e assim vai até voltar para o ponto de partida (vy(27) = (0,1)).
Dessa forma, temos o seguinte desenho com a respectiva orientagao:

©,1)

-0.5 0 05 (1.0
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Figura 6: Traco da curva

b) ~(t) = (sen(2t), cos(2t)) t € [0, 27]

x(t) = sen(2t) e y(t) = cos(2t)

Novamente, temos z?+y* = 1 = circunferéncia de centro (0,0) e raio 1. Para acharmos
a orientagdo, novamente vamos pegar pontos seguindo o nosso intervalo que comeca em
0 e termina em 27.

7(0) = (sen(0), cos(0)) = (0,1)
(m/4) = (sen(m/2), cos(n/2)) = (1,0)



7(m/2) = (sen(m), cos(m)) = (0, ~1)
v(27) = (sen(4n), cos(4m)) = (0,1)

©,1)
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Figura 7: Traco da curva
c) 7(t) = (5eos(t), 2sen(t)) t € [0, 27]
z(t) = 5cos(t) = cos(t) =

y(t) = 2sen(t) = sen(t) =

ol O R

Utilizando a relagao fundamental da trigonometria e substituindo cos(t) e sen(t) em funcao
de x e y como encontrado acima, temos:

2 2 oy
cos”(t) + sen (t):1:>?+§:1
Esta é a equagao de uma elipse de semi-eixo maior x (quando y = 0, x = 5) e semi-eixo

menor y (quando x = 0, y = 2). Agora precisamos substituir pontos partindo de t = 0
até t = 27 para encontrarmos a orientacao da curva:

~7(0) = (5c0s(0), 2sen(0)) = (5,0)

v(m/2) = (5cos(m/2),2sen(m/2)) = (0, 2)

~v(27) = (bcos(2m), 2sen(2m)) = (5,0)
Sendo assim, temos o seguinte desenho:

Figura 8: Traco da curva



d) () =(t,t3) t e [-3,3]

x(t) =t
y(t) =¢°
Substituindo x = t na equacao de y(t), temos:

y=2a’

Como nesse caso a curva nao se fecha (nao volta para o mesmo ponto), podemos
simplesmente analisar os pontos inicial(y(—3)) e final ((3)) para colocarmos a orientagao
da curva.

Y(=3) = (=3,(=3)") = (=3, -27)
7(3) = (3,3°) = (3,27)
Portanto, o ponto de partida da nossa curva é o ponto (-3,-27) e o ponto onde a cuvra

"acaba'é o ponto (3,27).

3,27)

Figura 9: Traco da curva
e) y(t) = (" 1*) te[-1,1]

o(t) = t*
y(t) = t*

Substituindo y = ¢* na equacio de x(t) temos:

r=(*)? =z =1y
O que nos da uma "parabola horizontal". Perceba que novamente o ponto inicial

da curva (y(—1)) vai coincidir com o ponto final (y(1)), entdao precisamos pegar pontos
intermediarios para conseguir determinar uma orientacao.



(=1 = (D% (-1)*) = (1,1)
7(0) = (0%,0%) = (0,0)
7(1) = (147 12) = (17 1)

A principio podemos achar que existe alguma incoeréncia nesses pontos, pois a nossa
curva (uma espécie de pardbola "deitada') nao se fecha, e mesmo assim ela comeca e
termina no mesmo ponto. Entretanto, o que isso significa na pratica é que a curva é
percorrida duas vezes: inicialmente ela sai do ponto (1,1) = y(—1) e vai em diregdo ao
ponto (0,0) = 7(0) e em seguida ela sai desse ponto (0,0) e retorna ao ponto (1,1) = y(1).
Isso ocorre porque nossa curva é tal que y(t) = v(—t) Vt € [—1,1].

1,1)

(0,0)
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Figura 10: Trago da curva. Em verde temos a ida de (1,1) a (0,0) e em azul temos a
orientagao da volta de (0,0) até (1,1).

QUESTAO 3

Observagao: Para verificarmos se existe lim;_,;, 7(t) precisamos verificar se o limite de
cada uma das componentes de (t) existe quando t — t. Termos como % foram usados
para indicar que temos uma indeterminacao do tipo % .

a) (t) = (Y5125, to=1

t—1 707 t—1 t+1 1 1
P S U VU e SA e SV (e 3 -
=1 t—1 0 =1 t—1 Vt+1 =l AJ(VE+1) =iyt 2

1) y(t) = t*
lim#? =1
t—1
1) 2(t) = % .
lim —— = 0
t—1



Portanto, existe lim;_,; y(t) e ele vale (1/2,1,0).

b) () = (2, <), b =0

t t

t NN 1
lim g(3t) 70 T ~sen(3t)

t—0 0 =0t cos(3t)

Multiplicando e dividindo tudo por 3 obtemos:

3 sen(3t) sen(3t) 1

lim — - =31l . =3-1-1=
50 3¢ cos(3t) 50 3t cos(3t)
(Perceba que temos o limite fundamental (lim, o %@) = 1) e a outra fragao (ﬁ(gt))

tende a 1 quanto t — 0. Aplicamos entdo o produto de limites e multiplicamos pela
constante 3 que tiramos para fora do limite).

) €2t -1 ”()”
lim =
t—0 t 0

Aplicando L’Hoépital (derivando o numerador e o denominador), temos:

2t

lim —— = lim 2¢% = 2
t—0 1 t—0
1) z(t) = ¢3
limt3 =0
t—0

Portanto, existe lim;_,oy(t) e ele vale (3,2,0).

3_8 cos(mw
&) () = (£, =20 o) | 4y =2

1) x(t) = 5=2

t—2 0

Aplicando a Regra de L’Hopital (derivando o numerador e o denominador):



3 . 3t

Moy — g =3
1) y(t) = 0

lim cos(m/t) o

t=2 t—2 0

Reescrevendo o argumento do cosseno e aplicando a Regra de L’Hopital:

-1 )2 -1
- cos(mt™1) — lim (—1)mt—>*[—sen(mt™")]  lim wsen(m/t) 7
=2t —2 =2 1 t—2 12 4

1) z(t) = 2t

lim 2t = 4
t—2

Portanto, existe lim;_,5y(t) e ele vale (3,7/4,4).

QUESTAO 4

Observagao: o vetor tangente a curva 7(f) em um ponto ¢y é o vetor composto pelas
derivadas de cada uma das componentes de ~y(t) calculadas no ponto. Isto é, se y(t) =
(x(t),y(t), 2(t)), o vetor tangente a curva v em ty serda v'(to) = (2/(to),y' (to), 2’ (to)). A
reta tangente ¢ no ponto ¢y serd dada de forma analoga a aprendida no estudo de fungoes
de uma variavel:

t = 7(to) + A (to)

Com A\ um parametro real.

a) (t) = (* =% In(t> = 1)) e (2)

2-2
):>7,(2):(3'22—2'27ﬁ)

"(t) = (3t? — 2t
V() = (3¢ — 2t

Portanto, o vetor tangente a curva no ponto () sera:
7(2)=(83)
Agora s6 falta calcularmos o ponto (2) (basta substituir t = 2 na expressao de y(t)).

1(2) = (2 — 2, In(22 ~ 1) = 1(2) = (4,In(3))



Portanto, a equacao da reta tangente t sera:

£ (4, In(3)) + A8, §> AER

b) ~y(t) = (3t%, e, cos(t — 1)) e v(0)

7'(t) = (6t, —e~ ", —sen(t — 1)) = +/(0) = (0, —1, —sen(—1))

Logo, o vetor tangente a curva y(¢) no ponto v(0) é:
7' (0) = (0, -1, —sen(—1))
Agora s6 falta calcularmos o ponto (0) (basta substituir t = 0 na expressao de y(t)).
7(0) = (3-0%,€% cos(0 — 1)) = 7(0) = (0,1, cos(—1))
Dessa forma, a equagao da reta tangente ¢ sera:

t:(0,1,cos(—1)) + A(0,—1,—sen(—1)) ,AeR

c) ()= (t,1*) e (1)

V(1) = (1,2t) = ~'(1) = (1,2)

Portanto, o vetor tangente a curva v no ponto y(1) é:

V(1) =(1,2)

Agora s6 falta calcularmos o ponto (1) (basta substituir t = 1 na expressao de y(t)).

v(1) = (1,1%) = y(1) = (1,1)

Assim, a equacao da reta tangente t sera:

t:(1L,1)+A(1,2) \AeR

QUESTAO 5

a) f(z,y) =2z -y’

Como podemos perceber, nao ha restrigdo no dominio e nem na imagem de f e, por-
tanto: |[Dy =R* e Imy =R

10



b) f(z,y) = V4 — 2"+
Vi—22+12>0=4x>+142>0
Multiplicando por (-1) obtemos:

x?_y2§4

Portanto, | Dy = {(z,y) e R*|z? — y? < 4}
Como estamos trabalhando com nimeros reais, o resultado da raiz é sempre positivo
e entdo: | Imy = [0, +00)

¢) flz,y) = 455

Do numerador: /z +y > 0 =x+y >0

Do denominador: x +y —1# 0 =x+y # 1

Portanto, | Dy = {(z,y) e R}z +y > 0ex+y # 1}

Para encontrarmos a imagem de f(x,y), perceba que no intervalo de 0 < x +y < 1
tanto a expressdo do numerador (/z+y — 1) quanto a do denominador (z + y — 1)
serao negativas. Como eles tém o mesmo sinal, conclui-se que f sera positiva. Para
x +y > 1, o numerador e o denominador sao positivos e portanto f também serd positiva
nesse intervalo. Isso significa que a funcao f(x,y) é positiva em todo o seu dominio, logo,
Imy = (0, +00)

d) f(xa Y, Z) - ;264:;2

2+ #0=(xy) #(0,0) | Dy =R> — {(x,y,2)|[x =y=0}||Im; =R

e) f(x,y,z) = In(x+y+z+1)

Como nao existe uma poténcia de e que resulte em um ntmero igual ou menor que
zero, o argumento da fungao In deve ser sempre estritamente maior do que zero. Assim:

r4+y+z+1>0=2+y+2> -1

Assim, | Dy = {(z,y,2) eR¥|z +y+ 2> —1}|e|Im; =R

QUESTAO 6

a) f(z,y) = sen(L)
Dy ={(x,y) Rz £ 0 ey #0}

Como sabemos, a fun¢do seno é sempre limitada, pois —1 < sen(f) < 1, V0 € R.
Logo, f(x,y) é limitada.

11



b) f(z,y) = —=

2 4y2
Dy =R*—{(0,0)}

Perceba que 22 < 22 + y?. Tirando a raiz dos dois lados temos: V22 < /22 + 2, ou
seja, |z| < Va2 + y? e, portanto:

— /ZL‘Q—l—yQSZES /IZ_’_yQ

Dividindo todos os termos por /22 + y2, temos:

1< T

RCET

Portanto f(x,y) é limitada (—1 < f(x,y) < 1).
c) f(z,y) =in(z+y)
Dy = {(z,y) € R’z +y > 0}

f(x,y) nao é limitada e como a fungao In é crescente, f(x,y) é crescente em Dy.

d) f(:L‘, Y, Z) - x2afy_2fz2
Dy =R*—{(0,0,0)}

Note que:

Ty 22

f('ray) - I2+y2+22 B x2+y2+22
Analisando cada uma das fragdes temos:

D)

22 22 —22
<—-———F——<0= -1<——-——<0
22 x2+y2+22 x2+y2+22

IT) Agora precisamos mostrar que

que |z| = V2?2, Vo € R.

% é limitada. Inicialmente, devemos lembrar

oyl = lallyl = a2y < a2 byt b2t byt =y
Dessa forma, temos:

eyl _ 4yt 42t |2yl

BT I N
eyl < 27 4y + 2 24y 22 Tyt 22 byt 2 T

Portanto:
Ty

= .2 2 3 S
Tttty +z

12



Dessa forma como f(x,y,z) é a soma de duas fungoes limitadas, segue que f é limitada.

xyz®

e) f(I,y,Z) = COS(\/xTy)

Dy = {(z,y,2) € R’|z # y}
Como —1 < cos(0) < 1, VO € R, segue que f(x,y,z) é limitada.

f) f(x,y,z) = x2+zg+z4
Dy =R*—{(0,0,0)}

Para mostrar que ﬂﬁ/ﬁ é limitada, inicialmente, devemos lembrar que |z| = V2?2,

Vz € R e utilizar o mesmo raciocinio usado no item d.

gl = Jollyl = Va2 Jy? < a2+ g2+ 2t a2 g2 2t =2t P 4 2

Dessa forma, temos:

2 2 4
eyl Yy Atz eyl

zyl <224+ y? 4 24 =

Portanto: 2y
< —= <1
e T

Logo, f(x,y,z) é limitada em Dy.

8

g) f(zy) =75
Dy =R*—{(0,0)}

Como 28 > 0 e 28 4+ 3® > 2%, temos:

$8 8 8

T T

Portanto, f(x,y) ¢ limitada em Dy.

4,4

h) f(x,y) = ;éfys

Dy =R*—{(0,0)}

Como zty* > 0 e 2% + 9% > 0, temos que:

0 < x4y4
- (E8 + yS

Agora basta encontrarmos a limitagao superior. Temos duas situacoes:

13



I) Se y* < a*:
gt <ot oat = eyt < af
Como y® > 0, xty* < 2% + »®. Dividindo tudo por (2® + y®), obtemos:
1,4 8 .8 4,4
™y < °+y N Ty <1
$8+y8 $8_|_y8 .1'8—|—y8

1) Se y* > %
yloat <yt oyt = ptyt <o
Como 2% > 0, 2*y* < 28 + ¢®. Dividindo tudo por (z® + 4®), obtemos:
oty 28+ ¢ hyt -
$8+y8_I8+y8 I8—|—y8_
Portanto, f(x,y) é limitada pois (0 < f(x,y) < 1).

2

i) flz,y) = 25

Dy =R?—{(0,0)}

Como 2% < 22 + y4 e x> 0, temos:

1.2 2 2

N

—— <1
_$2+y4_1‘2 x2+y4

Portanto, f(x,y) ¢ limitada (0 < f(z,y) < 1).

4

3 flay) =0
Dy =R*—{(0,0)}

Perceba que f(x,y) é limitada inferiormente por zero (porque x* > 0), mas nao é possi-
vel encontrar uma limitagao superior para f(x,y). A fungao é sempre positiva e crescente
para valores de y << x gragas ao expoente maior do numerador (z%) em relagao ao de-
nominador de mesma base(z?).

) flx,y) = ﬁ
Dy =R*—{(0,0)}

Como y? > 0, temos que z? < y? + 22. Elevando os dois lados ao cubo temos:
xﬁ S (.’,U2 + y2)3

Tirando a raiz dos dois lados temos:

VB < T = b < @ T = @ T <0 < [T

14



Dividindo tudo por /(22 + y?)3, temos:
£C2+ 2 3 l'2+ 2\3
(22 +y?) - x . (22 +y?)
22 4 423 \/(xQ +y2)3 \/(:c2 +y2)3

(
Portanto, sendo f(z,y) = ——2—, concluimos que —1 < f(z,y) < 1, isto &, f(x,y) ¢
) ) \/ma — ) — ) )

w

uma funcao limitada.
Questao 7

Observagao: perceba que todas as fungbes sdo do tipo f(z,y). Isso é a mesma coisa
que colocarmos z em funcao de x e y, o que significa que todos os desenhos estardao no
espaco tridimensional de eixos xyz. Em alguns casos é necesséario se atentar ao dominio,
a imagem e as curvas de nivel para conseguir uma visualizagdo melhor do gréfico de f(z, ).

a) f(z,y)=2>+y>+3

De antemdo, perceba que uma fungdo do tipo g(x,y) = x* + y? representa um pa-
raboldide de concavidade para cima. Comparando com a funcao f, temos que o grafico
de f(x,y) serd um paraboldide transladado 3 unidades para cima. Para comprovar essa
afirmacao, vamos analisar a funcao e as curvas de nivel.

I) Curvas de Nivel

??+y*—3=c ceR
2 +y* = (c—3)

Como 2% 4 y? > 0, nao existe solucao para ¢ < 3, o que significa que no eixo z nossa
fungao parte do plano z = 3 (ndo hé funcdo abaixo desse plano, pois isso significaria
uma curva de nivel com ¢ < 3). Além disso, perceba que as curvas de nivel representam
circunferéncias de centro (0,0) no plano xy e de raio v/c — 3 e, portanto, quanto maior c,
maior o raio (os raios crescem conforme subimos no eixo z).

IT) Fungao

se x=0= z=1y>+3 = pardbola no plano zy

sey=0= z=a>+3 = pardbola no plano xz

15



Figura 11: Grafico

b) f(z,y)=(x—=1)*+(y—2)*+3

Comparando com a equagao da letra a, temos que a figura sera também um parabo-
16ide transladado 3 unidades para cima, mas com o centro deslocado (ndo mais (0,0)).

I) Curvas de Nivel

(z—-1%*+(@y—-22+3=c ceR
(z—-1)2*+(y—-2>2=c—3

Novamente, temos que (z — 1) 4+ (y — 2)* > 0V(z,y) € R% Assim, as curvas de
nivel comegardao em ¢ — 3 > 0, isto é ¢ > 3. Além disso, note que as curvas de nivel sao
circunferéncias de centro (1,2) e raio v/c — 3. Os raios crescem se aumentamos c.

IT) Funcao

se v =0= 2= (y—2)>+ 3 = pardbola no plano zy

sey=0= z=(r— 1)+ 3 = pardbola no plano xz

Figura 12: Grafico

16



c) f(z,y)=3

Trata-se do plano z = 3 (funcdo constante para qualquer (x,y)).

Figura 13: Grafico

d) f(z,y)=—-z—-3y+3

Observe que como f(x,y) = z, temos z = —x —3y+3 éoplano r + 3y + 2z —3 =0.
Esse plano tem como vetor normal o vetor (1,3,1) = coeficientes que multiplicam x, y e z
respectivamente.

No plano xy (z = 0), temos:

O=—2—-3y+3=>2=-3y+3

Logo, basta desenharmos uma reta do tipo z = —3y+3 no plano xy e "levantarmos'essa
reta ao longo de z.

Figura 14: Grafico

Perceba na figura [15 abaixo a reta x = -3y + 3 no plano z = 0.
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Figura 15: Grafico

e) flv,y) = Va?+y?

Esta é a equacao tipica de um cone. Vejamos o porqué:

I) Curvas de Nivel

Vat+y?=c ceR

Perceba que /22 + 42 > 0 e, portanto, s6 ha solucao para ¢ > 0, o que significa que a
fungao comega no plano z=c=0 (ponto (0,0,0)) segue para cima (valores positivos de z).
Alem disso, elevando os dois lados ao quadrado temo 2%+ y? = ¢2, que sdo circunferéncias
de centro (0,0) e raio c.

IT) Funcao

se v =0=z=/y? = |y| = no plano zy temos as retas z= -y e z =y

se y=0= z=va?=|z| = no plano zx temos as retas z = —rez==x

Figura 16: Gréafico

f) flz,y)=va2+y?+1
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Comparando com a equagao da letra e), percebemos que serd um cone transladado 1
unidade para cima (as curvas de nivel serao iguais, mas comecarao em ¢ > 1).

Figura 17: Grafico

g) flz,y)=x+2

Perceba que a fungao que temos é z = x + 2, que é uma reta no plano xz. Nao ha
dependéncia em relagdo a y (y é livre), entdo a reta z = = + 2 se estende para todo y
(basta desenhar a reta z = x 4+ 2 e prolongé-la na dire¢do do eixo y). Perceba na figura
I8 a reta z = x + 2.

Figura 18: Grafico

21

Figura 19: Grafico
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h) f(z,y) =e"+2

Novamente, temos uma dependéncia de z em relacao a x, mas y esta livre. Dessa forma,
o desenho da nossa funcao serd uma exponencial (z = e +2) transladada 2 unidades para
cima em z e basta estender o desenho ao longo de toda a direcao y.

Figura 20: Gréafico

Questao 8
a) flx,y) =y
xy=c,ceR
1
ry=-1l=y=——
x

xy=0=x=0(eizoy) ou y =0/ (eizo x)

4
acy=4:>y=E

20
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Figura 21: Curvas de nivel. Em vermelho a curva para ¢ = -1, em verde para ¢ = 0 e em
azul para ¢ = 4.

b) f(z,y) = in(ry)

In(zy) =c ,c€R

c=-1
1 1 1
ln(fljy):—1:>xy:@_1:>gjy:_:>y:_._
e e T
c=0: .
ln(my):0:>xy:60:>xy=1:>y=;
c=4:
4 et 41
In(xzy) =4=ay=e Sy=_=y=c-
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Figura 22: Curvas de nivel. Em vermelho a curva para ¢ = -1, em verde para ¢ = 0 e em
azul para ¢ = 4.

c) f(r,y)=4—(r—1)*—(y+3)°

4—(r—12—(y+3)2=c,ceR

Reescrevendo:

(z—1°+(@y+3)?=4—c

Esta equagao representa circunferéncias de centro (1,-3) com raio igual a /4 — ¢. Como
(x — 1)+ (y +3)? > 0, temos que 4 — ¢ > 0 e, portanto, ¢ < 4. Agora vamos analisar
acurva para o nivel ¢ dado.

c=-L:

(z—124+@w+3)?=4—(-1)=> (-1 +wy+3>=5= raio = V5
c=0:

(=12 +(y+37=4-0= (-1 +(y+3)*=4= raio = Vi=
c =4

(z—1P2+(y+3)2=4—4= (r—1)>+ (y+3)>=0= atinica solugioéoponto(1,—3)

22



Figura 23: Curvas de nivel. Em vermelho a curva para ¢ = -1, em verde para ¢ = 0 e em

acul para c = 4.
2
\/xz—k%:c ,c€R

Como estamos no conjunto dos reais, temos que a raiz quadrada de um nimero sempre
resulta em um nimero positivo. Com isso, temos uma condi¢ao imposta sobre c: ¢ > 0,
isso significa que nao temos cruvas de nivel cujo nivel seja menor do que zero: o nosso
grafico de f comeca em z = 0 (¢ = 0) e sobe para valores positivos.

2

d) f(z,y) ==+ %5

c=-1:
Perceba que ¢ = —1 < 0 viola a condigdo imposta sobre nossa constante ¢ e, portanto,
nao temos curva de nivel para ¢ = —1.
c=0:
Y2
x? + 5 = 0 = atnica solugao é oponto (0,0)
c=4:
y2 e 22y
2+ =—=4= =—=16=—=+==1
SR SR 16" 32

Essa equagdo representa uma elipse de semi-eixo maior y e semi-eixo menor x (faga x
= 0 e depois y = 0 e veja em qual equagao é obtido o maior e o menor valor).
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Figura 24: Curvas de nivel. Perceba que nao temos solu¢ao para ¢ = -1. Em verde temos
¢ = 0 e em azul temos a curva para ¢ = 4.

e) flzr,y)=¢

—=0=e"=0
2y

Perceba que a equacao e® = 0 nao tem solugdao para nenhum valor real de x. Isso
significa que nao temos uma curva de nivel com nivel ¢ = 0 pertencendo ao gréafico da
nossa fungao f(x,y).

c=4:

eil? xr
— =4d=e"=8y=y=—
2y v=d 8

Perceba entao que para ¢ -1 e para ¢ = 8 teremos uma fungao exponencial (y depende
da exponencial de x).
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Figura 25: Curvas de nivel. Perceba que nao temos solugao para ¢ = 0. Em vermelho
temos a curva em ¢ = -1 e em azul temos a curva em ¢ = 4.

Questao 9

Observagao: a tnica diferenca entre esse exercicicio e o exercicio 8 é que agora esta-
mos trabalhando com fungoes de 3 varidveis e, portanto, teremos superficies de nivel (as
"curvas de nivel'sdao no espago 3D).

a) f(z,y,2) =%

Perceba que a expressao dessa fun¢ao ¢ igual a do item e do exercicio anterior. Temos
a relagao de dependéncia de y em relacao a exponencial de x e 0 nosso z esta livre. Entao
basta estender o nosso desenho da fig 25| ao longo do eixo z.
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Figura 26: Superficie de nivel. Em vermelho para ¢ = -1 e em azul para ¢ = 4. Note que
o eixo perpendicular a tela é o eixo z.

b) f(z,y,2) = Va? +y> + 2?
V2 +y?+22=c ,ceR

Perceba que ¢ > 0, pois estamos no conjunto dos reais. Reescrevendo a equagao:

x2+y2+z2:c2

Essa equacao representa uma esfera de centro (0,0,0) e raio c.

c=-1:
O nivel ¢ = —1 viola a condigao de existéncia das superficies de nivel (perceba que nao
faz sentido em falarmos de "raio negativo"). Logo, nao ha superficie de nivel em ¢ = —1.
c=0:

2 +y* + 2% = 0 = atinica solucio é o ponto (0,0, 0)
c =4

22+ 1?4 22 =4 = raio = 4

As superficies de nivel sao esferas de centro na origem e raio crescente conforme au-
mentamos a constante ¢, partindo de ¢ = 0.
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Figura 27: Superficies de nivel. Em verde ¢ = 0 (ponto (0,0,0)), em azul ¢ = 4.
Questao 10

a) f(z,y)=y-arctg(z) ,P=(1,4)
y-arctg(x) =c
Substituindo o ponto P = (1,4) na equagao:
4'arctg(1):c:>4-%:c=>c:7r
Portanto, a equacao do conjunto de nivel é:
y-arctg(x) ==
b) f(x,y,2)=2*y+z ,P=(1,4—2)
Py+r=c= (-2 4+1l=c=>c=17
Portanto, a equagao do conjunto de nivel é:
P2y4x=17

c) flz,y) = 31.7__22 7P:(_\/§7\/§)

Primeiramente precisamos encontrar a func¢ao f(x,y) dependendo de x e y explicita-
mente. Efetuando a integral e substituindo os limites de integracao temos:

f(a,y) = [arctg(D)]iZh = arctg(y) — arteg(z)
A curva de nivel serd entao da forma:
arctg(y) — artcg(x) = ¢
Substituindo o ponto dado:

arctg(v/2) — arteg(—v/2) = ¢

27



Pelas propriedades da funcio arctg, temos que arctg(—+v/2) = —arctg(v/2). Logo:
¢ = 2arctg(v/2)
A equacgao do conjunto de nivel entdo sera:

arctg(y) — artcg(z) = 2arctg(v/2)

Questao 11

a) Curva de nivel : y = 3x — 4. Isolando o termo constante, temos:

y—3r=—4
Portanto, se ¢ = -4 constituir uma curva de nivel, podemos tomar a fungao f(z,y) = y—3x
e entao a equagao y — 3z = —4 (ou y = 3r —4) serd uma curva de nivel de f(x,y) na altura
c=-4.

b) Curva de nivel: y = z% Isolando o termo constante, temos:
3
y=—5= yr? =3
x

Logo, se ¢ = 3 constituir uma curva de nivel, podemos tomar f(z,y) = yz? e entdo

yz? =3 (ou y = ) serd uma curva de nivel de f(x,y) na altura ¢ = 3.

Questao 12

a) T(v,y) =y

c=1:
1
Tx,y)=1l=zy=1=y=—
x
c=2: 5
T(r,y)=2=zy=2=y=—
x
c=3: 5
T(r,y)=3=zy=3=y=—
x
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Figura 28: Curvas isotérmicas. Em vermelho para ¢ = 1, em verde para ¢ = 2 e em azul
para ¢ = 3.

b) Como um ponto estd associado somente a uma curva de nivel, devemos substituir
o ponto na expressao para T(x,y) e encontrar o nivel c. Assim, a trajetéria serd dada pela
curva isotérmica de nivel igual ao ¢ encontrado.

T(x,y)ey =T(1,4)=1-4=14

4
xy:4:>y:;

A trajetoria é da forma y = % e a temperatura correspondente é T = 4.
Questao 13

a) T(x,y) é inversamente proporcional & distdncia de (x,y) até a origem. A distancia
entre dois pontos (z,y) e (xg,yo) é dada por:

d:\/($—$0)2+(y—y0)2

Neste caso, o ponto (zg,y) é a origem (0,0), entao temos:

A=z =00 +(y— 00 = d = /o> +?

Se T(x,y) é inversamente proporcional a distdncia d, a lei dessa funcao serd da forma:

k
T(J},y) = \/m )

keR fixo

b)

2
k — — ko, . [k
7,1.2—%:0:}0 $2+y2:k:> x? + 2:Ez>$ +y:<c>
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Portanto, as isotérmicas sao circunferéncias de centro na origem e raio =, com % > 0.

c) Primeiramente precisamos encontrar a nossca constante fixa k:

k k k
T(4,3) =40 ——==40= — =40= - =40 = k = 200
(4,3) 42 4 32 V25 5

Logo, a nossa fun¢ao é dada entao por:
200
T(x,y) = ———=
(@,9) = - —

Queremos a equacao da curva de nivel (isotérmica) para ¢ = 20°C, entao teremos:

200
m=20:>20\/m:200:>\/m:10:> 22 + 12 = 100

Questao 14

Nao, pois se duas curvas de nivel se interceptassem isso significaria que um sé ponto
estaria associado a duas imagens diferentes e isso ndo pode ocorrer em uma funcao.

Questao 15

a)
. 2% + P
lim
(zy)—=(01) = —y

Como a funcao f(x,y) é continua no ponto (0,1), basta inserirmos os valores na expres-
sao da fungao:

©?+y* 0P+17 .

lim =
(xy)—01) x—y 0—-1
b)
x?—2

lim
(z,y)=(0,0) 3 + Y

Como a funcao f(x,y) é continua no ponto (0,0), basta inserirmos os valores na expres-

sao da fungao:
-2  0-2 2

lim = - _Z
(m,y)ﬂ(0,0) 3 + l’y 3 - 0 * 0 3

lim /22 4y2—1
(z,y)—(1,0)

Como a funcao f(x,y) é continua no ponto (1,0), basta inserirmos os valores na expres-

sao da fungao:
lim 224+ 9y?—-1=vV124+02-1=0

(z,y)—(1,0)

c)
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d)
. 2?2 + 92
lim B S
(z,y,2)z—(0,1,0) £ — Yy—z

Como a funcao f(x,y,z) é continua no ponto (0,1,0), basta inserirmos os valores na
expressao da funcao:

, * 4 y° 0% + 17
lim =

— =1
("Evy’z)z—>(0’170) .T - y - Z O - 1 - 0

e)

lim Tz — 2y — 222
(z,y,2)—(—1,1,2) y Y

Como a fungao f(x,y,z) é continua no ponto (-1,1,2), basta inserirmos os valores na
expressao da fungao:

lim xz—xy —2xzy=(—1)-2—(-1)-1—-2-(=1)-2-1=3
(x’y7z)_)(_1a172) y y ( ) ( ) ( )
f)

. x—y
lim |—2
(zy,2)=(1,-14) ' * + 2y + Y2

Como a fungao f(x,y,z) é continua no ponto (1,-1,4), basta inserirmos os valores na
expressao da funcao:

_ r—y 1—(-1) 2.1

lim | >l =1 >l =171=3

(z,y,2)=(1,-14) '@ + xy + y22 I+1-(=1)+(-1)2-4 4 2

Questao 16

a)

2_9 2 )2
T ek W C ) TV S
(,y)—(0,0) r—y (@y)—00) (r—y)  (z4)—(00)

Manipulamos algebricamente a expressao da fungao até chegarmos em uma expressao
continua em (0,0), ponto no qual simplesmente inserirmos esse valor na expressao encon-
trada. Dessa forma, mostra-se que o limite é 0.

b)

4 2 2 2 _
im =~ iy (@ “j)(x Y i 2 y=0240=0
(zy)—=(00) 22+ Yy  (zy)—(0,0) (22 +y) (,5)—(0,0)

Decompomos o numerador da nossa fracao no produto da soma pela diferenca de dois
termos e cancelamos um destes com o denominador, fazendo com que chegassemos em
uma expressao continua no ponto de desejo. Avaliando a expressao encontrada no ponto
(0,0), concluimos que o valor do limite é 0.
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c)
Vit+y—1 -1 1
I +y n (Vr+y-—1)

@y)—=01) r+y—1  @y-01)(Vzrty— D/t Fy+1) @y=01)zFy+1

Utilizando raciocinio semelhante ao dos itens anteriores, chegamos a uma expressao
continua no ponto. Portanto, basta avaliar a expressao no ponto e concluir o valor do
limite:

1 1 1
(y)—01)/r+y+1 VO4+14+1 2 7

Questao 17

Nessa questao precisamos verificar se é possivel utilizar o Teorema do Confronto para
0s casos em que a func¢ao nao seja continua no ponto. Caso nao seja possivel avaliar a
expressao da funcdo como o produto de uma funcgao limitada e uma que tende a zero
(aplicagdo do Teorema do Confronto, resultando que o limite entdo serd zero), deve-se
tentar utilizar diferentes curvas, fazer a composta da fungdo com a curva e calcular o
limite dessa composta para t — tg.

a)
I Y
im

(z,y)—=(0,0) /22 + y?

Utilizando dois caminhos (curvas) diferentes para verificar que o limite nao existe:

I) n(t) = (t,0)

Note que 71(0) = (0,0) e, portanto, tqg = 0.
lim 0 =0
T

II) 72(t) = (£, 1)

Note que 7,(0) = (0,0) e, portanto, to = 0.

. t t .t
11—%\/1524_152 N ﬁ@_ﬂ%%m_iﬁ

Segue que lim;_, f(72(t)) nado existe (os limites laterais sdo diferentes) e, portanto,
nao existe lim, ) (0,0) f (2, y).

b)
Ly
(@.9)—(0,0) |zy|

Utilizando caminhos (curvas) para verificar que o limite ndo existe:
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D n(t) = (¢t
Note que v, (0) = (0,0) e, portanto, to = 0.

t-t t?
lim —— =lim — = +1
t—0 |t . t2| t—0 |t3|
Perceba que lim;_;, f(71(f)) ndo existe (os limites laterais sao diferentes) e, portanto,
nao existe limz 40,0y f(2, ).

c)

T + 5y
lim —_—
(x,y,2)—(0,0,0) T —y +z
Utilizando dois caminhos (curvas) diferentes para verificar que o limite nao existe:
) m(t) = (@t 1)
Note que 71(0) = (0,0,0) e, portanto, ty = 0.
) t+ ot ) 6t ) 6 6
m——-——=1im =lim — =
=0t —t2 + ¢ t—)Ot(Q—t) t—0 92 — ¢t 2

1) 7a(t) = (~5t, 1)
Note que 72(0) = (0,0,0) e, portanto, ¢ty = 0.

—ot + 5t

im—————— =
0 —5t — 12 + ¢

Como limy s, f(71(t)) # limy—y, f(72(t)), segue que nao existe lim,., -y (0,0,0) f (2, ¥, 2).
d)

y—1 . y—1
lim lim
() Va2 — 22 F g2 — 29 12 (a)a(i) \/(x —1)2 4 (y — 1)

Utilizando uma curva para verificar que o limite nao existe:

D) ~(t) = (£,1)
Note que (1) = (1,1) e, portanto, ty = 1
t—1 (t—1) 1 I (t—1)

P_I’I%\/(t—lﬁ—k(t—l) Hl\/? ﬁtﬁl( 1)2

Mudanca de variavel:

t—1=u ,t—1=u—0

1 (t-1)

2t—>1\/7 \/_u—>0 \u|
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Como sabemos, lim,_,q ITUI nao existe, pois os limites laterais sao diferentes. Segue
entdo que nao existe limg a1y f(2,y).

e)

, x2 —dxr +4
hrn —_—
(.9)—(2,0) /x? + y?

2_ ) ) o
Perceba que f(z,y) = % é continua em (2,0). Logo, basta inserir os valores no

ponto na expressao da funcao:

_ 2 —dr+4 22—-4-2414
lim = —

@y)—20 VZ+yZ /202

Portanto, existe lim g 40,0 f(2,y) e ele vale 0.

f)
. y—2
lim

(z,y)—(0,2) /2 + (y _ 2)4

Utilizando uma curva para verificar que o limite da funcao composta nao existe:

I) v(t) = (0,1)
Note que v(2) = (0,2) e, portanto, t; = 2

. t—2 ) t—2 . (t—=2) ) 1
lim =lm————=lim——2% =lim— = +0
t—2 02+(t—2)4 t—2 (t—2)4 t—2 (t—2)2 t—2 ¢ — 2

Como limy_4, f((t)) ndo existe (os limites laterais sao diferentes), segue que nao existe
hm(z,y)ﬁ((],Q) f(.%', y)

Questao 18

a)
2 2
(z,9)—(0,0) = + ¥y (z,y)—=(0,0) x° + ¥y

) y> > 0ex?>0,logo, 0 < 2% < 2%+ y? Dividindo todos os termos por (z? + y?),
temos:
72
< <1
S E S

~ 2 J T
Portanto, a fracdo —%~— ¢é limitada.
o4y

IT) Como uma fungao do tipo g(x,y) = y é continua no ponto (0,0), temos:

im =0
(2,9)—(0,0) Y
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Pelo Teorema do Confronto, como f(x,y) é o produto de uma fun¢ao limitada por uma
que tende a zero, segue que lim g, 40,0y f(x,y) = 0.

b)

lim @ ———— = lim ———
(0200 VIEE P (@n)o00) Va2 T g2
) y? > 0, logo, 2% < 2* + y?. Extraindo a raiz dos dois lados e em seguida dividindo
tudo por (v/z? + y?), obtemos:

T
V$2§\/x2+y2:>‘x|§ $2+y2j—\/x2+y2§x§ $2+y2:>—1§ﬁ§1

T

Portanto, a fracao ¢ limitada.
v x2+y?

IT) Como ja mostrado no item a, lim, ) 0,0)y = 0.

Portanto, como f(x,y) é o produto de uma funcao limitada por uma que tende a zero.
Pelo Teorema do Confronto, segue que lim g 40,0y f(2,y) = 0.

c)
‘ 2% — P
im
(2,9)=(0,0) 2% + >
Por caminhos/curvas:
I) %(t) = (¢,0)
Note que v, (0) = (0,0) e, portanto, to = 0.
t* — 02 t?

m——=Ilim—=liml =1
t=012 4+ 02 t=0¢2  t=0

IT) yo(t) = (¢, 1)

tt
Note que 7,(0) = (0,0) e, portanto, to = 0.

e A U
P02 42 ih0 o
Como limy_y, f(71(t)) # limy—, f(72(t)), segue que nao existe lim, ) (0,0) (2, y)-
d)
lim v
(z,,2)—(0,0,0) T2 + y2 422

Utilizando dois caiminhos/curvas diferentes para verificar se o limite existe:

I) 71(t> = (O7t>t)

Note que v;(0) = (0,0,0) e, portanto, to =0
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0-¢t .0

e e =0

= lim —
t—0 2¢2

IT) yo(t) = (,¢,t)

Note que v,(0) = (0,0, 0) e, portanto, ty =0

. t-t ot o101
im————— =lim— =lim—- = —
=012 42+ 12 =503t2 1503 3
Como limy_y, f(71(t)) # limy—y, f(72(t)), segue que nao existe lim ;. ) (0,0,0) f (2, ¥, 2).
e)
(25,2)2000) 22 + Y2 + 22 (@,2)>(0,00) 22 + y? 4 22

I) Como mostrado no item d da questao 6, a fungao m é limitada.

IT) O que sobrou da nossa expressao de f(x,y,z) é uma fungao do tipo g(x,y,z) = z.
Temos que essa fungao é continua para (x,y, z) — (0,0,0), isto é:

lim z=0
(z,y,2)—(0,0,0)

Pelo Teorema do Confronto, segue que lim, ) (0,0,0) f (2,9, 2) = 0.

f)
do —y — 3z

lim .
(x,y,2)—(0,0,0) 20 — 5y + 2z

Por caminhos/curvas:
D () = (¢0.1)

Note que v;(0) = (0,0,0) e, portanto, to = 0
4t — 0 — 3t ot 1

lim———— =lim— =
=02t —5-04+2t =04t 4
IT) vo(t) = (t,¢,0)
Note que v,(0) = (0,0,0) e, portanto, ty =0

. 4t—-t-3-0 .3t
lim ———— =lim—— = -1
t=02t —5t+2-0 t=0 -3¢

Como limy_¢, f(71(t)) # limy—, f(72(1)), segue que ndo existe lim, . .y—(0,0,0) f (2, Y, 2).

g)
lim  sen(z)sen (:Eg)

(2,y,2)—(0,0,0) x4 y? + 22
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I) Perceba que a fungao seno é limitada entre -1 e 1 independentemente de seu argu-
mento. Logo, temos que sen (zgﬂiﬁ) ¢ limitada.
II) Uma funcdo do tipo g(x,y,z) = sen(x) é continua no ponto (0,0,0) e, portanto,
temos que:
lim  sen(z) = sen(0) =0
(z,y,2)—(0,0,0)

Pelo Teorema do Confronto, segue que lim gy -)—(0,0,0)f (2, ¥, 2) = 0.

h)

X

lim
(z,y,2)=(1,1,2) T — Y

Por caminhos/curvas:

D) ~(t) = (1,¢,2t)
Note que (1) = (1, 1,2) e, portanto, to = 1

1
lim —— = 400
t—11 — ¢
Como o limy_,; ﬁ é diferente para cada limite lateral tomado, segue que nao existe
lim, 1 1 e, portanto, ndo existe lim, .- a.1.2) f(2, ¥, 2).
i)
4 2.3 4
. xrrsen(x® + . T
lim ( v) = lim sen(z? +y°)
(@y)=00) x4yt (2,9)—(00) x4 + y*

I) 2* >0 e y* >0, portanto: 0 <*< z* + y*. Dividindo tudo por (z?* + y*):

4
x
<1

0 ——
oyt T

Portanto, ﬁ é limitada.
I1) Uma fungio do tipo g(z,y) = sen(x? 4+ y*) é continua no ponto (0,0) e, portanto:

lim  sen(z® + 3°) = sen(0* + 0°) = sen(0) = 0
(z,y)—(0,0)

Pelo Teorema do Confronto, temos que lim, 0,0y f (xz,y) =0.
j)
. x—1
lim
(z.4.2)(100) (z — 1)2 + |y| + |2

Por caminhos/curvas:
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I) ~(t) = (£,0,0)
Note que (1) = (1,0,0) e, portanto to = 1.

t—1 t—1 1
lim zlimu:limizioo
=1 (t—1)24 0|4+ ]0] t=1(t—1)2 t=1t—1
Como os limites laterais sao diferentes, segue que nao existe lim;_, f((t)) e, logo,

nao existe lim gy »)-(1,0,0) fx,y, 2).

k)
. z?
llm —
(z,y)—(0,0) (%2 + y2)3

Por caminhos/curvas:

) ~(t) = (t,0)

Note que v(0) = (0,0) e, portanto, ty = 0.

t3 t3 t3
lim ———— = lim — = lim — = %1
=0 72 (2 =0 | /42 =0 |¢3|
Como ja visto em outros itens, esse limite nao existe, pois os limites laterais sao dife-
rentes. Como nao existe limy;_,, f(7(t)), segue que nao existe lim, 40,0y f(2,¥).

D

lL‘2y2

2

X
lim — lim — 7
@y)=00) /(g2 4 ¢y2)3  (@y)=(00) /(x2+y2)3y

I) Note que 2> > 0 e y* > 0. Partindo dessas inequacgoes e escrevendo /(z2 + y2)3
3/2

podemos construir as seguintes desigualdades:
0<a?<a®+92 < (@ + )2 = 0<2? < /(a2 4 y2)3

Dividindo tudo por /(22 + y?)3, obtemos:

como (x? 4 y?)

0< z” < (@ + ) 0< z” <1
< < = US /=
\/(x2 +y2)3 \/(ac2 +y2)3 /(x2 +y2)3

2 Y e
( Z O ¢é limitada.
Tty

I1) Uma funcio do tipo g(z,y) = y? é continua no ponto (0,0), o que significa:

Portanto, mostramos que

2

im
(z,y)—(0,0)

Pelo Teorema do Confronto, segue que lim, 40,0 f(z,y) = 0.
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Questao 19

a) f(z,y)=In(z+y—-1)

Sabendo que a exponencial de um niimero s6 admite solugoes extritamente positivas,
temos que x +y — 1 > 0, ou seja, y > 1 — .
Dy = {(a.y) € Bz +y—1> 0}

A fungao f(x,y) é continua em Dy. O esbogo de D; compreende toda a regidao de
pontos "acima'da retay = 1 - x.

aaaaaaaaaaaa

Figura 29: Esboco do dominio da fugao.

b) f(xv y) = \/Eemy

V>0=2>0

Dy = {(z,y) € B’z > 0}

Sendo assim, f(x,y) é continua em D;. O esbo¢o do dominio de f(x,y) é o conjunto
dos quadrantes em que z > 0 e o eixo y.

Figura 30: Esbog¢o do dominio da funcao.
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¢) flz,y) =sen(v1—a2*+¢?)
V1i—22442>0=1—-2+4y*>0
Dy ={(z,y) eR’|1 — 2> +y* > 0}
A funcao f(x,y) é continua em D;. Rearranjando a equacao de Dy, temos:
22— y2 <1

A equacdo 22 — y? = 1 é a equacao de uma hipérbole que corta o eixo x em = = —1
e x = 1. Logo, Dy é o conjunto de todos os pontos entre as duas curvas que representam

as hipérboles.

Figura 31: Esbog¢o do dominio da funcao.

d) f(z,y) = x2+y12+z2

2+ + 22 #£0
Perceba que 22 + y* + 2% = 0 apenas se * = y = z = 0. Logo, o dominio de f(x,y,z) é
todo o espago tridimensional exceto a origem (0,0,0) e a fungao é continua em Dy.

Dy =R*—{(0,0,0)}

40



AN

Figura 32: Esbogo do dominio da funcao.

e) f(:r,y,Z) = x-l—gl/-‘,-z
r+y+2#0=>2#—x—y

Df:{(‘rvy’z) ER3|Z7&_$_y}

A fungao é continua em D ent@o é todo o espago 3D diferente do plano z = —x — y.

Figura 33: Esbogo do grafico da fungdo. Rasurado em preto, temos a regiao do dominio,
enquanto que o plano azul nao faz parte dele.

f) f(z,y) =tan(zyz)

A funcao tangente diverge para valores de argumento de Z e seus multiplos. Logo,

2
temos a seguinte expressao para o dominio de f(x,y).

Dy ={(z,y,2) € ]Rﬂacyz%%—i—kw} keZ

Reescrevendo a equacao para Dy e plotando para k = 0, temos:

T 1
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Figura 34: Esbogo do dominio da fungdo. Rasurado em preto temos a regiao do dominio.
As curvas em azul sao justamente valores que nao fazem parte de Dy.

Questao 20

Observacao: para verificarmos a continuidade das fun¢oes no ponto, devemos calcular
o limite da funcao naquele ponto e avaliar se esse limite é o valor da funcao no ponto.
Caso o limite nao coincida com o valor da fun¢do no ponto ou nao exista, a fungdo nao
serd continua no ponto.

a)
£L‘3 + y3 ] 1'3 ) y3

m ——= Ilim ——+ Ilim

(zy)—=00) 22+ y? (2900 22 + Y%  (29)—=(0,0) 2 + y?

Analisando cada uma das fragoes, temos:

)
3 22

lim —= lim ——=z
(@y)=00) 22 + 32 (29)-(00) 7?2 + y?
Como mostrado no item a) da questao 18, a fragao ﬁ é limitada entre 0 e 1. Além
disso, como a fungao x é continua no ponto (0,0), temos que

im =0
(z,9)—(0,0)

_a’
:c2+y2

Pelo Teorema do Confronto, segue que lim, ) (0,0) =0.

empregando raciocinio idéntico ao utilizado para a fracao

IT) Para a fragdo %,

xzz—erZ’ conseguimos mostrar que % ¢ limitada entre 0 e 1, e que lim(, )0y = 0.
3
Logo, pelo Teorema do Confronto, lim, ) 0,0 ny—W, =0.
Por fim, aplicamos a soma dos limites e obtemos:
23 1y B . 23 Y

lim

im ——= ——+ lim ————=04+0=0= (0,0
(2,y)=(0,0) T2 + Y2 (29)—=(0,0) 2 + Y2 (2,9)—(0,0) 22 + 12 £(0,0)
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Como o valor do limite coincide com a fungdo calculada no ponto, segue que f(x,y) é
continua em (0,0).

b)
(z,y)—(0,0) T“ + Y

Por caminhos/curvas:

V() = (t.1)
Note que v(0) = (0,0) e, portanto, ty = 0.

t-t o2 1

P02 12 S0 9

Para que f(z, y) fosse continua no ponto (0,0), deveriamos ter que lim g 40,0y (2, y) =
f(0,0) = 0, independentemente do caminho 7 escolhido. Como lim; ., f(v(t)) # 0, j&
podemos afirmar que f(x,y) nao é continua no ponto (0,0).

c)
3
lim %
()= 0,0) 4 + y

Por caminhos/curvas:

V() = (&, 1)
Note que v(0) = (0,0) e, portanto, ty = 0.

N AT S |
B0+ 1 02t 2
Seguindo o mesmo raciocinio do item anterior, como lim; ¢, f(7v(¢)) # f(0,0), pois
£(0,0) =0, segue que f(z,y) nao é continua no ponto (0,0).

d)
r?ysen(zy) B 2

im =  lim ——————sen(zy)

I) Como sabemos, a func¢ao seno é sempre limitada independentemente de seu argu-
mento. Logo, temos:
—1 < sen(zy) <1

E, portanto, temos que sen(zy) é limitada.

Para utilizarmos o Teorema do Confronto, precisamos mostrar que o termo multipli-
cando sen(zy) tem limite igual a zero.
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IT) Como sabemos do item 1 da questao 18, a fracao — 2 __ 4 limitada. Temos
( 2+ 2)3
V(@2 +y

também que lim; 4)—(0,0) ¥ = 0, pois uma funcao do tipo g(z,y) = y é continua no ponto
(0,0). Sendo assim, pelo Teorema do Confronto, temos:

132

lim —=0
(z,y)—(0,0) (x2 + y2)3

Como a nossa fungao original f(z,y) = ﬁsen(my) ¢ o produto de uma funcao
@2ty

limitada por uma que tende a zero, utilizamos o Teorema do Confronto para concluir
finalmente que lim, y)—0,0) f(z,y) = 0.

e
) V)
@y)—=(00) a2+ y?
Perceba que qualquer curva ~ escolhida para compor com nossa funcao f e avaliar
o limite quando t — %y recaira no limite fundamental do tipo lim,_,q %n(”) = 1 para
qualquer argumento do seno. Logo, temos que:

y sen(vz? + y?)
im
(@y)=00)  Va?+y?

Portanto, f(z,y) é continua em (0,0).

f)

=1= f(0,0)

i sen(v/x? + y?)
im
(@y)—=(00  z*+y?

Por caminhos:

(1) = (¢,0)

Note que (0) = (0,0) e, portanto, ¢ty = 0. Assim, temos o seguinte limite:

sen(vt2+0%2) . sen(Vt?) . sen(|t]) 70"
m-—=IlmMm—=lim— = —
t—0 2 4+ 02 t—0 12 t—0  t2 0

Como temos uma indeterminacio do tipo 2, podemos aplicar L’'Hopital e derivar o

0 )
numerador e o denominador:

teos([t])
¢ U teos(|t t
lim sen(t) = lim —— = Iim teos([t]) — lim cos(|t]) _
t—0 {2 t—0 2t t=0 |t| -2t =0 2]

Como lim;_4, f(7(t)) # f(0,0), segue que f(z,y) ndo é continua em (0,0).
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