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Resumo

CABELLA, B. C. T. Modelos aplicados ao crescimento e tratamento de
tumores e a disseminacao da dengue e tuberculose. 2012. 182 p. Tese (Dou-
torado - Programa de Pés-Graduagao em Fisica Aplicada & Medicina e Biologia) -
Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirao Preto da Universidade de Sao
Paulo. 2012.

A generalizagao de modelos de crescimento por meio de um parametro de controle
foi primeiramente proposta por Richards, em 1959. Em nosso trabalho, propomos
uma forma alternativa de generalizacao obtendo uma interpretacao empirica e outra
microscopica do parametro de controle. Mais especificamente, quando consideramos
a proliferacao de células, o parametro esta relacionado ao alcance da interacao e a
dimensao fractal da estrutura celular. Obtemos a solucao analitica para esta equacao
diferencial. Mostramos que, através da escolha apropriada da escala conseguimos
o colapso de dados representando a independéncia em relacao aos parametros e as
condigoes iniciais. Além disso, ao considerarmos a taxa de esforco como a retirada
de individuos de uma populagao, podemos associa-la ao tratamento visando extin-
guir uma populacao de células cancerosas. Em modelos epidemioldgicos, propomos
modelar a dinamica de transmissao da dengue utilizando equacgoes diferenciais ordi-
narias. Em nosso modelo, levamos em conta tanto a dinamica do hospedeiro quanto
a do vetor, assim temos o controle da dinamica de ambas as populagoes. Incluimos
também no modelo o efeito enhancing com intuito de verificar sua influéncia na
dinamica de disseminacao da doenca. O efeito enhancing é considerada uma das
principais hipdteses para explicar a dengue hemorragica que pode levar a morte.
Fizemos o estudo de um modelo epidemiolégico da dengue com o objetivo de revelar
quais sao os fatores que levam a disseminacao desse caso mais severo da doenca
e, possivelmente, sugerir politicas publicas de satude para evita-lo. Implementa-
mos também um modelo de transmissao da tuberculose fazendo uso da modelagem
computacional baseada em agentes, que oferece a possibilidade de representar expli-
citamente heterogeneidades em nivel individual.

Palavras-chave: 1. Modelos de crescimento. 2. Modelos epidemiolégicos. 3. Mo-

delos baseados em agentes. 4. Modelos analiticos. 5. Transigoes de fase. 6. Fungoes
logaritmo e exponencial generalizadas. 7. Cancer 8. Dengue 9. Tuberculose
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Abstract

CABELLA, B. C. T. Models applied to tumors growth and treatment and
the spread of dengue and tuberculosis. 2012. 182 p. Thesis (Ph.D. - Post-
graduate program in Physics Applied to Medicine and Biology) - University of Sao
Paulo Faculty of Philosophy, Sciences and Letters. 2012.

The generalization of growth models by means of a control parameter was first pro-
posed by Richards in 1959. In our work, we propose an alternative way to obtainin
an empirical and microscopic interpretation of control parameter. More specifically,
when considering the proliferation of cells, the parameter is related to the range of
interaction and the fractal dimension of the cell structure. We obtain the analytical
solution for this differential equation. We show that, by appropriate choice of scale
we have data collapse, representing the independence on parameters and initial con-
ditions. Furthermore, when considering the effort as rate the removal of individuals
from a population, we can associate it with the treatment to extinguish cancer cells
population. In epidemiological models, we propose to model the dynamics of den-
gue transmission using ordinary differential equations. In our model, we take into
account both the dynamics of the host and the vector, so we have control of the
dynamics of both populations. We also included in the model the effect of Enhan-
cing in order to verify their influence on the dynamics of disease spread. The effect
of Enhancing is considered one of the main hypotheses to explain the hemorrhagic
fever that can lead to death. We study a model of epidemiology of dengue in order
to reveal what are the factors that lead to the dissemination of this more severe
case of the disease and, possibly suggesting public health policies to prevent it. We
also implemented a model of tuberculosis transmission making use of agent-based
computational modeling, which offers the possibility to explicitly represent hetero-
geneity at the individual level.

Key-words: 1. Growth models. 2. Epidemiological models. 3. Agent-based mo-

dels. 4. Analitical models. 5. Phase transitions. 6. Generalized exponential and
logarithmic function. 7. Cancer 8. Dengue 9. Tuberculosis
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Capitulo

Introducao

Em nossa vida cotidiana frequentemente nos deparamos com fenomenos, que
apesar de parecerem triviais a primeira vista, se revelam extremamente ricos e com-
plexos ao olharmos com mais curiosidade. O crescimento de uma floresta ou das
células de uma planta, animais cacando e sendo cacados, pessoas ganhando e per-
dendo dinheiro no mercado financeiro, doencas que arrasam populagoes e outras
que erradicam pragas de lavouras ou até mesmo atividades cerebrais como racio-
cinio e memoria, sao exemplos de processos que consistem de um grande nimero
de elementos que interagem entre si. O estado destes sistemas pode ser descrito
por um conjunto de varidveis microscépicas referente a cada um dos elementos de
base. A modelagem destes sistemas é obtida pela construcao da equacao de evolugao
correspondente a dinamica de todos os seus elementos.

As equacoes de evolucao estao ligadas entre si pelas interacoes entre os indivi-
duos. O primeiro passo conceitual na utilizacao de modelos é a escolha da escala
de representacao dos fenomenos observados. Modelos matematicos podem ser con-
cebidos na escala microscopica, quando a evolugao de cada elemento é descrita indi-
vidualmente, ou em escala macroscépica, quando o modelo refere-se a evolucao das
grandezas obtidas por médias locais do estado microscépico.

Dados experimentais podem ser organizados em um modelo matematico para
obter uma descricao formal do comportamento do sistema observado. As primei-
ras andlises matematicas deste tipo foram feitas por Graunt e Petty, estudando as

London Bills of Mortality' no século XVII. Posteriormente, na segunda metade do

LA London Bills of Mortality foram a principal fonte de estatisticas de mortalidade, projetados
para monitorar as mortes por peste bubonica.
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século XVIII, Daniel Bernoulli utilizou métodos matematicos para avaliar a eficacia
da técnica de variolagdo® contra a variola [1]. Desde entdo, muitos modelos tém sido
desenvolvidos para estudar diversas doencas, entender sua dinamica, fazer previsoes
sobre seu comportamento ou até auxiliar tomadas de decisao relativas a prevencao e
erradicacao de epidemias. Na sua maioria, tais modelos descrevem a dinamica des-
sas doencas por meio de equacoes diferenciais ordindrias, em que a transicao entre

os diversos estados de uma doenca é regida por taxas médias [2].

Em 1798, foi publicado o artigo An FEssay on the Principle of Population, as It
Affects the Future Improvement of Society [3] do economista e demdgrafo britanico
Thomas Robert Malthus. Este estudo foi o primeiro modelo matematico de dina-
mica de populagoes. Os modelos de crescimento populacional sao utilizados para
prever o tamanho de uma populagao em um tempo arbitrario sendo conhecido seu
tamanho inicial. No modelo de Malthus, o nimero de individuos que cada casal gera
¢ constante, ou seja, independe do nimero de individuos ja existentes. Outro pa-
rametro importante desse modelo é a taza intrinseca de crescimento, definida como
a taxa maxima de crescimento de uma populagao em um ambiente sem limitagoes.
Isso leva a um crescimento exponencial da populacao. Nesse caso o nimero de novos
individuos gerados, por unidade de tempo, é uma funcao linear do niimero de indivi-
duos existentes. Por isso, a equacao diferencial que representa o modelo de Malthus
é dita linear. No entanto, Malthus nao considerou em seu modelo o fato de que vive-
mos em um sistema ecolégico com recursos limitados e por isso, mais cedo ou mais
tarde, toda a populacao encontraria limitagoes de alimento, agua, espaco fisico, etc.
Estas limitagoes mantem estdvel um limite méaximo de sobrevivéncia. O trabalho de
Malthus inspirou Darwin na elaboracao da teoria da evolucao. Darwin considerou o
raciocinio de Malthus de que a populacao humana aumenta mais rapidamente que

a producao de alimentos, levando-a a uma competicao.

O modelo de Malthus foi posteriormente ajustado pelos trabalhos de Benjamin
Gompertz (1825) e Pierre Frangois Verhulst (1838), que levaram em consideracao
o efeito do ambiente sobre o crescimento populacional, introduzindo o conceito de

capacidade de suporte, definida como o tamanho maximo de uma populacao que o

2Nome que designa uma técnica desenvolvida na Asia em que se provocava deliberadamente a
infec¢ao por variola.
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ambiente, com recursos finitos, consegue acomodar. Com essa formulagao as equa-
¢oes diferenciais que representam os modelos de Gompertz e Verhulst passam a ser
nao-lineares, ou seja, o numero de novos individuos gerados depende de forma nao-
linear do niimero de individuos existentes. Isso caracteriza uma dinamica complexa
de interagao entre os individuos da populacao. Em 1954, Milner Baily Schaefer for-
mulou um modelo para auxiliar na gestao do mercado de pesca. Neste modelo, um
termo extrinseco é acrescido nas equacoes diferencias para representar a remoc¢ao
de individuos (peixes) da populagao. Portanto, essa tara extrinseca de crescimento,
representa explicitamente a influéncia de fatores externos e pode ser relacionada
com interagoes interespecificas. Um modelo mais genérico foi proposto por F. J. Ri-

chards [4] em 1959, do qual os modelos de Gompertz e Verhulst sdo casos especiais.

Em politicas ptublicas de saude, gestao de recursos naturais e manejo de inves-
timentos, se faz necessario um planejamento adequado para atender as demandas
da populagao. Informagoes a respeito do crescimento populacional sao de funda-
mental importancia para que tais medidas sejam apropriadas. Essa necessidade de
prever o nimero de individuos de uma dada populagao levou cientistas a proporem
modelos tedricos que pudessem fornecer informacoes a respeito desse crescimento.
No Cap. 2 apresentamos os principais modelos de crescimento que serao utilizados
neste trabalho. Neste mesmo capitulo, fornecemos uma interpretagao empirica para

o parametro de controle do modelo de Richards.

No ambito biolégico, os modelos de crescimento podem ser utilizados para descre-
ver a proliferacao de células. Isto tem desempenhado papel fundamental na descricao
e ajuste de dados referentes a crescimento de tumores. Caracterizar o crescimento
de um tumor é o primeiro passo para aplicar métodos e formas de tratamento mais
eficazes. No Cap. 3, relacionamos os tipos de crescimento com o meio em que estas
células se proliferam e com a forma de como elas interagem. Investigamos também
as condicoes de tratamento necessarias para a eliminagao de um tumor. Mostramos
ainda que a taxa extrinseca de crescimento pode ser incorporada na capacidade de
suporte do modelos. Com isso todas as influéncias externas podem ser vistas como

modificacoes no ambiente.

Os modelos apresentados, apesar de representarem curvas de crescimento dife-

rentes, revelamos no Cap. 4 que eles podem ser colapsados em uma tunica curva,
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utilizando uma fungao de escala apropriada. Revelando com isso um aspecto funda-

mental dessas curvas de crescimento.

Em ecologia, a influéncia do homem na natureza ou a forma de interacao entre
diferentes espécies podem ser caracterizadas pelos modelos de crescimento multi-
espécies. Nestes, as espécies interagentes sao representadas explicitamente revelando
a variacao no numero de individuos ao longo do tempo. O quanto uma espécie influ-
encia as demais pode levar a regimes que vao da coexisténcia a extingao. No Cap. 5,
propomos e resolvemos analiticamente um modelo de interagao de duas espécies cuja
abordagem permite relacionar os diferentes tipos de interagoes ecolégicas com os pos-
siveis regimes. No Cap. 6, estendemos esse estudo ao considerar uma generalizagao
do modelo. Com isso, novos efeitos sao obtidos, permitindo uma adequagao melhor
do modelo ao descrever a dinamica de interacao entre duas espécies. Mostramos
que os modelos multi-espécies podem ser relacionados com os de uma tnica espécie

assim como a dinamica de transmissao de doencas.

O formalismo matematico que descreve o crescimento populacional, também
pode ser utilizado para descrever como ocorre a disseminacao de doengas em uma
populacao. Prever o quanto determinada doencga pode ser disseminada e o impacto
que isso causaria na sociedade é de fundamental importancia para que medidas pre-
ventivas sejam tomadas. No Cap. 7, descrevemos a implementacgao e o estudo de um
modelo de transmissao da dengue. Para modelar essa dinamica utilizamos equacoes
diferenciais ordinarias. Em nosso modelo levamos em conta tanto a dinamica do
hospedeiro quanto a do vetor. Incluimos também no modelo a hipétese do efeito
de reforco com intuito de verificar sua influéncia na dinamica de disseminacao da
doenga. O efeito de reforco é considerada uma das principais hipéteses para explicar
a dengue hemorragica. Nesse estdgio a doenca é muito mais severa podendo levar
a morte. Propomos portanto um modelo epidemiolégico do dengue com o objetivo
de revelar quais sao os fatores que levam a disseminacao desse caso mais severo da

doenga.

Ainda no contexto da dengue, no Cap. 8, propomos uma nova abordagem em
modelagem de epidemias transmitidas por vetores. Utilizamos principios da esta-
tistica para obter o nimero médio de infectados dado o niimero de hospedeiros e o

nimero total de picadas dos vetores. A resolucao desse problema revelou-se muito
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rica, relacionando teoria de probabilidades com geometria multi-dimensional.

Em todos os modelos apresentados até aqui, a aproximagao de campo médio
foi utilizada. Deste modo a informagao espacial foi desprezada. No entanto, em
epidemiologia, muitas vezes a informagao espacial, é importante para entender a di-
namica de disseminacao da doenca. No Capitulo 9 propomos um modelo alternativo
que descreve a propagacao da tuberculose na populagao assim como o aparecimento
de resisténcia as drogas devido ao tratamento com antibiéticos. Implementamos as
simulagoes usando um modelo baseado em agentes em que a estrutura espacial é
levada em conta.

Por fim, os capitulos 10 e 11 apresentam respectivamente a conclusao e perspec-
tivas deste trabalho. O apéndice A, apresenta mais detalhadamente as propriedades
das funcoes logaritmo e exponencial generalizadas, provenientes da termo estatistica
nao-extensiva, e que sao ostensivamente utilizadas nesta tese.

Neste trabalho exploramos as propriedades de modelos aplicados ao crescimento
e tratamento de tumores e a disseminacao da dengue e tuberculose. O formalismo
desses modelos permite uma versatilidade em termos de aplicagoes. As discussoes
feitas e solugoes obtidas podem ser aplicadas em diferentes contextos e fornecem
uma base para a compreensao de aspectos mais fundamentais das leis que regem a

dinamica de sistemas naturais.
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Capitulo

Dinamica populacional de uma
espécie

Modelos de dinamica populacional de uma espécie descrevem as variacoes no
nimero de individuos de uma dada populagao ao longo do tempo. Nestes mode-
los, assumimos que essa variacao depende da interacao entre individuos da mesma
espécie (interagao intraespecifica). As interagoes com outras espécies (interac¢ao in-
terespecifica) e com o meio ambiente sao representadas implicitamente utilizando
parametros que limitam o crescimento da populacao.

Considere uma populagao constituida de N(t) individuos no instante de tempo
t. Podemos definir a lei que rege o crescimento dessa populacao utilizando uma taza
de crescimento per capita, ou seja, quantos individuos cada individuo gera. Essa

relacao ¢é representada matematicamente pela equacao:

AN(t) dlnN(t)
N(tydt dt GN), (2.1)

em que G(N) é conhecida como funcao induzida de saturagao.

A fim de comparar populagoes em ambientes diferentes é mais interessante tra-
balhar com a razao entre o tamanho da populagao e o maximo de individuos que o
ambiente suporta. Esse valor maximo é representado pela capacidade de suporte K.
Dessa forma, a variavel dependente pode ser escrita na forma p(t) = N(¢)/K. Na

nova variavel, a Eq. 2.1 se torna:

dInp(t)
dt

Nesta notacao a contribuicao da limitacao imposta pelo ambiente se torna parte

=G(p) - (2.2)

intrinseca da propria variavel.
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E importante observar que quando os recursos sao ilimitados (K — o0), é con-
veniente utilizar p(t) = N(t). Por outro lado, quando hé recursos limitados, é
conveniente expressar o tamanho da populagao em relagao ao seu valor de equili-
brio, i.e. p(t) = N(t)/K. Em um ambiente com recursos limitados, as solucoes de
estado estacionario podem ser obtidas pela raiz p*G(p*) = 0 que sdo: extingao da
espécie quando p* = 0 ou sua sobrevivéencia para 0 < p* < 1. O nimero maximo de
individuos que um ambiente suporta é obtido quando p(t) = 1.

Inicialmente consideramos modelos com capacidade de suporte infinita. O mo-
delo de Malthus, que é o modelo mais simples de crescimento, é apresentado na
Sec. 2.1. Sua generalizagao, o modelo de von Foerster ¢ mostrado na Sec. 2.2.
A seguir passamos a considerar modelos com capacidade de suporte finita, como
o de Gompertz (Sec. 2.3) e Verhulst (Sec. 2.4). A generalizacao destes (modelo
de Richards) assim como uma interpretacao empirica do fator de generalizagao é
apresentada na Sec. 2.5. Uma outra generalizacao é obtida pelo modelo de hiper-
Gompertz, introduzido na Sec. 2.6. Por fim, o modelo de Tsoularis-Wallace, que
generaliza todos os outros aqui citados e a conclusao, sao apresentados nas Sec. 2.7

e Sec. 2.8 respectivamente.

2.1 Modelo de Malthus

Com a consolidacao do capitalismo e a revolugao industrial, houve um acentuado
crescimento demografico durante os séculos XVIII e XIX. Este rapido crescimento
provocou discussoes que gerariam diversas teorias sobre o crescimento populacional,
dentre elas o Malthusianismo. Criada pelo economista e demoégrafo inglés Thomas
Robert Malthus (1766-1834), a lei de crescimento de Mathus, também é conhecida
como lei de crescimento exponencial. De acordo com sua teoria, a populacao cresce-
ria em progressao geométrica enquanto que o os alimentos e recursos cresceriam em
progressao aritmética. Como a producao de alimentos nao acompanha o crescimento
populacional, esse crescimento desordenado levaria a falta de recursos alimenticios
para a populagao gerando como consequéncia a fome. Esse cenario ficou conhecido
como a catdstrofe malthusiana.

No modelo de Malthus, a taxa de variagao per capita é constante, ou seja, G(N) =



2.2 - Modelo de von Foerster 9

k. A Eq. 2.1 se torna:

dIn N (t)
SR A 2.
cuja solucao é facilmente encontrada:
N(t) = Nye™ | (2.4)

com Ny = N(0). Neste caso a capacidade de suporte é infinita, ou seja, o ambiente
nao limita o crescimento da populacao. Desta forma, a populacao tende a uma
explosao demografica. O modelo descrito pela Eq. 2.3 é continuo, embora a descri¢ao

original de Malthus seja discreta (em termos de uma progressao geométrica).

2.2 Modelo de von Foerster

No modelo de Malthus, o periodo que leva para uma populacao dobrar de tama-
nho nao muda com o passar do tempo. Como consequéncia, a populacao diverge em
um tempo infinito. No modelo de von Foerster, esse periodo de duplica¢ao diminui
ao longo do tempo. Essa diminuicao persiste até que em determinado momento esse
periodo de duplicacao tende a zero, ou seja, a populagao cresce infinitamente em um
tempo finito.

O trabalho de von Foerster publicado na revista Science em 1960 [5], propoe uma
equacao que melhor se ajusta aos dados sobre a populacao mundial disponiveis até
aquele momento. A partir de uma populagdo mundial de 2,7 bilhoes em 1960, ele
previu que a populagao seria infinita, no dia 13 novembro de 2026 uma sexta-feira,
aniversario de 115 anos de von Foerster'. Dai entdo a equacio ficar conhecida como
“Equacao Doomsday™

O modelo de von Foerster considera a taxa de crescimento per capta como uma

lei de poténcia:

din N
zllt = rNT, (2.5)
cuja solucao ¢ dada por:
1 (63
N = e e~ Noe-aNE0) (26)

! Aqueles que conheciam von Foerster puderam reconhecer seu senso de humor neste trabalho.
20 julgamento final e eterno feito por Deus sobre todas as nacoes.
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em que « ¢ um parametro de generalizacao, que produz uma divergéncia no tempo
finito adimensional 7' = 1/(aN§'), diferentemente do modelo de Malthus (o = 0) em
que a divergéncia é para tempo infinito. A solugao da equacao de von Foerster pode
ser escrita em termos de uma generalizagao da fungao exponencial. Analiticamente,

a fungao g-exponencial é dada por:

lim [1 4§27 se gz > —1
egle) = § 771 (2.7)

0 ,caso contrario ,

A fungao g-exponencial é estritamente nao-negativa, ez(z) > 0, e ez(0) = 1, para
qualquer valor de ¢. Esta funcdo possui a propriedade 1/e;(z) = —§(—=x). Esta
propriedade é utilizada na simplificacao das funcgoes de escala que serao apresentadas
no Cap.4. Maiores detalhes das propriedades das funcoes g-exponencial e sua inversa

a ¢-logaritmo, sao apresentadas no Apéndice A.

2.3 Modelo de Gompertz

No séc. XIX, ficou claro que o modelo Malthusiano nao estava correto, uma vez
que nao levara em consideragao a mortalidade por falta de recursos, além de fato-
res como guerras, epidemias e catastrofes naturais. Em 1825, Benjamin Gompertz
publicou o estudo On the Nature of the Function Expressive of the Law of Human
Mortality, and on a New Mode of Determining the Value of Life Contingencies. Se-
gundo Gompertz, a mortalidade possui duas causas coexistentes: uma probabilistica
que independe da idade, e outra que cresce a medida que o individuo envelhece. Em
termos populacionais, a taxa de crescimento per capita é proporcional ao logaritmo
do nimero de individuos, ou seja:

dInp(t)

e —kInp(t) , (2.8)

com p(t) = N(t)/K. A solugao desta equacao é dada por:
p(t) =" (2.9)

O principio por tras deste modelo ainda ¢é utilizado nos dias de hoje para o calculo

de seguros de vida [2, 6].
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2.4 Modelo de Verhulst

Em 1838, Pierre Francois Verhulst publicou outro modelo de crescimento popu-
lacional, baseado na avaliacao de estatisticas disponiveis na época, e introduzindo
termos que representam os fatores inibidores do crescimento. Seguindo a hipétese de
Malthus, Verhulst postulou que populagoes pequenas cresceriam exponencialmente,
uma vez que a oferta de suprimentos era superior a demanda. Quando a demanda e
a oferta de suprimentos se equilibrassem, a taxa de crescimento populacional seria
nulo, atingindo o valor limite dada pela capacidade de suporte K. A equacao de
Verhulst é:

PO _ ey —p) (2.10)

lembrando que p(t) = N(t)/K. Quando N(t) = K, ou seja, p(t) = 1, o termo
[1 — p(t)] se anula fazendo com que a taxa de crescimento se anule também. A

solucao do modelo de Verhulst é dada por:

Kt
Poe
p<t> - Kt '
1+ po(er* —1)
Esta é a conhecida funcao logistica que é utilizada em diversas areas do conhe-
cimento. Por exemplo, na medicina ela é utilizada para modelar crescimento de
tumores; em reacoes quimicas, descreve a concentracao dos elementos em reacoes

autocaliticas; em economia, ilustra como ocorre a difusao de uma inovagao.

2.5 Modelo de Richards e sua interpretacao em-
pirica

O modelo de Richards [4] foi proposto como um modelo empirico para o cresci-
mento de plantas®. Na Ref. [7, p. 83], é mostrado que os modelos de Gompertz e
Verhulst podem ser generalizados a partir desse modelo simples:

dinp(t) _ (L —p")
r p

A L0 (2.11)

em que Kk = r§ é mantido fixo. Fazendo ¢ = 1, obtemos o modelo de Verhulst e

fazendo ¢ — 0, o modelo de Gompertz. O modelo de Richards pode ser escrito

3refere-se ao crescimento de um tnico individuo (planta)
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em termos da funcao logaritmo generalizada. Utilizando apenas argumentos geo-
métricos, essa generalizacao ¢ similar a obtida no contexto da termodinamica nao-
extensiva [8, 9]. Para maiores detalhes e propriedades dessa fungao veja Apéndice A
e Ref. [10].

A fungao logaritmo natural generalizada (ou simplesmente g-logaritmo), Ing(z),
x > 0, pode ser interpretada geometricamente como a drea abaixo da curva f;(t) =

1/t'"% com t > 1, ou seja,

Ing(v) = [ — = lim = q (2.12)
Inz, seq=20.

E importante nao confundir esta funcao com o logaritmo de base ¢, log;(x). Esta
é uma generalizacao da definicao da fungao logaritmo natural, que é obtida como
caso particular para ¢ — 0. Para x = 1, a area é nula, mantendo a propriedade do
logaritmo tradicional: Ingz 1 = 0.

A funcao ¢-logaritmo é bijetora e, portanto, admite inversao. Geometricamente,
isso corresponde a determinar o limite superior do intervalo [0, y] para o qual a drea
sob a curva f;(t) ¢ igual a z, isto é, Inz(y) = =. A funcdo inversa do g-logaritmo ¢ a
g-exponencial, definida pela Eq. 2.7. Devido as propriedades das funcoes inversas, e
pela defini¢do acima, ez(x) = y, entdo, ez[lng(v)] = v = Inglez(y)].

A solucao do modelo de Richards em termos do parametro ¢ é:

1
eg{Ing[1/pole~7}

em que 7 = kt, po = p(0) é a condigao inicial.

p(T) = (2.13)

Uma possivel interpretacao para o parametro ¢ do modelo de Richards pode ser
dada tomando como base os trabalhos desenvolvidos por Geoffrey West et al. [11,
12, 13]. Esses pesquisadores mostraram que a lei de poténcia entre taxa metabdlica e
a massa de individuos - dado pelo expoente = 3/4 (obtido experimentalmente) - é
uma consequéncia da estrutura fractal dos vasos sanguineos presentes nos individuos
[11]. Essa lei de escala vale tanto para organismos unicelulares de massa~ 1072 g,
quanto para os mamiferos maiores de massa ~ 107 g [13].

Esses mesmos pesquisadores estudaram o crescimento de individuos[12]. Eles

partiram da ideia de que a energia total produzida pelo individuo em um dado



2.5 - Modelo de Richards e sua interpretagcao empirica 13

intervalo de tempo (taxa metabdlica) deve obedecer ao principio da conservagao e,
portanto, essa energia deve ser transformada em: i) energia para a manutencao das

células jé existentes; ou ii) na criagdo de novas células. Assim,

[Energia total] = [Energia para manutengdo de células] + [Energia para crivar novas células].

Considerando entao que a energia total (taxa metabdlica) escala com a massa

M do individuo, a relagdo acima dé origem a uma equacao diferencial (um modelo)

para a dinamica do nimero efetivo N de células que constitui o individuo em fungao
do tempo. A equacao acima pode ser escrita como
dN

B=NB,+E.— 2.14
+ B (2.14)

onde B ¢ a energia total usada pelo individuo num intervalo de tempo dt; B, é a
energia utilizada por uma tnica célula nesse mesmo intervalo de tempo; E,. a energia
necessaria para se criar uma nova célula; e N o niimero total de células no instante
t. Uma vez que a taxa metabdlica escala com a massa M do individuo pela forma
B = ByM?, onde 8 = 3/4, e considerando que N = M /m,, onde m, é a massa de

uma unica célula, podemos escrever a equagao diferencial (2.14) como

dN
— =aNP —bN 2.1
= (2.15)
em que
Bomﬁ
=2 ¢ 2.16
E (2.16)
e
B
h= =5, 2.17
5 (2.17)

A equagao (2.15) é um modelo para a dinamica da populacao de células que

constitui um organismo. A solucao dessa equacao é

N(t) = [% + (N(}‘B - %) ebw—l)t] = (2.18)

em que N, é a quantidade de células que compoem o individuo no seu nascimento,
i.e. Ng = N(t =0). Para 8 = 3/4 < 1, temos que a populagao de células converge

para

K= N(t = o0) = (—)m . (2.19)
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De acordo com esse modelo, o individuo cresce até que a sua massa atinja um valor
maximo Mutureo = Km.. Evidéncias experimentais comprovam a previsao desse
modelo [12].

Podemos reescrever a equagao (2.15) em termos dessa capacidade de suporte, o

que nos da

AL OR]

Multiplicando e dividindo essa equagao por (8 — 1), temos

N () 1]
K

— =0 —-1)N—vn—. 2.21
= - DN (221)
Introduzindo ¢ = 8 — 1, 7; = —bq, e usando definicao do logaritmo generalizado
Ing(x) = (29 — 1)/4, chegamos ao modelo de Richards

dN N

% == —TQN lnq (g) . (222)

Dessa forma, o parametro ¢ do modelo de Richards ganha uma interpretacao
empirica. Ele esta relacionado com o expoente 5 da lei de escala entre taxa metabo-
lica e massa corporal dos individuos e possui um valor bem determinado: § = —1/4.
Portanto, de acordo com a teoria de West descrita em [11], o parametro ¢ do modelo
de Richards esta relacionado com a estrutura fractal das ramificagoes sanguineas dos

seres vivos.

2.6 Modelo de Hiper-Gompertz

Ao considerarmos um crescimento de acordo com uma lei de poténcia, como no
modelo de von Foerster et al., porém utilizando o termo logaritmo, como no modelo

de Gompertz, obtemos o modelo conhecido como hiper-Gompertz [14]:

dIn(p)
dt

= k[—1In(p)]” . (2.23)

Baseado na solucao do modelo de von Foerster e Gompertz, obtemos a solucao

analitica do modelo hiper-Gompertz:

p(r) = el D7 (17 (npo) /0 (2.24)
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O parametro v regula o tamanho da populacao na qual a taxa de crescimento é
maxima, i.e., o ponto de inflexado (pi,s). Este valor é dado por: p;,y = e 7. Para
valores grandes de v o ponto de inflexdao tende a 0, e para valores pequenos de 7,

este tende a capacidade de suporte K.

2.7 Modelo de Tsoularis-Wallace

O modelo de Tsoularis-Wallace [15] é uma generalizagao de todos os modelos até
aqui apresentados. Sua expressio é dada por *:

dlnq‘/ p(t)

5 =k [— Ingp(t)]" , (2.25)

cuja solucao é dada por:

q q
raiz [qu(t) (E, 1-— 7) — Bpg (E’ 1-— 7) = mf} , (2.26)

em que B,(a,b) = / dt t*71(1—1¢)*"! é a funcio beta incompleta. Para esta funcao,

0

dois conjuntos de valores sao aceitaveis:
1. ¢ >0,Gg>0evy<1,
2.7 <0,g<0ey<1.

A partir deste modelo e com a escolha apropriada dos parametros, podemos
obtemos qualquer outro modelo apresentado neste capitulo, tornando essa funcao
extremamente versatil para ajustar dados experimentais. Nas palavras dos autores

4

que propuseram o modelo: “...additional growth characteristics are accommodated
by this new model, enabling previously unsupported, untypical population dynamics
to be modelled by judicious choice of model parameter values alone”. Um esquema
resumindo as relagoes entre os modelos até aqui apresentado pode ser visualizado

na Fig. 2.1.

4Note que utilizamos o §-logaritmo no lado esquerdo da equacio diferencial. O parametro ¢’
estd relacionado com o parametro usual « pela relacao § = —«
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| Tsoularis - Wallace | | Hiper-Gompertz|
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Figura 2.1: Representacao das relagoes entre os modelos de dinamica populacional
de uma espécie. A partir do modelo de Tsoularis-Wallace todos os demais modelos
podem ser obtidos com a escolha apropriada dos parametros.

2.8 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos os principais modelos de dinamica populacional
de uma espécie que serao utilizados neste trabalho. Explicitamos suas solugoes
analiticas e relacionamos os casos mais gerais com seus respectivos casos particulares.

Mostramos que o parametro de generalizacao ¢ do modelo de Richards pode ser
relacionado com a estrutura fractal das ramificacoes sanguineas. Ao atribuir este
significado empirico a ¢, relacionamos o comportamento da curva de crescimento
com principios anatomicos que regem o crescimento dos seres vivos.

No préximo capitulo adicionaremos a esses modelos uma taxa extrinseca de cres-
cimento. Essa taxa considera a remoc¢ao ou insercao de individuos na populagao.
Mostraremos que ao incluir esse termo, aparecem transicoes do tipo sobreviven-
cia/extingao da populagao.

Os modelos de crescimento de uma espécie aqui apresentados podem ser utili-
zados em modelos multi-espécies. No Caps.5 faremos uma analise detalhada de um
modelo de duas espécies em que o termo de Verhulst é usado para modelar o cresci-
mento de cada espécie. No Cap.6, faremos o mesmo estudo mas agora considerando

o crescimento de acordo modelo de Richards.



Capitulo

Taxa extrinseca de crescimento

Consideramos neste capitulo uma taxa extrinseca de crescimento, definida como
a remocao ou adicao de individuos proporcionalmente ao tamanho da populagao. Em
modelos matematicos de crescimento de tumores, a taxa extrinseca de crescimento
pode ser associada com o tratamento de cancer e o conhecimento de como a transicao
entre sobrevivéncia e exting¢ao ocorre é de fundamental importancia para o sucesso
do tratamento [16, 17, 18, 19]. Conceitos da fisica em modelos matemaéticos de
crescimento de tumores ja foram propostos na Ref. [20] em que os autores obtém
uma transicao de fase entre crescimento e laténcia do tumor. Uma transicao de fase
¢ também associada com tratamento de cancer na Ref. [21]. Este fator também
pode ser visto como o fator de interagao quando consideramos modelos de multiplas
espécies.

Na Sec. 3.1, apresentamos o modelo de Schaefer que foi o primeiro a considerar
a remoc¢ao de individuos da populacao. Na Sec. 3.2, apresentamos o modelo de
Richards-Schaefer e sua solu¢ao. Uma interpretacao microscépica para o parametro
de Richards é abordado na Sec. 3.3. A seguir, na Sec. 3.4, a taxa extrinseca de
crescimento é utilizada como tratamento de tumores'. Na Sec. 3.5, mostramos
como a essa taxa pode ser relacionada com a capacidade de suporte?. Por fim,
na Sec. 3.6 consideramos modelos com taxa intrinseca e extrinseca dependentes do
tempo e mostramos a relagao destes com modelos de duas espécies e também com

modelos estocdsticos®. A conclusdo é apresentada na Sec. 3.7.

Deste resultado foi publicado o artigo da Ref. [22].
Deste resultado foi publicado o artigo da Ref. [23].
Deste resultado foi publicado o artigo da Ref. [22].

17
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3.1 Modelo de Schaefer

O modelo de Schaefer foi proposto em 1954 no trabalho: Some aspects of the
dynamics of populations important to the management of the commercial marine
fisheries, para auxiliar na gestao do mercado de pesca. O objetivo era avaliar os
impactos ambientais e otimizar o lucro sem causar extingao das espécies pescadas [2,
6]. A remogao de peixes de seu habitat, tem o efeito de diminuir o que seria o
crescimento natural da espécie, isto é:

P~ 1) —pelt). (3.1)
em que f(p) é a taxa intrinseca e pe(t) é a taxa extrinseca de crescimento (taxa de

coleta). Na secao seguinte, consideramos o caso em que essa taxa é constante.

3.2 Taxa extrinseca constante

Com taxas extrinsecas de crescimento constantes, ¢ possivel lidar com transigoes
entre as fases de extincao e sobrevivéncia. A solucao para o estado estacionario p*
representa o parametro de ordem do modelo, uma vez que é nulo na fase de extingao,
e em pontos criticos, se torna nao nulo (sobrevivéncia).

Vamos considerar inicialmente uma taxa extrinseca de crescimento no modelo
Tsoularis-Wallace Eq. 2.25, e chamé-lo de modelo Tsoularis- Wallace-Schaefer:

dInp(7)
g =P =g} + e (3.2)
em que € = €/K.

Para o # 0, Eq. 3.2 pode ser resolvida para casos particulares, os quais estao
fora dos objetivos deste estudo. Mantendo o = 0 e tomando v = 1, obtém-se da
Eq. 3.2 o0 modelo de Richards com taxa extrinseca de crescimento constante, que

denominamos modelo de Richards-Schaefer:

dInp(r)

o = —Inglp(7)] + ¢, (3.3)

cuja solucao é dada por:

o) = eq(€)
P(T) = inglen() /pole T} (34)
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em que po = p(0) é a condicao inicial.
A seguir uma interpretagao microscopica para o parametro ¢ é fornecida relacio-
nando o com a dimensao fractal em que as células proliferam e o alcance de interacao

entre elas.

3.3 Interpretacao microscopica do parametro ¢

A compreensao da auto-organizagao celular durante o processo de crescimento
é de extrema importancia na medicina e na biologia. As curvas de crescimento sao
descritas por varidaveis como volume, massa, comprimento ou nimero de células do
tecido em fungao do tempo. O crescimento de organismos individuais [24], tumo-
res [25] e outros sistemas bioldgicos [26] sdo bem ajustado por curvas sigmoidais
(em forma de S). Uma descri¢do empirica amplamente utilizada é a funcao Gom-
pertz [24, 25, 26, 27, 16, 28]. No entanto, muitos sao os trabalhos que apresentam
diferentes tipos de tumores que desafiam o modelo Gompertz [29]. Outros modelos,
como o logistico (por vezes referido como Verhulstiano) [30] e, sob certas condigoes,
o exponencial [31, 32, 33, 34, 35] também sao frequentemente utilizados.

Recentemente, o papel da dinamica de crescimento de tumores na determina-
¢ao do curso clinico da doenca foi enfatizado, demonstrando como tal conhecimento
pode levar a protocolos de tratamento mais eficientes [36]. Muitos modelos de cres-
cimento de tumores tém sido propostos para descrever dados experimentais. Apesar
do progresso consideravel na compreensao do desenvolvimento do tumor, a lei do
crescimento de tumores humanos ainda é uma questao de debate [29, 37, 38, 39].

Porém, o mais popular de todos os modelos de crescimento do tumor é a lei
Gompertz [16, 40, 41, 42, 43, 44]. No artigo da Ref. [16], Norton et al. mostra que o
crescimento de neoplasias mais comuns de tumores humanos sao bem descritas pela
equacao Gompertz.

Apesar do imenso uso da lei Gompertz na investigacao cientifica, houve sempre o
problema de nao haver uma derivacao a partir de consideragoes tedricas baseadas na
biofisica do crescimento [45]. Na Ref. [45], uma justificativa tedrica para aproximagao
da lei de Gompertz é apresentada. Tal justificativa é baseada no conceito de entropia

associada ao crescimento maligno. A férmula da entropia utilizado na Ref. [45] é a
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bem conhecida entropia de Boltzmann-Gibbs.

A proliferagao celular em um organismo é resultado das interagoes de curto e
de longo alcance entre as células. O principal mecanismo de interacoes de curto
alcance ¢ a inibigao da proliferagao devido ao contato das membranas celulares [46].
Este mecanismo é frequentemente observado durante a cicatrizacao de uma ferida
ou de culturas de células in vitro [46, 47]. Alguns modelos tém investigado o papel
das interagoes de curta distancia sobre o crescimento de populagdes de células [48].
Interacoes de longo alcance ocorrerem durante o desenvolvimento de organismos
como, por exemplo, a Drosophila [49, 50]. Elas sao mediadas através de substancias
difusivas chamados fatores de crescimento que sao moléculas com um papel central
no crescimento normal e anormal. Elas interagem com receptores especificos na
superficie das células e afetam sua proliferacao [51]. No caso de sistemas biol6gicos,
a estrutura fractal do espago no qual as células interagem é essencial para a sua auto-
organizacao. Assim, os fendmenos bioldgicos ocorrem no espaco, cujas dimensoes
nao sao representados por nimeros inteiros (1, 2, 3, etc.) de espago euclidiano. Em
particular, tumores malignos [52, 53, 54, 55] e células neuronais [56, 57] crescem em

um espaco de dimensao fractal [58].

Uma justificativa tedrica capaz de reproduzir exatamente a lei de Richards e que
ainda apresenta uma interpretacao microscopica para os parametros foi proposta
por Monbach et al. [59, 60]. Neste trabalho os autores assumem que a taxa de
replicacao de uma célula é regulada por uma competicao entre o impulso das células
de proliferar e um termo de inibicao proveniente de outras células através de fatores
de crescimento difusivos. Por conseguinte, para N(t) células, no tempo ¢, a taxa
de replicacao de uma célula ¢ pode ser matematicamente representada por: R; =
G; — JI;, em que R; > 0, GG; é a taxa de replicagao intrinseca da célulaze J > 0 é

uma constante de forma que a agao inibitéria, devido as células restante N(t) — 1 na
N(t)
célulai é I; = E 1/|7 —73]7, em que a distancia entre as células, |7} —7;|, modula
iG)=1
e~ . ~ 4 . ~ 4
a inibicao e o alcance de interacao é caracterizado pelo parametro * . Observe que

I; > 0. Para eliminar a restricao j # ¢ no somatério, considere o delta de Kronecker

“Este parametro ndo tem relacio com o v do modelo de hiper-Gompertz (Sec. 2.6).
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d;j, de modo que:
I = — = [ dv - 7 — 7
Z = z E=lop - - )
dv L2 oL ,
_ § — Y [6(F+ 7y — ) — 6(F)dy5)
du N(t)
_ / LA s - -6 | (3.5)
em que r = |r] e 6(z) é a funcdo delta, que tem unidade de inverso do volume e

possui a seguinte propriedade: f(7p) = / dv f(r)6(r — 7).
Note que §(7) indica a célula j, emvtorno da qual é realizada a integral. O
N(t
somatorio: Z()(S(F—l— r; —17;) = p(r — ;) conta o numero de células por uni-
j=1
dade de volume ao redor de 7 — 7, e I; = /dv[p(é(?— ;) — 0(r)]/r7. Para
um meio isotropico ao redor da célula i, o int‘égrando depende somente da dis-

tancia e nao dos angulos assim para um meio com dimensionalidade D, temos:

I, = /dQD 1/ rP- 1 [p(0(|7 — 7]) — o(r)]/r7, em que Tpae > 19 > 0. A

integral angular resulta / dQp_y = 27P/2/T(D/2), em que T'(z) é a funcio gama.
v

Trocando a origem da célula j para i, temos:[; = [27TD/2/F(D/2)]/ drlp[é (T —
]
7)) — 6(0)]/r""P*. Uma vez que I; ndo depende da posicio da célula i todas as

células sdo equivalentes e / dro(0)/r7~PT =0 temos:
ro

oIz frmes gy

Estamos interessados no nimero de células, a uma distancia r, em um vo-

lume que é uma hiperesfera de volume 27°/%P/I(D/2 + 1), assim, p(r) =
I'(D/2 4+ 1)N(r)/(2aP/?rP). Para um crescimento num ambiente fractal, com di-
mensionalidade D; < D, temos: N(r) = a'rP’, em que a’ é uma constante e

p(r) =T(D/2 + 1)d'rPr=P /(27P/?). Dessa forma temos:

Tmax d,r.
L=1=uw / O = wlp, () I, (1)) (3.7)
To
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com w = Da’/2 e Ing(z) sendo o logaritmo generalizado.
Agora, para obter 7,4, temos: N(t) = /dvp('r?) = w/ drrPr=1 A dis-

v 70
tancia rg é da ordem de grandeza do tamanho de uma célula, isso significa que

Tmax
N D )
70 < T'maz, dessa forma N(t) = w/ drrPr=t = Wrmie/ Dy, assim
0+

Do\ /P
M (ﬂ) . (3.8)

w
Obtemos: I; = I = w[lny_/p,(Dyn/w) —In;_/p, (T(j)jf)]. Considerando a distancia
medida em unidades do tamanho da célula, temos ro = 1, and In;_,/p ; (réj =0

Dn
[=wln_p, (Tf) . (3.9)

Para N(r) > 1 e At - 0 (AN/N < 1), o nimero de células no tempo t + At é:
N(t+ At) = N(t) + At Y R;, on

i=1
dN—zn:R —ﬁ:(G JI;) = N(G) — NJI (3.10)
dt_i:l Z_izl l o '
N
em que (G) = (1/N) Z G;. Essas suposicoes resultam em uma equagao diferencial
i=1
para o crescimento do sistema celular:

d1in N(t) d]j ® _ ey - ‘l])—"; Iny_p, {D ! f@)] (3.11)

N(t) é o nimero de células, w = al', em que a é uma constante e I' ¢ o resultado da

integral angular e Dy ¢ a dimensao fractal.
Se chamarmos x(t) = N(t)D/w, temos:

_ 0
Dy

em que k = Jw/Dy, podemos reescrever a Eq.3.11 na forma da Eq. 3.3.

=1 (3.12)

O valor de p(t) na equacao de Richards-Schaefer é sempre menor ou igual a
unidade, i.e., p(t) < 1. Neste caso, Ing p(t) < 0 e consequentemente o termo — Ing p(¢)
representa uma taxa de crescimento positiva.

Obtemos portanto uma interpretacao do parametro ¢ no contexto de proliferacao
de células. Esta interpretacao pode ser relacionada ao crescimento de tumores. O
tratamento desses tumores a partir de uma taxa extrinseca de crescimento é discutido

na secao seguinte.
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3.4 Tratamento de tumores e solucoes de estado
estacionario

Em modalidades de tratamento de cancer, a quimioterapia funciona parando ou
retardando o crescimento de células cancerosas, que crescem rapidamente e se divi-
dem, mas também podem danificar as células saudaveis que se dividem rapidamente,
tais como a dos intestinos e as que fazem o cabelo crescer. Danos as células saudaveis
podem causar efeitos colaterais. Muitas vezes, os efeitos colaterais passam apds o
fim do tratamento. A radioterapia é um método capaz de destruir células tumorais,
empregando feixe de radiagoes ionizantes. A radiagao danifica ou destréi as células
na area a ser tratada por danificar seu material genético, tornando impossivel para
essas células continuar a crescer e se dividir. Uma dose pré-calculada de radiacao é
aplicada, em um determinado tempo, a um volume de tecido que engloba o tumor,
buscando erradicar todas as células tumorais, com o menor dano possivel as células

normais circunvizinhas.

Para que o efeito bioldgico atinja maior nimero de células neoplasicas e a toleran-
cia dos tecidos normais seja respeitada, a dose total de radiacao a ser administrada
¢ habitualmente fracionada em doses diarias iguais, quando se usa a terapia externa.
Em casos de tumores mais avancados é empregada uma terapia mais intensa inici-
almente quando o tumor ainda é muito grande e entao a dose é diminuida a medida
que tumor é reduzido. Na configuracao pés-cirurgico, onde se pensa que apenas
resquicios microscépicos de tumor sao deixados, o esquema de dose de quimiotera-
pia adjuvante escolhido é muitas vezes menos intensa do que seria utilizada para
uma maior extensao do tumor do tipo equivalente. Muitas observagoes sugerem
fortemente que os resquicios microscopicas deixadas apds a cirurgia sao suficiente-
mente resistentes a quimioterapia e para que eles nao sao facilmente curaveis pela
exposigao baixa. Assim, alguns autores [61, 62, 63, 44, 39] tém sugerido a utiliza¢ao
de tratamentos mais intensos, doses mais elevadas, e uma terapia mais prolongada
do que o normalmente usado. O nivel de terapia adequada para iniciar a regressao
pode nao ser suficiente para sustentar essa regressao e propiciar a cura. O resultado
¢ que muitos tumores sao impossiveis de serem eliminados utilizando os tratamentos

convencionais [61, 62, 63, 44, 39]. Norton e colaboradores [61, 62, 63] sugerem uma
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forma de combate ao retardamento da taxa de regressao de um tumor quando este
diminui. A estratégia é aumentar a intensidade do tratamento a medida que o tumor
se torna menor. Este tipo de esquema de tratamento é chamado de “intensificagao
tardia”. Pode-se pensar que o menor tamanho de tumor resultante para uma dada
dose total de terapia é realizado se toda a terapia for dada em um periodo curto de
tempo. Devido a toxicidade, no entanto, esta é geralmente impraticével [61].

Propomos analisar os efeitos da intensidade do tratamento utilizando um taxa
extrinseca em modelos de crescimento. Com essa taxa, é possivel lidar com transi-
coes entre as fases de sobrevivéncia e extincao. Dessa forma, obtemos as condigoes
necessarias, do ponto de vista tedrico, para que o tratamento seja eficiente, ou seja,
leve a populacao de células cancerosas a extingao. A solucao para o estado esta-
cionario p* representa o parametro de ordem do modelo uma vez que ele se anula
na fase de extingao, e em pontos criticos, se torna nao nulo, representando fases de
sobrevivéncia.

A solugao do estado estaciondrio é obtida considerando dp/dr = 0 na Eq. 3.2,
entao p*{p**[—1Inz(p*)]” + €} = 0. A solucdo p* = 0 representa a fase de extingao,
e a solugao p**[—Ing(p*)]” = —e representa a fase de sobrevivéncia. Os valores que

separam as fases de extingao e sobrevivéncia sao as raizes da equacao:
*\o/y \oo/y+q _ = 1/~
(P = (") = (=) (3.13)
Para a = 0, a solugao é

P = p(oo) = egl—(=)"] . (3.14)

Pela definigao da func¢ao exponencial generalizada (Eq. 2.7), a fase de sobrevivéncia

é estavel para cj(—e)l/ 7 < 1, entao a extincao ocorre em um valor critico
€e=——. (3.15)

Note aqui a dependéncia desse valor critico com os parametros ¢ e v. Como visto na
Sec. 3.3, o parametro G esta relacionado com a estrutura fractal do tecido (tumor) e
alcance de interacao entre as células. Enquanto que v regula o tamanho da populagao

na qual a taxa de crescimento é maxima, conforme descrito na Sec. 2.6.
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Figura 3.1: Gréfico da solugio estaciondria p* em funcio de & = €/7 para diferentes
valores de ¢. No valor critico, a populagao (a) diverge para ¢ < 0 e (b) se extingue
para ¢ > 0. Nao ha transicao entre as fases quando ¢ < 0; ha uma transicao continua
quando 0 < ¢ < 1; e hd uma transi¢ao abrupta (transi¢ao de fase de segunda ordem)
quando ¢ > 1. Os parametros utilizados sao: v = 1 e os valores de ¢ estao indicados
nas respectivas curvas. Extraida da Ref. [22]
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Também é possivel calcular os expoentes criticos da transigdo. Para € 2 €., a

Eq. (3.14) leva a:
P = (=1)Y0D(—g)/a (61/7 _ ei”)l/{j ~ (€= &) (3.16)

Para € < €., de acordo com Eq. (3.14), obtém-se p* = 0. Note que a grandeza
relevante nesse contexto, o parametro de controle, é € = €!/7 ¢ 0 expoente critico é
v1 = 1/q. Esse resultado dé indicios de que ao estabelecer um protocolo de trata-
mento de um tumor, nao devemos considerar apenas a intensidade do tratamento e,
mas também dev-se levar em conta a populagao na qual o crescimento daquele tumor
¢ maximo, dado por 7. Para vy = 1/¢ < 1, a medida que o parametro de controle
diminui, a transicao da fase de sobrevivéncia para a de extingao é abrupta: transicao
de fase de segunda ordem. Para vy = 1/§ > 1, o sistema apresenta uma transigao
continua. Quando ¢ = 0 (modelo de Gompertz), ndo ha transicao entre as fases,
pois € — —o0, de acordo com Eq. (3.15). A Fig. 3.1 ilustra estas transi¢oes. Exem-
plos destes comportamentos proximos de (£ —&.) = 0 com seus expoentes criticos

correspondentes sao apresentados na Ref. [64].

Também é possivel introduzir a susceptibilidade do sistema, x = dp*/9¢, dessa
forma y ~ (£ — &.)"2, com expoente critico v, = v; — 1. Para ¢ > 1 (que implica
v1 < 1), a susceptibilidade diverge na regiao critica. Chamamos a atengao para a
dependeéncia dos expoentes criticos somente com ¢. O expoente 7 interfere somente

no parametro de controle, i.e. onde a transicao ocorre mas nao afeta sua forma.

A seguir, apresentamos a relagao da taxa extrinseca de crescimento com a capa-
cidade de suporte. Ao considerar a solucao do estado estacionario, toda influéncia
externa, gerada pela taxa extrinseca, pode ser vista como uma modificagdo no am-

biente.

3.5 Capacidade de suporte efetiva

Conforme visto na Sec. 3.2, acrescentando uma taxa extrinseca de crescimento
¢ ao modelo de Richards, tem-se o entao denominado modelo Richards-Schaefer,

Eq. 3.3. Os estados estaciondrios p(co) para esta equagao é dado por dp(t)/dt = 0,
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obtendo:

i = 0; (3.17)

Py = elo). (3.18)

A primeira solugao é trivial, significa a extin¢ao da populacao. Enquanto que
segunda solucdo mostra que a insergao (¢ > 0) ou remogao (¢ < 0) de individuos da
populagao altera a solucao de estado estacionario. Ao invés de considerar o tamanho
da populacao em relacao a capacidade de suporte convencional K, consideramos a

capacidade de suporte reescalada com a solugao do estado estacionario ez(e). Isto é,

K' =ez(e)K . (3.19)

Isto significa que N individuos da populagao vivem em um ambiente com uma
. . / . . ~ ~

capacidade efetiva de suporte K', mas agora sem considerar a inser¢ao ou remocao

de individuos €. O tamanho da populagao com relacao ao novo valor de equilibrio é

p' = N/K' = p/e;(e), obtemos assim o modelo de Richards e sua respectiva solugao:

dilnTp/ = —In;[p] (3.20)
oo oplr) 1
P = o) = el pp)e] (3:21)
ou seja,
plr) = —— il (3.22)

egllng(eg(€)/po)e"]
O caso estaciondrio p'(c0) = (p')* = 1, naturalmente leva a p* = ez(€). Observe que
a Eq. 3.18 é vélida apenas para a fase de sobrevivéncia, i.e., ge > —1; caso contrario,
K’ desaparece.

Comparando as solugoes para p* das Egs. 3.4 e 3.22, percebe-se que os modelos
considerados apresentam as mesmas solugoes de estado estacionario ez(e). No en-
tanto, eles possuem diferentes comportamentos de tempos transientes, exceto para o
modelo de Gompertz (§ — 0), em que a equivaléncia entre o modelo original e o re-
escalado é completa. Os graficos da Fig. 3.2 mostram este comportamento. De fato,
esta propriedade é proveniente do argumento da funcao exponencial. Enquanto que
na Eq. 3.22 este argumento é —7, na Eq. 3.4 o argumento é —(1 + ge)7. A evolugao

dos dois modelos é a mesma somente quando ¢ — 0 i.e. modelo Gompertz.
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Figura 3.2: Gréfico da populagao p(7) [Eqgs. 3.4 e 3.22] como fungao de 7, com: py =
1/10, ¢ = =3/10, ¢ = —1, § — 0 (modelo Gompertz) e § = 1 (modelo Verhulst). A
equivaléncia completa entre taxa extrinseca de crescimento e capacidade de suporte
efetiva é obtida somente para solugoes de estado estacionario. No entanto, para
G — 0, a solugao transiente também é equivalente. Adaptada da Ref. [23].

A seguir, consideramos as taxas intrinseca e extrinseca de crescimento depen-
dentes do tempos. Mostramos a relagao destes com a dinamica de duas espécies

interagentes.

3.6 Taxas intrinseca e extrinseca dependentes do
tempo

Considere a dependéncia das taxas intrinseca e extrinseca de crescimento em

funcao do tempo. Assim, podemos escrever:

dInfp(t)]

e —k(t) Ing[p(t)] + €(t). (3.23)
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Como agora a taxa intrinseca x é funcao do tempo, a variavel independente utilizada

é t, ao invés do usual 7. A solugao dessa equacao é dada por:

p(t) = {% {1 + /Ot dt’f(t’)n(t’)} }1/4 : (3.24)

em que:

F(t) = plells wn)vafy avew)] (3.25)

e 1(0) = pf.

A Eq. 3.23, pode ser considerada a de um modelo com ruido estocastico multipli-
cativo k() e outro aditivo €(t). Se €(t) = 0, pode-se considerar k(t) = ao(t)+aiy:(t),
em que agp(t) é um termo deterministico e 7 (¢) um ruido estocdstico multiplica-
tivo [65, 66].

Considere agora uma taxa intrinseca constante, x(tf) = x, mas com uma taxa
extrinseca dependente do tempo:

dInp(7)

o = ~Ingp(7) +e(7) . (3.26)

Esta equacgao pode ser resolvida explicitamente e a nova solugao é convenientemente

escrita em termos das fungoes logaritmo e exponencial generalizadas:

€5 |eE\T
p(r) = L — (3.27)
ed{lnfi{—po }eq[s(one q”T}
em que
1 T
€r) = —/ dr'e(t") (3.28)
T Jo

é o valor médio de €(7) até o tempo 7. Este resultado [67] permite obter a solucao
de modelos de duas espécies que serao abordados nas Secs. 5.3 e 6.3.

Para uma taxa extrinseca de crescimento constante €¢(7) = e na Eq. 3.27,
recupera-se o a solucao do modelo de Richards-Schaefer. A solucao do estado esta-
ciondrio (7 — oo) da Eq. 3.27 é: p* = p(oo) = e4(€), em que € = €(c0) é o valor
médio de m A extingao da espécie ocorre para ge < —1.

Utilizando a mesma abordagem apresentada anteriormente, podemos escrever o

estado estacionario da populagao como

P~ (e — )1, (3.29)
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em que

fo=—=. (3.30)

q

Podemos calcular também a susceptibilidade y = dp*/0¢ ~ (¢ — €)% 1. Deste
modo, independentemente do aumento da complexidade, da taxa extrinseca depen-
dente do tempo ou constante, o sistema apresenta o mesmo comportamento critico.

Se ¢(t) for uma varidvel aleatéria, tem-se entdo uma equacao de crescimento
estocdstico. Neste caso, se seu valor médio se anula (e(7) = 0) e e(y)e(r2) = 026 (15—
71) (processo gaussiano), entdo a fun¢ao densidade de probabilidade de v = Inp
satisfaz a equacdo de Fokker-Planck: 9, P(v) = 0,[P(v) Ing(v)] + (02 /2)92[P(v)] [68,
69, 70]. Outros tipos de ruidos e do tipo Levy s@o abordados nas Refs. [71, 19, 72].

No préximo capitulo mostramos que todos os modelos até aqui considerados,
inclusive aqueles com taxas intrinsecas e extrinsecas em funcao do tempo, podem
ser colapsados em uma tnica curva. Isso é possivel a partir do calculo das fungoes
de escala que permitem que os modelos se tornem independentes dos parametros e

das condigoes iniciais.

3.7 Conclusao

A remogao ou insergao de individuos na populacao pode ser modelada a partir de
uma taxa extrinseca de crescimento. Esta taxa é responsavel por provocar transicoes
entre sobrevivéncia e extingao da populacao. O caso da extingao é particularmente
interessante quando buscamos eliminar células de tumores. A partir de um modelo
microscépico proposto na Ref. [59] é possivel obter uma interpretacdo do parametro
de generalizacao do modelo de Richards. Isso possibilita uma descricao do modelo
em termos biolégicos e assim caracterizar curvas de crescimento de acordo com
as caracteristicas fisicas do tumor. Nesse contexto, podemos utilizar conceitos de
transicao de fase e expoentes criticos de forma a obter grandezas relevantes em
protocolos de tratamento de tumores.

A relagao da taxa extrinseca de crescimento de crescimento com a capacidade de
suporte permite considerar toda influéncia externa como uma modificacao no ambi-
ente, provocando um aumento ou diminuicao na populacao méaxima. Ao considerar

as taxas intrinseca e extrinseca dependentes do tempos é possivel abordar modelos
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de dinamica de duas espécies assim como modelos estocasticos, em que o ruido é um

fator relevante.
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Capitulo

Funcoes de escala e colapso de
dados em modelos de crescimento

Possivelmente, van der Waals foi o primeiro pesquisador a reescalar e colapsar
dados em uma curva nao trivial. Para um dado volume, diferentes gases se lique-
fazem em diferentes temperaturas e pressoes, levando a uma transicao de primeira
ordem. Entretanto, para valores criticos de volume, temperatura e pressao, a tran-
si¢ao se torna de segunda ordem (sem calor latente). Para cada gas, dividindo a
temperatura, pressao e volume pelo seus respectivos valores criticos, obtém-se uma
curva colapsada (comum). Essa curva comum revela aspectos semelhantes em todos
os gases reais (volume finito da particula e interacdo de curto alcance entre elas).
Este colapso de dados teve consequéncias importantes na estimativa da temperatura
de liquefacao do gas Hélio, que levou a descobertas relevantes como a superconduti-
vidade e super fluidez [73]. Nos dias de hoje, a ideia de colapso de dados foi estendida
as fungoes de escala [74], que é um aspecto particular da hipdtese de escala [75]. A
hipotese de escala também lida com leis de escala nos valores criticos de transicao
(como na teoria de campo médio de van der Waals) e teoria de grupos de renorma-
lizagao, porém estes aspectos estao fora do escopo desse trabalho. Focamos apenas
no poder das fungoes de escala de conectar grandezas aparentemente independentes
em grandezas relevantes simples [76] em modelos de dindmica populacional e em

expoentes criticos de transicao.

Conforme visto no Cap.2, o modelo de Richards une os modelos de Gompertz
e Verhulst através de uma constante q. Formas generalizadas das equacoes classi-

cas de crescimento logistico de Verhulst e Gompertz sao mais convenientes como

33
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modelos preditivos. Mais caracteristicas de crescimento permitem que dinamicas
populacionais antes atipicas possam ser modeladas pela escolha adequada dos valo-
res dos parametros. Como exemplo, o modelo de Tsoularis- Wallace unifica todos os
modelos citados e apresenta solugao analitica nao explicita.

Neste capitulo, mostramos como obter a funcao de escala. Esta funcao depende
da combinacao de grandezas de forma que os modelos se tornem independentes das
condicgoes iniciais e parametros. O colapso de dados, obtido a partir da funcao de
escala, ocorre mesmo para o modelo de Tsoularis-Wallace, em que a solucao analitica

explicita nao é conhecida'.

4.1 Funcoes de Escala

Modelos de crescimento de uma espécie sao geralmente representados por:

dInp(7)
dr

= G(p), (4.1)
em que 7 = kt é a medida do tempo em termos da taxa intrinseca de crescimento
e G(p) é a taxa de crescimento per capita. Modelos de dinamicas de populagao de
uma espécie (crescimento) caem em duas categorias: uma com capacidade infinita e
outra com capacidade de suporte finita. Para lidar com esses dois tipos de modelos,
introduzimos a varidvel p. Por um lado, quando os recursos sao ilimitados (K — c0),
como no caso do modelo de Malthus e von Foerster et al., é conveniente utilizar
p = N, onde N é o nimero de individuos. Por outro lado, quando ha recursos
limitados, como no caso do modelo de Verhulst e Gompertz, é conveniente expressar
o tamanho da populacao a respeito do seu valor de equilibrio, i.e. p = N/K. Em
um ambiente com recursos limitados, as solucoes de estado estacionario sao extingao
da espécie (p* = 0) ou sobrevivéncia (0 < p* < 1) dada pela raiz G(p*) = 0. A
exploragao 6tima de um ambiente é atingida quando p(7) = 1.
A equacao:

P dp () dlnp (T du
_ — g — =7 —1= AT, 4.2
=) 6 L Gup ), w62

npo

¢ um procedimento geral para obter a funcao de escala dos modelos de funcao de

crescimento. Aqui, v(7) = Inp(7) e py = p(70) é a condigao inicial. Esta fungao de

'Deste resultado foi publicado o artigo da Ref. [22].
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escala é linear em 7 (ver Fig. 4.1) e o colapso de dados torna o modelo independente

dos parametros e da condigao inicial.

P

s
9
=
p(1) / p(2) p(3)
p(0)

1 2 3
AT

Figura 4.1: A drea sob a curva 1/[p.G(p)] cresce linearmente como funcao de 7 — 7.
Este comportamento nao depende do modelo considerado. Extraida da Ref. [22].

No caso de capacidade suporte infinita, p(7) = N(7), escrevemos variaveis til().
Por exemplo, a funcéo de escala da Eq. (4.2) é 3(7). Para G4(N) = N® (modelo de
von Foerster et al.) [5], onde a é um parametro de generaliza¢do que produz uma
divergéncia no tempo finito (adimensional) 7', a solugdo da Eq. (4.1) é: N(7) =

1/[a(T — 7)]"*. A funcao de escala da Eq. (4.2) para o modelo de von Foerster et
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al. é:

su(r) = DTN ey, {N(Tq , (4.3)

N « Ny
onde utilizamos a funcdo g-logaritmica generalizada (ver apéndiceA). Obtém-se uma
reta no grafico de 5y x 7, independente dos parametros do modelo (taxa intrinseca
de crescimento k) e condicao inicial (Ny). Com a — 0, recupera-se o modelo de
Malthus, G(N) = 1: dN(r)/dr = N(r), resultando no crescimento exponencial:

N(7)/Ny = €™ (Ng = e”). Assim a funcio de escala para o modelo de Malthus é:

So(r) =In [N]éﬂ

O modelo de Richards [4, 68, 77, 78] pode ser convenientemente escrito em ter-

(4.4)

mos da fungao ¢-logaritmica: dInp(7)/dr = —Ing [p(7)]. Quando discretizada, esta
fungao leva a um mapa logistico generalizado [79]. A solugdo do modelo pode
ser escrita em termos das funcgoes logaritmica e exponencial generalizadas como
p(t) = 1/eg[Ing (py ") e77]. O limite assintético (7 — oo) é p* = p(oc) = 1, inde-
pendentemente da escolha de g. O modelo de Gompertz é recuperado com ¢ — 0:
dlnp/dr = —Inp, e tem p(r) = e™P)" como solucdo. O modelo de Verhulst é
recuperado com § = 1: dlnp/dr =1 —p, e tem p(7) = 1/[1 — (1 — py')e "] como
solugao. A fungao de escala para o modelo de Richards é
In_;
i =50} )

com 0s seguintes casos limites:

=1In In(po) ompertz);
+ slr) = n{ oy § (Gompert)

o 51() = m{[ppf(;ﬁ} (Verhulst).

Com este procedimento, elimina-se a dependéncia com a condicao inicial e para-
metros. Apesar de E. W. Montroll ter utilizado esta informacao para o modelo de
Verhulst na Ref [68, p. 4634], ele ndo chamou atencao para o colapso de dados.
Um modo de incluir a capacidade de suporte finito K no modelo de von Foerster
et al. é substituir N por p = N/K, reescalar as constantes e substituir N® por
[—In(/N/K)]” na fungdo de saturacao. O modelo de von Foerster et al. na varidvel

Inp, é conhecido como modelo hiper-Gompertz [14]: dInp(7)/dr = {—1In[p(7)]}",
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(=17 =(=1)(tnpo)t 7]/ (1)

cuja solucao é: p(1) = e~ . A funcao de escala para o modelo

hiper-Gompertz é dada por:
[~Inpo] " = [=Inp(r)]"
et

= )i [T ) o i p(r) - i} (40

sy(1) =

Até agora, todos os modelos apresentados tém solucoes analiticas explicitas e po-
dem ser unificados no modelo Tsoularis-Wallace (TW), que nao possui uma solugao
explicita. Todavia, sua funcao de escala ainda pode ser obtida no caso geral. Em

termos da fungao g-logaritmica, o modelo TW é escrito como [15]:

TOL () = Inglp()]) (1.7

A solugao p(7) da Eq. (4.7) é dada pelas raizes de: By (—a/q, 1—7)—Bpg~(—og/q~7 1—

7) = ¢ 77, em que B,(a,b) = / t*1(1 — t)>"*dt é a funcio beta incompleta; e a
0

fungao de escala da Eq. (4.2) é:

By (-2,1-7) = By (-2.1-7)
Sa,fiﬂ(7—> = q~1_,y

1 pI(T) dn'
= - / P . (4.8)

Q" Sy pA( =)

Todos os modelos estudados podem ser recuperados pela escolha conveniente de «,
v eq.
Mesmo em um modelo mais geral, com um termo aditivo como o modelo

Tsoularis-Wallace-Schaefer (Eq. 3.2), é possivel obter a funcao de escala a partir

da Eq. 4.2:

Sagve(T) = / " Yo wd , : (4.9)
vo  PAD[=Ing(p)] + €}

Embora esta nao seja uma solucao geral explicita, tomando v = 1 e a = 0, é
possivel resolver a integral e obter uma expressao analitica explicita a partir do

modelo Richards-Schaefer:

s3¢(7) = = [eg(€)] TIn {ln@ p(r)/eq(c)] } . (4.10)

In_; [po/eq(e)]
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Figura 4.2: Curva da populagao p(7) utilizando o modelo Richards-Schaefer, para di-
ferentes valores de parametros e condigoes iniciais. (I) pp = 0.1, § = 2.0 e e = —0.1;
(I1) po = 06, g = 05 ee = —0.75 e (IIT) po = 08, § = 1.0 e e = —2.0. 4.2
(b). O mesmo conjunto de parametros utilizando a forma escalada da solugao de
Richards-Schaefer S; .. Com a funcao apropriada de escala, todos os comportamen-
tos diferentes em (a) colapsam em uma tnica curva em (b).Eztraida da Ref. [22]
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Quando € = 0 = ¢5(0) = 1 e recupera-se a Eq. 4.5. A Fig. 4.2 ilustra o colapso

de dados neste caso mais geral. Utilizando trés conjuntos diferentes de parametros,

uma unica curva é obtida quando a funcao de escala adequada é utilizada.
Também é possivel calcular a fungao de escala ao considerarmos as taxas intrin-

secas e extrinsecas dependentes do tempo:

sei,aen () = 1(t)p~I(t) — 1= /0 dt'I(t")w(t') . (4.11)

Ao fazer k(t) = k, a funcao de escala do modelo Richards-Schaefer com a taxa

extrinseca dependente do tempo é dada por:

Sq.e(r) (1) = —{eg[e (T)]} “In {

In_, {p<¢>/eq~[e<7>]}} | )
In_g {po/esle(7)]}

A seguir, a Tab4.1 resume as equagoes que representam os modelos de uma

espécie aqui tratados, assim como suas respectivas solugoes analiticas e fungoes de

escala.



Tabela 4.1: Tabela resumo com as taxas de crescimento per capta dos modelos de uma espécie, reescaladas com a variavel

independente 7 = kt, e suas respectivas solugoes e fungoes de escala.

Modelo Taxa de crescimento per capita Solucao analitica Funcao de escala
N
Malthus 1 Noe™ In [ﬂ}
No
N
von Foerster N® Noe—o(N§T) Ny @ In_q |: ]\([T)]
0
—r In(po)
Gompertz —Ilnp e(lnpo)e In {
In[p(7)]
1 e (o' —1)
Verhulst 1-p —1—(1—=pg)e "] Ing ———
/ ¢ [p=*(r) = 1]
. 1 -1\ —7 ln,~(p0)
Richards —Ing (p) 765 [lnq (po ) e ] In {m
Hiper-Gompertz {—In[p(7")]}” exp{—[(v - 1)7 — (—1)7(1np0)177]1/<177)} (— Inpo)=" Iny—~ {In [p(T) — po]}

Tsoularis-Wallace

Richards-Schaefer 1

Richards-Schaefer 11

Richards-Schaefer 111

P (T){=Ing[p(7)]}"

—Ing[p(7)] + €

—Ing p(7) + €(7)

—r(t) Ing[p(t)] + &(t)

raiz | Bpicry (/3,1 =7) = B a(—a/G,1 =) =q¢" T
P Po

eq(e)
eg{Ingleg(€)/pole~(1+a9)7}

eq[e(7)]
_ _ [ eqleI eqle(M)]  _114ge(+))r
eq {ing { 57 } Sy e I

{% [1 ¥ /Ot dt'i(t')n(t’)} }71/6

1 pd(7) dp'
it /pg p/l+a/é(1 —p')

- [eq-(e)]—q"ln{lw[z’(m}

In_g [po/e,j(e)]

et (=i P {P(T)/eq[e(f)l}}
tegle @i} 1 { In_g {po/egle(r)]}

fepi) —1 = /t ' Tt k(t))
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4.2 Conclusao

Usando a funcao de escala apropriada, todos os modelos considerados podem
ser escritos como um modelo linear simples. Se uma taxa extrinseca de crescimento
¢ incluida nos modelos, o colapso de dados permanece. Esta taxa extrinseca pode
representar a aproximacao de campo médio da interacao entre espécies. Assim,
podemos inferir que o colapso de dados é véalido para modelos com miultiplas espécies.
Ao considerar também esta taxa como um termo de estocasticidade nos modelos,
como um ruido aditivo ou multiplicativo, conjecturamos que os modelos estocasticos

também apresentam colapso de dados.
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Capitulo

Modelo de Lotka-Volterra
competitivo

A riqueza da comunidade ecoldgica nao pode ser propriamente descrita somente
por modelos de uma espécie. A comunidade ecoldgica é composta por uma rede
complexa de interacoes na qual a remocao de uma tnica espécie pode causar mu-
dancas radicais em todo o sistema. As interagOes entre as espécies se tornaram
melhor formalizadas com as equagoes de Lotka-Volterra [2], as quais explicam o
comportamento da dinamica presa-predador e outros tipos de fenéomenos tais como,
o comportamento oscilatorio de uma reagao quimica, a pesca em ecologia, células e
carga viral em imunologia [80], econofisica etc. As equacoes de Lotka-Volterra sao

um par de equacoes diferenciais:

dN,

W = N1 (Oé—ﬁNg) s (51)
dN.
d_152 = No(y—0MN),

em que as variaveis N; e Ny sao o numero de presas e predadores respectivamente
em funcao do tempo. Os parametros sao: taxa de natalidade das presas «, taxa de
mortalidade dos predadores 7, enquanto que [ e ¢ estao relacionados a intensiade
da interacao entre a presa e o predador.

Em imunologia, a introducao de modelos do tipo Lotka-Volterra foi uma das
principais contribuigoes da dinamica populacional no século XX. A maior compre-
ensao da dinamica do HIV, virus causador da AIDS, verificada na ultima década e
que tem levado a tratamentos mais eficientes, deve-se ao artigo Antigenic Diversity

Thresholds and The Development of Aids [80]. Neste, os autores desenvolvem um

43
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modelo tipo Lotka-Volterra para as células do sistema imunoldgico e para a carga
viral.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: na Sec.5.1 apresentamos o mo-
delo de Lotka-Volterra competitivo e os tipos de regimes ecolégicos na Sec. 5.2, as
solugoes dos estados estaciondrios do modelo sao apresentadas assim como a esta-
bilidade dessas solugoes. Estas solucoes correspondem ao regime ecolégico estavel
no diagrama do espaco de parametros. Neste diagrama nota-se a existéncia de uma
transigdo sobrevivéncia/extingao e de uma regiao nao fisica no regime de mutua-
lismo. Na secao 5.3, as solugoes analiticas para o casos neutralismo, amensalismo e
comensalismo sao apresentadas. Em seguida, sao apresentadas as solugoes analiticas
para os regimes de mutualismo, predacdao e competicao. Ainda nesta secao, é feita
uma discussao sobre a aplicagao do modelo em tratamento de cancer a partir de

virus replicantes. A conclusao deste capitulo é apresentada na Sec. 5.4.

5.1 Tipos de relacoes ecoldgicas

O modelo de interacao entre duas espécies que assume o termo de Verhulst para
o crescimento da populagao é conhecido como modelo de Lotka- Volterra competitivo.
O termo competitivo refere-se a competicao entre individuos de mesma espécie que
disputam os mesmos recursos. Esse modelo é descrito pelo seguinte par equagoes

diferenciais [2, 81]:

dN- N N.
! = /ﬁ}lNl (1——1+Oél—2) s

dt K, K, (5.2)
dN2 NQ Nl

— = KNy |1—— —

o K2 2( K2+a2K2) 5

em que N; > 0, k; e K; > 0 sao os nimeros de individuos, taxa de reprodugao
liquida e capacidade de suporte da espécie ¢ (= 1, 2) respectivamente.
Considerando a espécie 1, o termo —ry NZ/K, representa a competicdo entre os
individuos da mesma espécie (competi¢ao intraespecifica). A competigdo entre os
membros de uma mesma espécie é uma das forgas motrizes por tras da evolucao e
da selecao natural. Ea competicao por recursos como comida, agua, territério que

determinam o dominio da variante da espécie que melhor se adapta ao ambiente. O
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termo ki1 N1 Ny /K representa a interagao entre individuos de espécies diferentes
(interacao interespecifica).

De forma a utilizar grandezas adimensionais no modelo de Lotka-Volterra com-
petitivo, escrevemos p; = N;/K; > 0, com i = 1,2. O tempo é medido em relacao a
taxa de reproducao liquida da espécie 1, 7 = k1t > 0. Nos restringimos aqui ao caso
em que x; > 0. O tempo reescalado é sempre positivo ja que tomamos a condigao
inicial tg = 0. Além disso, as duas taxas de reproducao liquidas formam um tnico
parametro p = ky/k; > 0, fixando uma segunda escala temporal para o sistema:
7' = pr = Kot. Os parametros a; e ap representam além do tipo de interacao,
a intensidade dessa interacao. Os parametros adimensionais dessas interacoes sao
dados por €; e €5. De forma a representar diferentes interacoes ecolégicas, os valores
de €;, com (i = 1,2) podem variar no intervalo [—oc,00]. Com essas grandezas, o

modelo de Verhulst-Lotka-Volterra competitivo se torna:

dp

d_l =  pm[l—p1+ep] = fp1,p2)

dT (5.3)
% = pp2[l — p2 + €p1] = g(p1,p2) -

5.1.1 Predacgao

A predagao descreve uma interac¢ao bioldgica onde um predador (um organismo
que é o cagador) alimenta-se de sua presa (o organismo que é cagado). Podemos citar
como exemplo de predagao uma aranha comendo uma mosca ou o classico exemplo da
lebre e lince das florestas boreais canadenses. Com relacao aos predadores podemos
separd-los em dois grupos: os especialistas que se alimentam de poucos ou mesmo
um tipo de presa e os generalistas que podem se alimentar de varias espécies. Ao
contrario dos especialistas, os generalistas sao pouco afetados quando um ou mais
tipos de presas deixam de fazer parte de seu habitat. Para a relacao de predacdo,

temos € < 0eey >00uey <0ee >0.

5.1.2 Competicao

A competicao interespecifica é uma competicao onde duas espécies diferentes
disputam um mesmo nicho ecolégico em um mesmo local. O objetivo da disputa

pode estar relacionado com recursos alimentares ou com o territério. Um exemplo
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de competicao interespecifica é entre ledes e tigres que disputam tipos similares de

presas. No regime de competicao €; < 0 e e; < 0.

5.1.3 Mutualismo

Se as espécies favorecem umas as outras, temos protocooperagdao ou simbiose. Na
simbiose, as duas espécies nao podem viver separadas. O exemplo cldssico sao os
liquens, em que temos os fungos fazendo o papel de absorcao e das algas fazendo
o papel de fotossintese. Na protocooperacao, as duas espécies sao beneficiadas e
podem viver independentemente ou trocar de parceiro, como é o caso das aves que

comem parasitas na pele do gado.

5.1.4 Amensalismo e comensalismo

Se somente uma espécie é afeta pela outra, existem duas possibilidades: amensa-
lismo, se a espécie considerada afeta negativamente a outra; e comensalismo quando
ela favorece a outra. Como exemplo de amensalismo, temos o fungo penicillium.
Este fungo expele um componente quimico (penicilina) como parte de seu metabo-
lismo e este composto é téxico para as bactérias. Como exemplo de comensalismo
podemos citar as remoras que comem as sobras de alimento dos tubaroes.

Ao considerar o modelo de Lotka-Volterra competitivo assumimos que, na inte-
racao de predacgao, o predador é generalista. Enquanto que o mutualismo é do tipo
protocooperagao.

Damos aqui uma nova interpretacao ao modelo de Lotka-Volterra competitivo,
ja que nao restringimos a escolha dos valores dos parametros de interacao €; como
foi feito em estudos anteriores [82, 83, 84]. A auséncia de restri¢io nos parame-
tros de interacao nos permite obter diferentes regimes ecoldgicos de acordo com a
Fig. 5.1. Para esses tipos de interagoes ecoldgicas podemos obter diferentes estados

estacionarios que vao desde a coexisténcia até a extingao de uma das espécies.

5.2 Solucgoes dos estados estacionarios

Para obter as solugoes dos estados estacionarios p} = p1(7 — 00) e p3 = po(T —

o0) do sistema Eq. 5.3, fazemos dp,/dr = dpy/dr = 0, que implica em f(p],p3) =



5.2 - Solucoes dos estados estaciondrios

47

II o I
Z
3 E
Predagao S Mutualismo
. g
5]
o
e 0 Amensalismo Comensalismo
2
g (0,0) Neutralismo
1 E
3
Competicao g Predacao
2 <
I11 IV
23 2 1 0 1 2
e

1

Figura 5.1: Diagrama das interacoes ecoldgicas entre duas espécies de acordo com
parametros de interagoes (€1, €2). Neste diagrama, cada quadrante representa um
A abcissa
e a ordenada representam ou amensalismo ou comensalismo. A origem representa

tipo de interacao: I: mutualismo; II e IV: predacao; III: competicao.

neutralidade. Adaptada da Ref. [67]

g(pi,p3) =0 eleva a pi(l —p] + e1ps) =0 e p5(1 — p5 + eap]) = 0. Obtemos assim

os pares de solugoes triviais (“t”), semi-triviais (“st”), e nao triviais (“nt”):

pit = 0;
p;,t = O ’
Pl = L

p;,st = 0

(5.4)

(5.5)
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ou
pl,st (56)
p;,st - 1
e
1 = (14¢€)/(1—e€169);
P1nt ( 1)/( 1€2) (5.7)

*
Prm = (L+e)/(1—cae).
Essas solugoes assintoticas precisam ser caracterizadas de acordo com sua esta-

bilidade. A seguir, mostramos as condicoes de estabilidade para o modelo estudado.

5.2.1 Analise de estabilidade

As solugoes do estado estacionario precisam ser analisadas quanto a estabilidade.

A matriz de estabilidade, também chamada de matriz comunidade [2], é dada por:

8171 f apz f

A(p1,p3) = (5.8)

Op1 g Op,g o

b2

As solugoes de estado estaciondario pj e p; sdo estdveis se o trago e o determinante

da matriz comunidade forem negativo e positivo respectivamente. Temos entao:

Tr[A(pl,p3)] = 14 p+ (pe2 —2)p7 + (e1 — 2p)15 (5.9)
Det[A(p],p3)] = p{1+pilez —2(1 + eap])] +
+psler — 2(1 + epy)] + 4pips} (5.10)

A seguir analisamos cada par de solugdes p] e p5 quanto a estabilidade.

5.2.1.1 Solucgoes triviais

Vamos comecar com a analise de estabilidade para o solucao dos casos triviais

pi; = 0ep5, =0, o que significa extingao de ambas as espécies. Temos:

T[A(0,0)] = 1+4p (5.11)
Det[A(0,0)] = p. (5.12)
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Uma vez que p > 0, Det[A(0,0)] > 0 e Tr[A(0,0)] > 1, o par de solugdes para o
caso trivial nao é estdvel para nenhum valor no espago de parametros. Dessa forma

a extingao mutua nunca ocorre para o modelo estudado.

5.2.1.2 Solugoes semi-triviais

- e e o e _—
As solugoes para os casos semi-triviais sao dadas por: py, = 1 e p;, = 0 ou
Pia = 0 eps, =1 e significam que uma das espécies é extinta. Considerando a

espécie 1 como extinta, temos:

Tr[A(0,1)] = 1+€ —p (5.13)
Det[A(0,1)] = —p(1+€). (5.14)
Para essas solucoes serem estaveis, é necessario que ¢; < —1, independentemente do

valor de p. Uma andlise similar leva-nos a concluir que a extingao da espécie 2 s6 é

estavel para e < —1.

5.2.1.3 Solugoes nao-triviais

As solugdes nao triviais pj,,, = (1 +€1)/(1 — e162) e p3,,, = (1 +€2)/(1 — €162)

levam a:

Tr[A(PT ts P2ne)] = [L+ e+ (14 €)pl(ere2 — 1) (5.15)
Det[A(p] s Po)] = -4 +(;11€)2(1_j;)€2)p : (5.16)

Por um lado, se €;e2 < 1, o denominador é positivo e o numerador py ,; € pant se
anulam ou sao positivos. Pela condigao py,, > 0, esta solucdo somente ¢ estavel se
€ > egc) = —1; caso contrario py , = 0 ¢ a solugao estdvel. Isto produz uma transicao
do regime em que as duas espécies coexistem para um regime em que a espécie 1
é extinta (transicdo de Gause). A mesma transigdo ocorre para o parametro €.
Por outro lado, se €1ea > 1, o denominador é negativo e o numerador de p;,; €
P2t € positivo. Da condigao, pj,, > 0, esta solugao é estdvel somente quando
€ < egc) = —1; caso contrdrio pj , = 0 ¢ a solugao estdvel. Do critério de estabilidade,
espécies podem coexistir somente se € > —1 e € > —1. De acordo com os valores

de €, e €5, cada regime ecologico pode apresentar diferentes solucoes estaveis.
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5.2.2 Diagrama de fases

Na figura 5.2. as solugoes do estado estacionario do sistema da Eq. 5.3 sao
apresentadas no espaco de parametros. Este diagrama apresenta simetria em relacao
a0 eixo €5 = € e resume os resultados: a fase de coexisténcia e a extingao de uma
espécie. Essas fases se estendem para diferentes regimes ecoldgicos, o que significa
que interacoes ecoldgicas diferentes podem levar a mesma fase do diagrama.

Para e, > —1 e €3 > —1, as solugoes nao triviais sao estaveis. Elas passam pelas
quatro regides ecolégicas consideradas, ao redor da origem do diagrama de fases (
circulo tracejado na Fig. 5.2). Para o caso de mutualismo, o primeiro quadrante
do diagrama das Figs. 5.1 e 5.2, como €165 — 17, a cooperacao mutua leva a um
crescimento desenfreado de ambas as populagoes, assim p; ,r ~ (1 — €1€2>_ﬁ diverge
com expoente 3 = 1. A regidao e, > 1/e; é proibida uma vez que pj,, < 0, ndo
apresenta realidade biologica.

A figura 5.3 mostra a transicdo entre os regimes de coexisténcia e extingao.
Mantendo €, fixo, esta transicao ocorre em €; = €; = —1. Uma expansao de Taylor
da solucao estaciondria nao trivial nos permite escrever pj,, = (e1 — €7)/(1 4 €2) +
(’)((61 — (—:f)Q). Isso significa que préximo do ponto critico €] a espécie 1 é extinta de
forma linear, isto é, pj,,, ~ (€1 — €7). O expoente critico relacionado ao parametro
de ordem é 8 = 1. Um processo analogo ocorre para a espécie 2.

Para e; < —1 ou ¢35 < —1 e €165 < 1, as regioes remanescentes do diagrama sao
caracterizadas pela estabilidade das solugoes semi-triviais. Para ¢; < —1 e €5 < —1,
diferentemente de todas as outras regices do diagrama de fases, as solugoes do estado
estacionario dependem das condigoes iniciais. Uma separatriz demarca o limite a
partir de qual condigao inicial serd atingido um ou outro equilibrio (p],p3) = (0,1)

ou (1,0), maiores detalhes na Ref. [2].

5.3 Solucoes analiticas

Nesta secao apresentamos as solugoes analiticas do modelo Lotka-Volterra com-
petitivo. Comegamos apresentando as solugoes em que pelo menos um dos para-
metros de interacao se anula. Em seguida, apresentamos a solucao para o modelo

completo.
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Figura 5.2: Diagrama das interacoes ecolégicas entre duas espécies de acordo com
o par €1,€s. Neste diagrama, cada quadrante representa um tipo de interacao. I:
Mutualismo; 1T e IV: Predacao; I1I: Competigao. O eixo das abscissas e ordenadas
representam amensalismo ou comensalismo. A origem representa neutralismo. As
solugdes nao triviais (e, > —1, € > —1 e €165 < 1) correspondem a fase de coexis-
téncia. Nesta fase, mutualismo, comensalismo, amensalismo, predagao, competicao
e neutralismo podem ocorrer, por exemplo, dentro do circulo tracejado. A regiao
complementar é caracterizada pela fase de extincao e uma regiao proibida. A fase
de extingao (€ < —1 e/ou €5 < —1) revela uma regiao para e; < 0 e €3 < 0 em que,
ao contrario dos outros casos, as solugoes do estado estacionario dependem das con-
digdes iniciais. Para ¢y > 1 e ea > 0 e €5 > 1/¢;, existe uma regiao proibida em que
nao ha realidade bioldgica (nimero negativo de individuos).Adaptado da Ref. [67]
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. . ’ ~ : z 1 * S
Figura 5.3: Gréfico das solugdes dos estados estaciondrios pj,,, = (1+¢€1)/(1 — e1€2)
e pye = (14 €)/(1 — €re2) do modelo da Eq. 5.3 em funcao de €, com e = 1.
Nestas curvas vemos duas transicoes de fase. A primeira é a transicao coexisténcia-
extingao no regime de predacao, que ocorre para € = —1. Préximo ao ponto

e , . , : ) : P c
critico €7, a espécie 1 é extinta de uma forma linear, isto é, pj,, ~ (€1 —€]). A
segunda é a transigdo de coexisténcia (mutualismo) para uma regiao proibida (sem
realidade biolégica). Ambas as transigdes possuem expoente critico f§ = 1. Adaptada

da Ref. [67]

5.3.1 Casos particulares (e;e5 = 0)

Esta secao é restrita ao caso particular €;e5 = 0, onde um ou ambos os parametros
de interacao se anulam. Isto corresponde aos eixos do espaco de parametros €5 X €

da Fig. 5.1.

Assim, trés regimes ecolégicos sao permitidos nesta situagao:

e amensalismo €; = 0 e €5 < 0 (extingao da espécies 2 se ea < —1 e coexisténcia
caso contrario) ou o = 0 e ¢; < 0 (extingao da espécie 1 se €; < —1 coexisténcia

das espécies caso contrario);
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e neutralismo €; = €5 = 0;
e comensalismoe; >0eeg=00ue =0ee > 0.

Nestes casos, pode-se obter as solucoes analiticas da Eq. 5.3. Abaixo abordamos

cada um dos casos com mais detalhes.

5.3.1.1 Neutralismo

Considere o caso particular em que cada espécie cresce independentemente uma
da outra. Esse regime ecolégico é representado pela Eq. 5.3 quando €; = e; = 0, isto

é:

dp
d—l = m[l—pi]
T (5.17)
dp2 - _ pa[l — p2]
pdT 2 2]

Levando a duas solugoes do modelo de Verhulst:

1

P e o
1

P i G e o1

em que p; o = p;(0) é a condicao inicial para a espécie i = 1,2.

As solugoes de Verhulst sao guiadas por diferentes tempos caracteristicos 7 = kt
e 7' = pT = Kot. Para 7> 1, de modo que p7 > 1, os comportamentos assintéticos
p; = p1(00) = 1 e p5 = pa(00) = 1 sdo obtidos. Assim as populagdes das espécies
acabam atingindo o méaximo valor possivel considerando os recursos disponiveis no
ambiente. Para ko > Ky i.e., p > 1, a espécie 2 cresce mais rapidamente do que a

espécie 1. Para kg < Ky i.e., p < 1, o inverso ocorre.

5.3.1.2 Comensalismo e amensalismo

Considere que duas espécies interagem de forma assimétrica. Por exemplo, con-
sidere que os individuos da espécie 1 nao sao afetados pela espécie 2, embora, os
individuos da espécies 2 sao negativamente afetados pela espécie 1. Este é o regime
de amensalismo. O regime de comensalismo tem a mesma estrutura que do amensa-

lismo, porém uma das espécies é favoravelmente afetada pela outra. Estas interagoes
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podem ser matematicamente representadas pelas seguintes equagoes diferenciais:

= pi(7) [1 = pa(7)] (5.20)

pa(7) [1 = pa(7) + €apa(7)]

em que €5 é negativo para amensalismo e positivo para comensalismo.
Nesse tipo de interacao, a populacao da espécie 1, descrita por 5.18, segue o
modelo de Verhulst. A dinamica da espécie 2 segue o modelo de Verhulst-Schaefer

dependente do tempo, descrita na Sec. 3.6, cuja solugao é [22]:

| 1 —prlite ()] (] —
_ n e ( P20 + €2D10) ’ (5.21)
pa(T) 1+ epi(7) D2,0 + €2D1,0D2,0

em que o tamanho médio relativo da espécie 1 até o valor de tempo 7 é:

1 T T dT/
) = —_ d / / = /
e = L[ e = [

= In[l+piole” —1)]. (5.22)

Usando a solu¢ao de Verhulst para pi(7) e colocando o resultado da Eq. 5.22 na

Eq. 5.21, obtém-se:

1 B e T[1+(—1+ eT)p170]2
p(T)  prof{l+[-1+e (14 )] pio}
e T+ (=1+¢€")prol " (1 + €pro — pa2o)
D2,0 + €2D1,0P2,0

(5.23)

Os gréficos de po(7) para diferentes valores de e, sdo apresentados na figura 5.4.
As solugoes do estado estaciondrio da Eq. 5.20 sao respectivamente: p] =
p1(00) = 1 e pi = pa(00) = 1+ €3, se e > —1 ou s@o nulas caso contrario. Ve-
mos que egc) = —1 é um valor critico que separa duas fases distintas: e, < —1, em
que a espécie 2 é extinta e e > —1, em que a espécie 2 coexiste com a espécie 1.
O primeiro caso ocorre no regime de amensalismo, enquanto que o segundo pode

ocorrer nos regimes amensalismo (e < 0), neutralismo (e; = 0) ou no comensalismo

(e2 > 0). As conclusoes sao anélogas para o caso €3 =0 e ¢ # 0.

5.3.2 Mutualismo, competicao e predacgao (e1e; # 0)

A seguir, abordamos o caso em que €165 # 0, ou seja, mutualismo, competicao e

predacao (ver Fig. 5.1). Se
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Figura 5.4: Curvas da solugao da Eq. 5.20, dada pela Eq. 5.24, para diferentes
valores do parametro de interacao es e p = 1. O regime de comensalismo é obtido
para €, > 0, em que o valor assintético, devido a outra espécie, é maior que um.
O regime de neutralismo ¢é obtido para €3 = 0. O regime de amensalismo é obtido
para €3 < 0, em que o valor assintético ndo é nulo (coexisténcia das espécies) para
€2 > —1 e se torna nulo (extingao da espécie) quando €3 < —1.Adaptada da Ref. [67]

e c165 > 0, cada espécie tem o mesmo tipo de influéncia sobre a outra. Isto
corresponde tanto ao regime de competicao quanto ao de mutualismo. Os

seguintes regimes ocorrem:

— €1 > 0 e e > 0: mutualismo, que corresponde ao primeiro quadrante no

diagrama do espaco de fases, restrito a regiao e; < 1/€; ;

— €1 < 0 e e < 0: competicao, que corresponde ao terceiro quadrante no

diagrama do espago de fases.

e Se €165 < 0, 0 regime de predacao ocorre, o qual pertence ao segundo e quarto

quadrantes no diagrama do espaco de fases.
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Esses regimes ecoldgicos sao casos particulares da Eq. 5.3, cuja solugao ¢ dada

por:

1 1 —r+aBa(n)] (1 _
_ i € ( P10+ €1P20) ’ (5.24)
pi(7) 1+ e1pa(7) D10 + €1P1,0P2,0

em que po(7) é dado por 5.21, e o tamanho médio relativo das populagoes até o
instante 7 é dado pela Eq. 5.22 com resultado anédlogo para p, (7).

Usando as Egs. 5.21 em 5.24, obtemos uma equacao quadratica para p;(7). A
solugdo fica dependente apenas das condigoes iniciais p;(0) e p2(0) e dos valores
médios p; (7) e Py(7). O tamanho da populagao ps(7) se comporta de forma analoga.
Assim, o acoplamento entre as duas populagao é dado pelos seus valores médios. As
curvas das solugoes das Eqs. 5.24 e 5.21 sao apresentados na Fig. 5.5 para os trés
regimes em que €165 # 0. Com 7 — 00, as solugoes de estado estacionario da Eq. 5.3
sao atingidos.

Com a solucao analitica, pode-se obter de crescimento de uma determinada po-
pulacao. Essa dinamica possui informacgoes importantes quando tratamos da coexis-
téncia predador/presa e também de espécies competidoras [85]. Estudos de surtos
de insetos ou de doencas, se concentram em grande parte na dinamica transiente
[86, 87, 88, 89, 90, 91, 92]. No dindmica de transmissao da tuberculose (ver Cap. 9),
por exemplo, o tempo transiente pode revelar aspectos importantes além dos estados
assintdticos tais como a emergéncia de resisténcia as drogas [93]. A Fig. 5.5 ilustra a
importancia do transiente na evolucao temporal das densidades das espécies. Con-
sidere o caso da competicao: para 7 < 5 a populacao da espécie 2 é menor do que
da espécie 1, apesar da espécie 2 ser a competidora mais forte (e5 > €1). A solugao
transiente é exatamente o oposto da solugao de estado estaciondrio (populacgao da
espécie 2 maior do que para a espécie 1). Ou seja, se o sistema observado ainda nao
atingiu o equilibrio, a analise de estado estacionédrio pode ser enganosa.

Observe que quando €; = 0 na Eq. 5.24 e a substituimos em 5.21, recuperamos
a solucao de amensalismo e comensalismo. Desta forma, estas equacoes de evolucao
podem ser vistas como uma solucao geral vélida para todos os tipos de regime de
interacao.

Na préoxima se¢ao mostramos uma aplicagao do modelo de Lotka-Volterra com-

petitivo em tratamento de cancer a partir de virus replicantes. Com as solugoes
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Figura 5.5: Graficos das Eqs. 5.24 e 5.21, que sao solucoes da Eq. 5.3. A condicao
inicial é py o = pe = 1/100 ¢ p = 1. Os parametros de interacao €163 # 0 sdo: para
competicao, €, = —1/2 e e = —1/10; para mutualismo, ¢, = 1/2 e e = 1/10; e
para predacdo: €; = 1/2 e e = —1/2. Adaptada da Ref. [67]

analiticas aqui obtidas, torna-se possivel o controle da evolucao desse tipo de trata-

mento.

5.3.3 Tratamento de cancer a partir de virus replicantes

Em terapia de cancer, virus replicantes seletivos a tumores oferecem vantagens
sobre terapias convencionais e permitem uma abordagem promissora no tratamento
de cancer humano. Um virus oncolégico é um virus que preferencialmente infecta
células tumorais. Modelos tedricos da interacao entre virus e células tumorais sao
construidos utilizando adaptacoes de técnicas empregadas anteriormente para a mo-
delagem de outros tipos de interagdo virus-célula [80]. Um modelo tipo Lotka-
Volterra foi apresentado por Wodarz [94] e descreve a interagao entre dois tipos de

células tumorais: as que estao infectadas pelo virus e as que nao estao infectadas,
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mas sao suscetiveis a infeccao. Este modelo pode ser escrito como [95]:

dx

B 1 — —

ZT z[1—(z+y)] - Bry (5.25)
d—‘z = vl —(z+y)] - Pzy — 0y,

em que x e y sao as populacoes de células nao infectadas e infectadas respectiva-
mente. O parametro 7 fornece a relagdo entre as taxas de crescimento de células
infectadas e nao infectadas, [ esta relacionado com o parametro de interacao entre as
células nao infectadas e infectadas e 0 estd relacionado com a taxa de mortalidade
das células infectadas pelo virus. Usando o sistema dado pela Eq. 5.3 e fazendo:
e1=—(14+75), ea=(8/y—1) e ¥ > 4, recupera-se o modelo de Wodarz. Além de
ser mais simples, o modelo da Eq. 5.3 apresenta todo o comportamento qualitativo
demonstrado pelo modelo de Wodarz, ou seja, quatro cenarios diferentes para os
estados assintdticos: (i) auséncia de células infectadas, (ii) auséncia de células nao
infectadas, (iii) a coexisténcia dos dois tipos de células e (iv) dependéncia com as

condigoes iniciais (todas as células infectadas ou nao infectadas).

5.4 Conclusao

Abordamos nesse capitulo o modelo de Lotka-Volterra competitivo e a partir dos
parametros de interagao €; e €5, podemos obter os diferentes regimes ecolégicos, i.e.
neutralismo, comensalismo, amensalismo, competicao, predacao e mutualismo. Tais
regimes podem ser classificados de acordo com o produto dos parametros de interagao
€1€2. Se este termo se anula, pelo menos uma das espécies se torna independente
da outra. Se €1e5 > 0, tem-se mutualismo (ambos positivos) ou competi¢ao (ambos
negativos). Para e1e; < 0, tem-se a predagao. O nivel coletivo é obtido a partir
da estabilidade da solucao de estado estacionario, de onde se obtém trés fases: a
extingao de uma espécie (¢; < —1), a coexisténcia de espécies e uma fase proibida
(e > 1/€1). Embora o modelo estudado tenha sido considerado em outros casos
isolados, o nosso estudo revela o aspecto mais geral de um conjunto de equacoes
matematicas simples, que representam cendarios ecolégicos muito ricos que podem
ser descritos analiticamente. Em modelos de tratamento de cancer a partir de virus

replicantes, as solucoes analiticas aqui obtidas podem fornecer informagcoes a respeito
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da populagao de células cancerosas no tempo transiente, possibilitando uma melhoria
no planejamento do tratamento. Todos os resultados aqui apresentados podem ser
estendidos usando um modelo de crescimento mais geral, por exemplo o modelo de
Richards [4, 78, 79], e as implicagdes de tais generalizagoes serao detalhadas no

préximo capitulo.
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Capitulo

Modelo generalizado de
Lotka-Volterra competitivo

As riquezas ecoldgicas sao parcialmente apreciadas no modelo de duas espécies
com o termo de Verhulst (Lotka-Volterra competitivo), apresentado no Cap. 5. Ele
revela naturalmente outros regimes ecolégicos e soluciona o problema de estabilidade
do modelo de duas espécies com o termo de Malthus (Lotka-Volterra tradicional).
Neste capitulo, propomos uma generalizacao do modelo Lotka-Volterra competitivo.
Esta generalizacao é feita utilizando o termo de Richards para o crescimento das
espécies. Para este modelo, apresentamos a andlise da estabilidade das solugoes
assintoticas e seu diagrama de fases. Solugoes analiticas sao obtidas para as fases

de amensalismo e comensalismo.

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma: na Sec. 6.1, apresentamos as
equagoes diferenciais que representam o modelo de Lotka-Volterra competitivo gene-
ralizado. A partir da andlise de estabilidade, apresentada na Sec.6.2, mostramos que
o termo de Richards pode levar a extingao mutua, a qual nao é observada quando
o termo de Verhulst é utilizado. Mostramos também que o termo de Gompertz su-
prime a transicao de extingao, de modo que a sobrevivéncia das espécies é a tnica
fase estavel. Na Sec. 6.3, apresentamos os tipos de regimes ecoldgicos. Calculamos
a solucao analitica para os regimes de amensalismo e comensalismo. Apresentamos
também a relacao desse modelo de duas espécies com a taxa extrinseca de cresci-
mento. A Sec. 6.4 mostra a relacdo entre modelos de duas espécies com modelos
epidemioldgicos que serao abordados no capitulos seguintes. Finalmente na Sec. 6.5,

apresentamos a conclusao desse capitulo.

61
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6.1 Modelo do tipo Richards para duas espécies

Nas equacoes originais de Lotka-Volterra, consideramos o termo de Richards no
lugar do de Malthus e permitimos que os parametros de interagoes variem de valores
negativos até valores positivos, de forma a cobrir todos os regimes ecologicos. Assim,

obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais|23]:

dp

d_7—1 = pl[_ ln[jl b1 + 61p2] = f(phpQ) (6 1)
dp |
d_: = pr[— lnq2 P2+ 62p1] = g(pbpz) :

Para utilizar grandezas adimensionais no modelo do tipo Richards para duas
espécies, escrevemos p; = N;/K; > 0, parai = 1,2, onde N; > 0, x; e K; > 0 sdo
o numero de individuos (tamanho), taxa de reprodugao da rede, e capacidade de
suporte das espécies ¢ (= 1,2), respectivamente. O tempo é medido em relagao a
taxa de reproducao da espécie 1, 7 = k1t > 0. Aqui, nés nos restringimos ao caso
k; > 0. O tempo reescalado é positivo, uma vez que tomamos a condicao inicial como
to = 0. O termo p; Ing p; representa a competicao entre os individuos de mesma
espécie (competigao intraespecifica), e €1p;ps representa a interagao entre individuos
de diferentes espécies (interagao interespecifica) [2, 81]. Os parametros adimensionais
das interagoes populacionais sao dados por € e €5, que nao sao restritos e representam
diferentes interagoes ecolégicas. Ao contrario de p, que nao possui grande relevancia
para este modelo (j& que consideramos somente p > 0), o produto €€z possui um
papel importante, assim €165 < 0 significa predacao; €165 = 0 significa comensalismo,
amensalismo, ou neutralismo; e €16, > 0 significa mutualismo ou competicao como
descrito no diagrama da Fig. 5.1. Para ¢; = ¢» = 1, recupera-se o modelo do tipo

Verhulst para duas espécies estudado no Cap.5.

6.2 Estabilidade das solucoes dos estados estaci-
onarios

Inicialmente, apresentamos as solucoes dos estados estacionarios e em seguida,

analisamos essas solucoes quanto a estabilidade. A partir do sistema da Eq. 6.1 e
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considerando: dp,/dr = 0 temos as seguintes iséclinas’:

1
p2 = g lnth (pl) ) (6-3)

as quais vamos nos referir a iséclina 1a e isoclina 1b, respectivamente.

Para dp,/dr = 0, temos:

pr = 0; (6.4)
1

b1 = _lndz(pQ)’ (65)
€2

as quais vamos nos referir a isdclina 2a e isdclina 2b, respectivamente. O valor do
estado estacionario da populagao i com ¢ = 1,2 e p; > 0, é obtido quando as iséclinas
la ou 1b se cruzam com as isoclinas 2a ou 2b. Dessa forma, ha quatro possibilidades
para as solugoes do estado estacionario: No cruzamento da iséclina la com a 2a,

obtemos a solucao trivial:

pi. = 0; (6.6)

p;,t = 0. (6.7)
O cruzamento das iséclinas 1la com 2b gera a solugao semi-trivial:

Pre = 0 (6.8)

Py = 1. (6.9)

Enquanto que para o cruzamento de 1b com 2a obtemos outra solucao semi-trivial:

Prse = 1 (6.10)
Py = 0. (6.11)

A solugao nao-trivial é obtidas pelo cruzamento das isoclinas 16 com 2b:

pint = 6@1[61662(6217){,7176)]; (6‘12)

DPone = Cal€2q (€105,4)] - (6.13)

1O termo correto seria isdclina de crescimento zero, uma vez que sao curvas de mesma incli-
nacao cujo valor é nulo. Por motivos de simplificacao chamaremos apenas de iséclinas.
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A matriz comunidade, dada pela Eq.5.8, caracteriza o sistema de acordo com sua

estabilidade. Os elementos dessa matriz sao:

Opi flprws = €ps—1— (14 q1)Ing p (6.14)
Opo florpy = €pi (6.15)
OpYlprps = PPy (6.16)
OpaGlpr s = pleap] — 1 — (14 ) Ing, p3] (6.17)

As solugoes de estado estacionario py e p; sao estaveis se ambos:

—Tr[A(p1, p3)] = 1 — e1ps + (1 + G1) Ing, p + p[1 — €2p + (1 + G2) Ing, p3]  (6.18)

Det[A(p1, p3)]/p = [1—e1py+(1+4G1) Ing, pi][1—€2pi+(1+G2) Ing, py]—€er€2pip; (6.19)
forem positivos. A seguir, analisamos as solugoes triviais, semi-triviais e nao triviais
quanto a estabilidade.

6.2.1 Solucgoes triviais: extingcao mutua

Vamos iniciar com a andlise da estabilidade para as solucoes triviais: pj, = 0 e

ps, = 0. Isto significa extingao para ambas as espécies. Para este caso temos:

Tr[A(0,0)] = m (6.20)
Det[A(0, 0)] = ﬁ (6.21)

Uma vez que p > 0, Det[A(0,0)] > 0 se, e somente se, ¢1G> > 0, i.e., ¢ e G2 devem
ter o mesmo sinal. Para Tr[A(0,0)] < 0, entao ¢, e ¢» devem ser negativos. O par
de solucoes triviais é entao estavel, para ¢; < 0 e ¢g» < 0. Caso contrario, a extingao
mutua nao ¢é estavel. FEsta fase nao é estdvel no modelo do tipo Lotka-Volterra

competitivo com o termo de Verhulst, uma vez que ¢; = ¢ = 1.
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6.2.2 Solucoes semi-triviais: extincao de uma espécie

~ . e . ~ * _ * _ * _ * —
As solugoes semi-triviais sao pj 4, = 0 e py 4 = L oupyy = L epyy = 0.
Isso significa que uma das espécies é extinta e a outra atinge o valor maximo de

populacao. Considerando a exting¢ao da espécie 1, tem-se:

Tr[A(0,1)] = €, + % —p (6.22)
Det[A(0,1)] = —p (61 + %) : (6.23)

A condigao de estabilidade Tr[A(0,1)] < 0, implica que ¢ < p — 1/G, e a condicao
Det[A(0,1)] > 0, uma vez que p > 0, tem-se que €; < —1/¢; e a espécie 1 é extinta

(c)

para €; < €~ em um valor critico:

-1

41
Uma analise analoga, mostra que a extincao da espécie 2 é estavel somente para
es < €5, com:

-1

L — (6.25)

P
Este resultado é geral e tem como caso particular g = 1 e go = 1 os resultados
apresentados na Sec. 5.2.1.2. No caso do modelo tipo Gompertz para duas espécies
g1 = 0 e ¢ = 0, a fase em que uma espécie é extinta s6 é estavel em uma situagao
limite em que egc) ou e§C> = —o00.

Devemos analisar aqui as quatro possiveis combinagoes de valores:

e i)G1<0e@p<0

o (ii)g1<0e@>0

o (ili) g1 >0e g <O

° (iv)c]1>0ec]2>0
cujos diagramas estao representados nas Figs. 6.1a-6.1d.

Para ¢; > 0 e g > 0, a coexisténcia de fases pode consistir de varios regimes
ecoldgicos: mutualismo, predacao, competicao, amensalismo, neutralismo e comen-
salismo. A fase de extincao também consiste de varios regimes ecolégicos: predacao,

competicao e amensalismo, ver Fig. 6.1d. As espécies sao proibidas de coexistir na

fase de competicao se um dos ¢ for menor que zero, ver Fig. 6.1a- 6.1c.
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Figura 6.1: Diagrama da interagoes ecoldgicas entre duas espécies de acordo com o
par (€1, €2). Neste diagrama, cada quadrante representa um tipo de interacao (ver
Fig. 5.1): I: mutualismo; II e IV: predacao e I1I: competicao. A abcissa e a ordenada
representam cada uma os regimes de amensalismo (€; ou €3 < 0) e comensalismoe;
ou €5 > 0. A origem representa o regime de neutralismo. As solugoes nao triviais
(e > —1/G1, €2 > —1/Gs) correspondem a coexisténcia de fases. A fase de extingao
(61 < —1/¢1 e/ou €5 < —1/Gs) revela uma regiao para €; < 0 and €3 < 0 em que, ao
contrario dos outros casos, as solucoes de estado estacionario dependem da condigao
inicial.

6.2.3 Solucgoes nao-triviais: coexisténcia das espécies

As solugbes nao triviais, Eqgs. 6.12 e 6.13, sdo estéveis se ¢, > —1/G, e €2 > —1/4o.
Para estudar essas equagoes, vamos considerar inicialmente o produto €;e5 e sua
relacdo com os regimes ecolégicos. Caso o produto se anule, temos neutralismo,
amensalismo ou comensalismo. Temos predacgao, competicao ou mutualismo caso

contrario.
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6.3 Regimes ecolégicos

Nesta secao ¢ feita uma analise quanto a estabilidade das solugoes do estado
estacionario considerando cada tipo de regime ecolégico. Mostramos a dependéncia

dessa estabilidade em relagao aos parametros ¢ e €.

6.3.1 Neutralismo, amensalismo ou comensalismo (e165 = 0).

Conforme mostrado no Cap.5, esta situacao, leva pelo menos uma solucao do
estado estacionario a se tornar unitaria.

Para o regime de neutralismo, as duas espécies nao interagem entre si (€; =
€2 = 0). Entdo, a solugdo para cada espécie representada no sistema da Eq. 6.1 é
dado pela Eq.2.13. Enquanto que para o regime de amensalismo e comensalismo,
consideramos €; = 0 e €5 # 0. Importante salientar que toda a andlise feita aqui é
analoga caso considerassemos €; # 0 e €5 = 0.

No regime de amensalismo, temos ¢; = 0 e e < 0. Considerando ¢; = 0 na

Eq. 6.1, as solugbes nao triviais do estado estacionério (Eqgs. 6.12 e 6.13) se tornam:

pi,nt = ]-a (626)
p;,nt = e§2<€2)7 (627)

com a condi¢do imposta pela funcao g-exponencial: ¢aes > —1. Observe que a
espécie 1 maximiza a utilizacao dos recursos do meio enquanto a espécie 2 deve
coexistir com a espécie 1, para gaes > —1 ou ser extinta, caso contrario. A tnica
forma de eliminar essa transigao é considerar g = 0 (modelo de Gompertz).

Os valores de p3 em funcao de ¢y, para €; = 0 e €2 < 0, sao mostrados na Fig. 6.2.
Note a semelhanga dessas curvas com as da Fig. 3.1(b) em que é considerado o modelo
de uma espécie com uma taxa extrinseca de crescimento. O comportamento de pj
em funcao de e é mostrado na Fig. 6.3.

Conforme esperado, p; < 1 para todo e, < 0. Além disso, notamos que a extin¢ao
da espécie 2 ocorre quando €3G, < —1. Ha uma transicao de fase em que o sistema
passa da coexisténcia para extingao de uma das espécies.

Para o comensalismo, temos €; = 0 e €5 > 0. Obtemos as solucoes dadas pelas

Eqgs. 6.12 e 6.13. A Fig. 6.4 mostra a dependéncia de p; com €y para diferentes
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Figura 6.2: Solugoes do estado estaciondario para a espécie 2 no regime de amen-
salismo. Valor de pj em funcao de €, para ¢ = —1;0;1/2;1;3/2 e 2. Quando
Go€2 < —1, entao p; = 0.

Figura 6.3: Solugoes do estado estacionario para a espécie 2 no regime de amensa-
lismo. Valor de p; em funcao de ¢, para e; = —100; —10; —15; —1 ¢ —1/2. Quando
Go€a < —1, entao p; = 0.
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valores de ¢» enquanto que a Fig. 6.5

valores de e,.

mostra p5 em fungao de ¢, para diferentes

q,=0
(Gompertz)

q,=1
(Verhust)

20

Figura 6.4: Solugoes do estado estacionario para a espécie 2 no regime de comensa-
lismo. Valor de p; em funcao de €,, para ¢ = —1;0; 1; e 2.

A partir destes graficos, pode-se perceber que, como consequéncia da funcao ¢-

exponencial, p; se anula, para esge < —1. Para as curvas de p; em fungao de ey,

a solucao do estado estacionario cresce exponencialmente, para ¢, < 1, linearmente

para Go = 1 (modelo de Verhulst) e de forma logaritmica para Gs > 1.

Considere que os individuos da espécie 1 nao sao afetados pela espécie 2. A taxa

de variacao per capta da espécie 1 é dada pela Eq. 2.11, com solucao dada pela

Eq. 2.13. Os individuos da espécie 2 sao afetados pela espécie 1 por meio do fator

extrinseco de crescimento €,(7), e escreve-se a equagao para a espécie 2 como:

dInp
d = = —pling, pr = (1) (6.28)
T
em que,
&(7) = eapi(7) = 2 (6.29)
i eq ng, (pio) €77}
A solugao da Eq. (6.28) foi obtida na Sec. 3.6 e vale:
egle5(7)]
p2<7-) = ) q / — ’ (630)
eay[5(0)] | eqpler(0)] — 2€5(T) | pT
€ {1nq2{ p;o }652[52(7)]6 [1+q ( )]p }
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Figura 6.5: Solugoes do estado estacionario para a espécie 2 no regime de comensa-
lismo. Valor de p; em funcdo de ¢o para e; = 1/10;1/2;1; e 2. A linha tracejada
vertical representa o ponto em que a solucao do estado estacionario diverge.

em que a condicdo inicial é py o = p2(0), o estado estacionario é py(0c0) = pi = eg, (€2)

e

&(r) = = /0 L) (6.31)

-
é o valor médio de €,(7) até 7.

Para e < 0 (e2 > 0), tem-se amensalismo (comensalismo), entdo a espécie 1
afeta a espécie 2 negativamente (positivamente). O mofo de pao (Penicillium) é
um exemplo comum de amensalismo. Esse fungo secreta penicilina, uma substancia
quimica que mata bactérias. O termo de interacao e, pode ser interpretado como
taxa extrinseca de crescimento do modelo de uma espécie. Como vimos na Sec. 3.5,
essa taxa extrinseca pode ser incorporada na capacidade de suporte. Desta forma,
um modelo de duas espécies pode ser interpretado como modelo de uma espécie com
capacidade de suporte efetiva®, conforme ilustrado na Fig. 6.6.

A evolucao de ambas as espécies é apresentada nas Figs. 6.7 e 6.8, para dois
valores diferentes de ¢;. O tempo de transiente depende da espécie 1, por meio do

fator extrinseco efetivo €5(7). Para ¢ # 0, hd uma dependéncia com o valor médio

2Deste resultado foi publicado o artigo da Ref. [23]
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Figura 6.6: Representacao da interagao ecoldgica de amensalismo entre o mofo de
pao e a bactéria. Um modelo de duas espécies pode ser simplificado a um modelo de
uma espécie com capacidade de suporte efetiva. (a) Bactéria ocupando todo espago
disponivel com capacidade de suporte K. (b) Crescimento restrito de bactérias
devido & interagao com o fungo, capacidade de suporte K’ < K.Adaptada da Ref. [23]

€ (7), ver Eq. (6.30). Considerando o modelo Gompertz (Go — 0), a solugao pode

ser simplificada para:

} o[ (0)—hy (r)—pr]

_ e [ P20
i) = 50 [ 25

(6.32)

q,=1
—q=0
—_ q,=05
\l:/ q,=1
o,
q,=2
|
15 20

Figura 6.7: Valor da populacao p(7) para o regime de amensalismo. Para ¢; = 1/2
e para diversos valores de §o, graficos de p;(7) (linha grossa), dada pela Eq. 2.13
e de po(7) (linhas finas), dadas pela Eq. 6.30, em que a integral desta equagao foi
calculada numericamente. Parametros: p=1,¢; =0 e €5 = 1/2.
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p(t)

Figura 6.8: Valor da populagao p(7) para o regime de amensalismo. Para ¢; = 2 e
para diversos valores de Gs, graficos de p1(7) (linha grossa), dada pela Eq. 2.13 e de
p2(7) (linhas finas), dadas pela Eq. 6.30, em que a integral da Eq. 6.30 foi calculada
numericamente. Parametros: p =1, ¢, =0, 5 = 1/2.

6.3.2 Casos particulares (e1e5 # 0).

As solugoes nao triviais do estado estacionario sao dadas pelas Eqs. 6.12 e 6.13.
Neste caso, nao hé solucoes algébricas pois se trata de equacoes transcendentais®.

Elas sao fungoes reais se: Gieieg, (€apy ) > —1 € Gacaeg (€1p3,) > —1. Isto é:

-1 €5
€L > =
q1662(€2p1,nt) 662(€2p1,nt) (633)
S -1 €5
€2 P 2 N S
q2€q, (€1p2,nt) Cq <€1p2,nt)

em que €;, 1 = 1,2, é dado pelas Eqgs. 6.24 e 6.25. Fora desta regiao as solugoes sao

nao-fisicas, ou seja, o modelo prevé um numero negativo de individuos.

6.3.2.1 Mutualismo

Para o regime de mutualismo (€; > 0 e €3 > 0), vamos analisar as solugoes esta-

ciondarias nao triviais por meio das isoclinas 1b e 20, Eqgs. 6.3 e 6.5 respectivamente.

3Uma funcdo transcendental é uma funcio que “transcende’a dlgebra no sentido de que ela
nao pode ser expressa em termos de uma sequéncia finita de operagoes algébricas de multiplicacao,
adicao, e extracao de raiz.
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Quando ¢; > 1 e g > 1 a iséclina 1b é uma fungdo convexa, enquanto que a
isoclina 2b é uma fungao concava. Conforme ilustrado na Fig. 6.9, as duas iséclinas

se interceptam no ponto que satisfaz a relagao:

€1 lnql (pl) — €2 lan (pg) . (634)
—~ /
Isoclina 2b g
p2
Isoclina 1b
0

P

Figura 6.9: Iséclinas 1b e 2b com €; > 0 e €5 > 0 (mutualismo); ¢ > 1e g > 1. O
cruzamento das iséclinas fornece o valor do estado estaciondrio.

Podemos obter numericamente o estado estacionéario pelas seguintes relagoes:

* 1 [ 1 *
Py == 111@2 _ lntﬁ (pl) ) (6'35)
€2 | €1 ]
* 1 [ 1 * ]
by = — lnéh _ lntb (pz) . (6'36)
€1 L €2 ]

Por outro lado, quando ¢; < 1 e ¢» < 1, as isoclinas nao se cruzam em ne-
nhum ponto conforme Fig. 6.10. Dessa forma o sistema nao apresenta um estado

estacionario e as duas populagoes crescem indefinidamente.

6.3.2.2 Competicao

Para o regime de competicao ¢; < 0 e 5 < 0 a andlise de estabilidade mostra
que quando a solugao do estado estacionério estd acima da reta p, = 1 — py, ela é

estavel, conforme mostrado nas Figs. 6.11 e 6.12. O valor deste ponto é dado pelas
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Figura 6.10: Iséclinas 76 e 2b com €; > 0 e €5 > 0 (mutualismo); ¢; < 1 e go < 1.
As iséclinas nunca interceptam e as populagoes crescem indefinidamente.

l/gle,|

Isoclina 1b

Isoclina 2b

0 I /gle,|

P,

Figura 6.11: Iséclinas para o regime de competicao considerando ¢; > 1 e ¢ > 1.
Quando a solucao do estado estacionario esta acima da curva p; = 1 — p; ela é
estavel.
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Figura 6.12: Iséclinas para o regime de competicao considerando ¢; < 1 e ¢ < 1.
Quando a solucao do estado estacionario esta acima da curva p; = 1 — p; ela é
estavel.

Eqgs. 6.35 e 6.36. Podemos dizer que nesse caso temos uma competicao fraca pois a
coexisténcia ¢é estavel.

Por outro lado, quando o ponto de interseccao das isoclinas esté abaixo da reta
p2 = 1 —p1, a solucao nao trivial se torna estavel e a semi trivial passa a ser estavel.
A separatriz é uma reta que passa pela origem das coordenadas e demarca o limite
que define a partir de qual condicao inicial serd atingido um ou outro equilibrio
(p7,p5) = (0,1) ou (1,0). Neste caso temos uma competi¢cio forte pois uma das

espécies é extinta. A Fig. 6.13 ilustra esse comportamento.

6.3.2.3 Predacao

No regime de predacao, consideramos a espécie 1 como predadora e a espécie 2
como presa, dessa forma €; > 0 e e < 0. As curvas das Figs. 6.14 e 6.15 mostram
uma preda¢ao fraca, uma vez que a coexisténcia (ponto fixo nao trivial) é um regime
estavel. Conforme esperado, a espécie 1 é beneficiada pela espécie 2, enquanto que
que espécie 2 é prejudicada pela 1, isto é, p1,u > 1 € pa,y < 1. O valor desse
equilibrio é dado pelas Egs. 6.35 e 6.36.

Para ¢s|ea] > 1, a solugdo estavel é a semi trivial. Nesse caso, as iséclinas nao

se cruzam, conforme ilustra as Figs. 6.16 e 6.17. Assim, como as duas espécies sao
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Figura 6.13: Representacao dos pontos de equilibrio para o regime de competicao.
O ponto cheio representa equilibrio estavel e o vazio instavel. Quando o ponto fixo
da solucao nao trivial fica abaixo da reta p, = 1 — py, o ponto se torna instavel e as
solugoes semi triviais passam a ser estaveis. A separatriz demarca o limite que define
a partir de qual condigao inicial sera atingido um ou outro equilibrio (pj, p3) = (0, 1)
ou (1,0).

Iséclina 2b Isoclina 1b

1 1/q| E:l

Figura 6.14: Regime de predacao sendo a espécie 1 a predadora. Para a predacgao
fraca ga|e2| < 1, a solugao nao trivial é estavel e temos coexisténcia das espécies com

Gi>1edy> 1.
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Isoclina 2b

Isoclina 1b

Figura 6.15: Regime de predacao em que a espécie 1 é a predadora. Para a predagao
fraca ga|e2| < 1, a solugao nao trivial é estavel e temos coexisténcia das espécies com
G <leg<l

extintas temos predacao forte.

Isoclina 1b
Isoclina 2b

0 Lgle,| 1
1

Figura 6.16: Regime de predacao em que a espécie 1 é a predadora. Neste caso
Gal€2] > 1 e a solugdo semi trivial é estdvel. Nesse caso ndo hé interseccao entre as
iséclinas com ¢; > 1e gy > 1.

Os modelos de uma e de duas espécies apresentados até aqui podem ser relacio-

nados com modelos epidemiolégicos. Na secao seguinte, apresentamos essas relagoes
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Figura 6.17: Regime de predacao em que a espécie 1 é a predadora. Neste caso
Ga2le2] > 1 e a solugdo semi trivial é estdvel. Nesse caso ndo ha intersecgao entre as
isoclinas com ¢; < 1 e ¢ < 1.

e mostramos como as solucgoes obtidas podem ser usadas para esses modelos.

6.4 Relacoes entre modelos de crescimento e epi-
demiologia

Até aqui, os modelos de dinamica populacional apresentados foram utilizados
para descrever o crescimento de uma populacao ao longo do tempo. No entanto tais
modelos também podem ser usados para descrever a dinamica de transmissao de
doencas. Nesta secao, mostramos as relagoes entre modelos de crescimento popula-
cional com modelos epidemiolégicos.

Suponha que determinada populagao possa ser dividida em duas partes, as quais
chamaremos de compartimentos. Em um compartimento tém-se Ny individuos por-
tadores de uma determinada doenca, podendo infectar outros individuos. No outro
compartimento, tém-se Ng individuos que nao tém esta doenca, mas que sao suscep-
tiveis té-la. O numero total de individuos da populacao é N = Ny + Ng. Devemos
distinguir que os individuos infectados podem estar em dois estagios da doenca:
expostos ou infeccioso. No estado exposto, o individuo tem a doenca, mas nao a

transmite. J& no estado infeccioso, o individuo tem a doenca e a transmite. Aqui
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nao consideramos o estado exposto, ou seja, todos os individuos infectados sao infec-
ciosos. Considera-se também que os individuos infectados nao podem ser curados,
como por exemplo a infec¢ao causada pelo virus da AIDS (HIV).

Considere que a doenca espalha-se através do contato entre individuos infecciosos
I e susceptiveis S. Considere também que individuos de ambos os grupos movem-se
livremente entre si, de modo que o niimero de contatos é proporcional ao produto
N;Ng, ou seja, cada individuo infeccioso pode encontrar, com a mesma probabi-
lidade, com os Ng individuos susceptiveis. A taza de disseminacao da doenca é
proporcional ao nimero de tais contatos, dN;/dt = fN;Ng, em que a constante 3
¢ chamada de taxa de contatos. Esta situagao é representada pela Figura 6.18 e

implica em:

dNs(t)
dt

= —BNr(t)Ns(t) . (6.37)

] - 7]

Figura 6.18: Este esquema nos permite escrever: dNg/dt = —FNgN;/N.

Seja S(t) = Ng(t)/N a proporgao dos individuos susceptiveis, e I(t) = N;(t)/N
a proporcao dos individuos infecciosos; entao S + I = 1. Os modelos mais realistas
consideram que a taxa de disseminacao é proporcional a proporcao de individuos
infectados e nao a seu valor absoluto *, assim a Eq. 6.37 passa a ser escrita como:

de_St@) _ 3 NIT“) Ns(t) = —BI(t)Ns(t) . (6.38)

A grandeza BN (t)/N = [I(t) é chamada de for¢a da infec¢do. Dividindo a Eq. 6.38
por N, obtemos a equacao diferencial para as proporgoes:

ds(t) _
— = —BI1S(). (6.39)

Como S =1 — I, a taxa de disseminagao vale:

air) _
S = sron - 1), (6.40)

onde 5 é um fator de proporcionalidade positiva e I(0) = Iy é a proporcao inicial

de individuos infecciosos. A solucao estacionaria é obtida impondo-se a condigao

4Uma discussao rigorosa sobre este assunto é apresentado em um trabalho que estamos redi-
gindo no momento.
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dI(t)/dt =0, o que resulta em Iy = 1, ou seja, toda a populagao se torna infectada.

A solucao completa em funcao do tempo é dada por:

1
1) = 7 = (6.41)

Esta solugao é a mesma que para o modelo de Verhulst: dInp(t)/dt = k[1 — p(t)]
cuja solugao é: p(t) = 1/[1 + (pg* — 1)e .

Ao incluirmos a dinamica vital no modelo ST, ou seja, admitirmos que ha mortes
por causas naturais tanto no compartimento S como no I, podemos escrever o

sistema de equagoes:

%@ = p[N = S()] - BSHI(#)
(6.42)
\ d;_it) — BS(H)I(t) —HI(t) ,

em que u € a taxa de natalidade e de mortalidade dos individuos susceptiveis e v a
taxa de mortalidade dos individuos infecciosos.

A nao ser pelo termo u(N — S(t)), este modelo possui a mesma estrutura do
modelo de Lotka-Volterra, com o susceptiveis fazendo papel das presas e os infec-
ciosos dos predadores. A tunica diferenca em relacao ao modelo Lotka-Volterra é
a taxa de mortalidade da presa: no modelo epidémico a taxa de natalidade é pro-
porcional & N — S(t), ao invés de S(t), como no caso do modelo presa-predador.
Note que, se somente os susceptiveis se reproduzirem, obtemos o modelo de Lotka-
Volterra, Eq.5.1. Esta comparagao mostra que modelos epidemiolégicos pertencem
a uma classe mais geral que também contém modelos tipo presa-predador, parasita-
hospedeiro e herbivoro-planta [96]. No capitulo seguinte, exploramos um modelo de
epidemia da dengue que utiliza a mesma estrutura de equacoes diferenciais ordinérias

apresentada aqui.

6.5 Conclusao

A generalizagao do modelo de Lotka-Volterra competitivo modifica as solugoes

do estado estacionario nos diferentes regimes ecologicos. Para ¢; < 0 e ¢ < 0,
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nao existe coexisténcia no regime de competicao e pode haver extingao de uma das
espécies até mesmo no regime de mutualismo.

No regime de predacao, quando ¢; < 0 e ¢go > 0 ou ¢; > 0 e g2 < 0, pode haver
extingao do predador, desde que que a condicao inicial do sistema seja favoravel a
presa. Ainda para o regime de predagao, o produto ¢1€;, com i = (1,2) define se
ela é do tipo forte ou fraca. Quando ¢ e; < 1 temos predacao fraca e é forte caso
contrario.

O mesmo comportamento qualitativo do diagrama de fases da Fig. 5.2 é obtido
ao assumirmos ¢; > 0 e go > 0. A magnitude de ¢ regula a sensibilidade das espécies
aos parametros de interacao €; e €. Tornando-as mais sensiveis quanto maior o

valor do modulo de q.
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Capitulo

Modelo de transmissao da dengue
hemorragica

O dengue ¢ uma infecgdo causada por virus e transmitida por mosquitos (“ar-
bovirose”) que, nas ultimas décadas, tornou-se um sério problema de satide piblica
internacional. Sua incidéncia cresceu vertiginosamente em todo o mundo, sendo que
cerca de 2,5 bilhoes de pessoas (dois quintos da populagdo mundial) estao agora em
risco de dengue. A Organizacao Mundial da Satide (OMS) estima que, atualmente,
pode haver 50 milhoes de infecgoes por dengue no mundo a cada ano. Sé em 2007,
existiam mais de 890.000 casos notificados de dengue nas Américas, dos quais 26.000

casos foram de dengue hemorrégica [97].

No Estado de Sao Paulo, desde o final de 1990, ocorrem epidemias todos os anos.
O periodo de maiores incidéncias, desde 1990 até 2005, foi constatado entre 2001 e
2002, com 192 e 185 municipios com transmissao, respectivamente, correspondendo
a 38% dos municipios com infestagao domiciliar por Aedes aegypti. Em 2003, a inci-
déncia continuou elevada, porém, menor do que no ano anterior (51,6 casos/100.000
habitantes), tendo sido identificada a transmissdo em 166 municipios. Em 2004,
a queda de incidéncia foi extraordindria, chegando a 7,8/100.000 habitantes, in-
cluindo 47 municipios [98]. Em 2005, houve um pequeno aumento na incidéncia
para 13,4/100.000 habitantes, em um total de 5.433 casos no estado. Em 2006 e
2007, novamente foi registrado um periodo de incidéncia altissima, ultrapassando o
periodo de 2000-2001, com 50.022 casos em 2006 e 90.218 em 2007, e incidéncia de
125,6/100.000 habitantes e de 226,5/100.000 habitantes, respectivamente.

Em Ribeirao Preto, a primeira epidemia ocorreu em 1990, quando foram regis-
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trados 7.325 casos [99]. De 1992 a 1994, a incidéncia de dengue se manteve baixa,
em torno de um caso por 100.000 habitantes, mas em 1995 aumentou para cerca de
50 casos por 100.000 habitantes [100], mantendo-se semelhante no periodo de 1996
a 2000. Em 2001, registrou-se um elevado nimero de casos (2.761). Mais recente-

mente, em 2006 e 2007, foram registrados 4.454 e 2.679 casos, respectivamente.

A propagacao da doenga é atribuida a expansao da distribuicao geografica dos
virus da dengue e de seus mosquitos vetores, dentre os quais a espécie mais impor-
tante é o Aedes (Stegomyia) aegypti. Um réapido aumento da populac¢ao urbana do
mosquito esta fazendo com que mais pessoas tenham contato com este vetor, espe-
cialmente em areas que sao favoraveis para a reproducao do mosquito, por exemplo,
onde é comum o armazenamento doméstico de agua e onde os servigos de eliminagao

dos residuos sélidos sao insuficientes [97].

Considerando a auséncia de uma vacina eficaz contra a doenca, o controle da
transmissao da dengue consiste, principalmente, no combate ao vetor. No entanto,
apesar das intensas e continuas campanhas de controle do vetor, o resultado desejado
ainda nao foi alcancado, ja que o Aedes aegypti se encontra disperso por todos os
estados brasileiros, evidenciando que as medidas adotadas nao tem sido suficientes

e/ou adequadas.

Esta parte do trabalho teve como objetivo entender a influéncia, em termos
populacionais, de dois sorotipos da doenga circulando na mesma populagao. Tal
estudo pode revelar mecanismos que levam a incidéncia de dengue hemorragica, a

forma mais letal da doenca, assim como a periodicidade das epidemias .

O teoria do efeito de reforco, responsavel pelo surgimento da dengue hemorragica,
¢ apresentado na Sec. 7.1. O modelo de disseminacao da dengue com dois sorotipos
utilizando a teoria do refor¢o é descrito na Sec. 7.2. A implementagdao do modelo
e resultados preliminares sao mostrados na Sec. 7.3 enquanto que os comentarios

finais sao apresentados na Sec. 7.4.

'Esse trabalho foi realizado em colaboracdo com a Profa. Dra. Gail S. K. Wolkowicz do
Department of Mathematics and Statistics da McMaster University.
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7.1 Efeito de reforco

O virus da dengue apresenta 4 sorotipos diferentes: DEN1, DEN2, DEN3 e
DEN4. Atualmente, os 4 sorotipos circulam simultaneamente em véarias regides da
Africa, Asia e Américas e, em geral, apenas um sorotipo é o mais abundante. A
infeccao com o virus da dengue pode produzir varios sintomas. Apds um periodo de 2
a 7 dias de incubagao, um quadro agudo da doenca se inicia caracterizado por febre,
dores de cabeca, dores severas nos musculos e articulagoes e manchas vermelhas pelo
corpo. Infecgoes assintoméaticas sao comuns, porém em alguns casos a infeccao pelo
virus pode produzir condigdes clinicas mais sérias, sendo a febre hemorragica (FH) e
a sindrome do choque (SC) as mais notaveis. Os sinais da FH comecam por volta do
sexto dia do estagio agudo da doenca e podem levar a hemorragia espontanea que
pode ser fatal. A SC ocorre se o paciente desenvolver hipotensao e choque profundo
devido ao extravasamento do plasma e falha do sistema circulatério. Isto ocorre
em aproximadamente um tergo dos casos (especialmente em criangas) e a ela estd
associada a uma alta taxa de mortalidade.

Apesar da prevaléncia e severidade da FH e da SC, sua etiologia permanece
incerta. Existem pelo menos trés possiveis explicagoes, sendo a mais citada o au-
mento da replicacao viral devido a infeccao reforcada dos monocitos na presenca
de anticorpos da dengue em niveis subneutralizantes *. Este mecanismo é conhe-
cido como refor¢o dependente de anticorpos (RDA), do inglés Antibody-Dependent
Enhancement (ADE) [101]. Uma representacao esquemdtica da abundancia de virus
e anticorpos em fungao do tempo ¢é ilustrada na Fig. 7.1.

A infeccao inicial com o virus da dengue leva a uma viremia moderada e a uma
producao de anticorpos especificos ao sorotipo que fornece imunidade a este sorotipo
para o resto da vida. Por um breve periodo de tempo (geralmente menor que 12
semanas) esses anticorpos podem inibir infec¢oes subsequentes com outros sorotipos
(imunidade cruzada) e rapidamente caem para um nivel baixo de forma a nao ter
mais impacto contra infecgoes a outros sorotipos (heterélogos). Se o hospedeiro for

infectado com um segundo sorotipo, antes do nivel de anticorpos atingir um segundo

limiar, pode ocorrer entdo um aumento da replicacao viral (reforgo) [101].

2 As duas outras hipSteses estao relacionadas com a viruléncia de diferentes estirpes do virus e
com a maior susceptibilidade genética de alguns hospedeiros & dengue hemorrégica. [101]
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Figura 7.1: Tlustracao esquematica da relacao entre o curso da infeccao da dengue
e a viremia em um hospedeiro. Adaptado da Ref. [101].A infecgao inicial leva a
uma viremia moderada e a uma producao de anticorpos especificos ao sorotipo. Por
um breve periodo de tempo esses anticorpos podem inibir infec¢oes subsequentes
com sorotipos heterélogos (imunidade cruzada) e rapidamente caem de forma a nao
ter mais impacto contra infecgoes a outros sorotipos (heterélogos). Se o hospedeiro
for infectado com um segundo sorotipo, antes do nivel de anticorpos baixar até um
segundo limiar, essa quantidade moderada de anticorpos pode favorecer a replicagao
viral (reforgo) [101].

7.2 'Transmissao com dois sorotipos

Para poder abordar o problema da dengue hemorragica, consideramos dois soro-
tipo da dengue na populacao. O modelo proposto leva em conta nao s6 a dinamica
dos hospedeiros mas também a dos vetores.

Hospedeiros susceptiveis S podem ser infectados ao serem picados por vetores
infecciosos V7, com um dado sorotipo ¢ = 1,2. Os individuos no estado S que foram
infectados se tornam expostos F; ao sorotipo ¢. O individuo F; apesar de infectado
nao infecta outros mosquitos. Apds um periodo de tempo 1/0; esse hospedeiro se
torna infeccioso I;. Os mosquitos se tornam infectados ao picarem hospedeiros in-
fecciosos. Em seguida, passado um tempo 1/0¢ o hospedeiro fica com imunidade
cruzada Cj, ou seja, nao pode ser infectado por nenhum outro sorotipo e apds um
periodo 1/0 4 pode sofrer o efeito de reforgo A; caso seja picado por um vetor infecci-

oso com sorotipo j se tornando exposto a forma hemorragica Ey, e em infeccioso na
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forma hemorragica H;; em um tempo 1/0y. Nesse compartimento ele esta sofrendo
de dengue hemorragica e os mosquitos que o picarem poderao ser infectados com o
sorotipo 7. O hospedeiro finalmente se recupera apés um tempo 1/ogy. Porém, se
o hospedeiro permanecer um tempo suficiente 1/0g no compartimento A; sem con-
trair outro sorotipo do virus, ele simplesmente se recupera de uma dengue comum,
se tornando susceptivel ao sorotipo j mas imune ao ¢ S;. Nesse compartimento se
infectado com outro sorotipo, desenvolve a doenga em sua severidade normal.

O modelo proposto leva em conta nao sé a dinamica dos hospedeiros mas também
a dos vetores. A dinamica dos vetores é mais simples possuindo apenas trés compar-
timentos: vetores susceptiveis Vg, expostos Vg, com sorotipo ¢ = 1,2 e infecciosos
V1,. Assumimos que quando infectados ficam neste estado até morrerem.

O modelo é formado por 27 compartimentos incluindo a dinamica dos vetores

(mosquitos) e é formulado pelas seguintes equagoes diferenciais:

S = pu(N-8)-— % (i VL) S, (7.1)
Ao -

E; = NVIZ-S—(MﬂLUI)Ez‘, (7.2)
I, = o01Bi—(u+oe)l;, (7.3)
C; = ocl;— (u+04)C; (7.4)
A; = oAVy, C; — (,u + %Vlj + Us) A, (7.5)
Ey = VA~ (u+on) B, (7.6)
Hy; = oyEa — (u+or,) Hyj (7.7)
S, = ogd; — (u + %VI]) S; (7.8)
E; = %vfjs,» — (u+o7) By (7.9)
i = 0By —(utop) Iy, (7.10)
;j = ogrlij +op, Hij — 1Sij , (7.11)

)\h 2 2
VS = T<t)v - d<t)VS - W ;Iz + Z; (]ij + OéHij) Vs ) (7.12)
%
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: A
Vi, = 5 (it Li+ ) Ve = [d(t) +5(1)] Ve, (7.13)
Vi, = AOVe —dt)Vi, . (7.14)

A Fig. 7.2 ilustra a interacdo entre esses compartimentos ®*. A Tab. 7.1 resume
o significado dos compartimentos enquanto que a Tab. 7.2 fornece os significados e

os valores dos parametros do modelo.

VS
A
\{Ei/j
Oc cSRH Or
S (7] GA GS GH GI
"y EI AI Ay EAi SI Ay Eij
Liyj

Figura 7.2: Representagao esquematica da dinamica de transmissao da dengue para
dois sorotipos. As transigoes entre os compartimentos definidos na Tab. 7.1 sdo
regidos por taxas mostradas na Tab. 7.2.

7.3 Implementacao numérica e resultados

Implementamos o sistema de equagoes diferenciais em linguagem MatLab, e uti-
lizamos a fungao ODFE solver que resolve as equagoes através do método de Runge-
Kutta de quarta ordem. Os valores de entrada sao: parametros mostrados na Tabela
7.2; numero de individuos iniciais em cada compartimento e nimero total de hospe-
deiros e vetores.

No programa podemos incluir um novo sorotipo a qualquer momento. Tal inclu-

sao ¢ feita através da adicao de hospedeiros ou vetores infecciosos.

3Note que as setas preenchidas de cor cinza indicam as transicoes entre compartimentos en-
quanto que as setas com as pontas nao preenchidas (brancas) indicam a interagao entre comparti-
mentos.
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Tabela 7.1: Compartimentos do modelo de transmissao da dengue e seus respectivos
significados.

Compartimento Definigao

S hospedeiros susceptiveis

E; hospedeiros expostos ao sorotipo i

I; hospedeiros infecciosos com sorotipo 4

C; hospedeiros infectados com sorotipo ¢ e com imunidade ao sorotipo j

A; hospedeiros infectados com sorotipo ¢ que podem contrair dengue hemorragica
S; hospedeiros recuperados do sorotipo ¢ e susceptiveis ao j

E;; hospedeiros recuperados do sorotipo ¢ e expostos ao j

I;; hospedeiros recuperados do sorotipo ¢ e infecciosos com j

Ey, hospedeiros expostos ao sorotipo j que irao evoluir para dengue hemorragica
H;; hospedeiros infecciosos com sorotipo j e com dengue hemorragica

Sij hospedeiros recuperados de ambos sorotipos

Vs vetores susceptiveis

Ve, vetores expostos ao sorotipo i

Vi, vetores infecciosos com sorotipo 4

Para ilustrar a emergéncia da dengue hemorragica, resolvemos numericamente o
sistema de equagoes diferenciais considerando inicialmente 10 individuos infectantes
com sorotipo 1. Assumimos populacdes fixas de 10° individuos e 10° mosquitos.
Para a Fig. 7.3 a introdugao de 10 individuos infectantes com sorotipo 2 ocorre
300 anos apés a introducao do primeiro sorotipo. O longo intervalo entre os dois
sorotipos, teve como intuito verificar a influéncia de um novo sorotipo apés o estado
estacionario ter sido atingido para o sorotipo anterior.

Pelos gréaficos da Fig. 7.3 notamos que apds cada epidemia hd um decréscimo
abrupto de individuos susceptiveis, tanto hospedeiros quanto vetores. Isso promove
um intervalo entre as epidemias. Apesar de nao considerarmos no modelo nenhum
método preventivo contra a dengue e assumirmos a populacao total de vetores e hos-
pedeiros constante, a periodicidade das epidemias emerge naturalmente no sistema.

A dengue hemorragica aparece quando o segundo sorotipo é introduzido. Note que
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Tabela 7.2: Parametros do modelo de transmissao da dengue e seus respectivos
significados e unidades. A constante « refere-se ao fato de que individuos com dengue
hemorragica possuem uma carga viral maior, portanto possuem maior probabilidade
de infectar um mosquito. Note também que a principio utilizamos valores constantes

para r(t), d(t) e y(t).

Pardmetro Definicao Valor

1/p expectativa de vida dos hospedeiros 65 anos

r(t) taxa de natalidade dos vetores no tempo ¢ 1/30 dia™!

d(t) taxa de mortalidade dos vetores no tempo ¢ 1/30 dia™*

1/~(t) tempo que o vetor fica no compartimento Vg, no tempo ¢ 7 dias

Ay taxa de infeccdo de hospedeiros por vetor por tempo 1 hosp.x vetor ™t x ¢t 1
An taxa de infeccao de vetores por hospedeiro por tempo 1 hosp.x vetor ™t x ¢t~ 1
1/or tempo que o hospedeiro fica no compartimento F; 6 dias

1/oc tempo que o hospedeiro fica no compartimento I; 6 dias

1/oa tempo que o hospedeiro fica no compartimento C; 3 dias

1/os tempo que o hospedeiro fica no compartimento A; 6 dias

1/og tempo que o hospedeiro fica no compartimento E4, 6 dias

1/oRr, tempo que o hospedeiro fica no compartimento H;; é + i + é dias
1/oR tempo que o hospedeiro fica no compartimento I;; 1/oR,, dias

@ efeito de amplificacao da infeccao 1,1

para estes casos (Hia e Hap) a periodicidade também ocorre.

O estado estacionario, apds a introducao do primeiro sorotipo, caracteriza uma
endemia de dengue. Ou seja, apesar de nao haver surtos da doenca, uma pequena
parcela da populagao mantém o virus circulando. Uma nova epidemia surge apenas
quando o novo sorotipo ¢é introduzido. Interessante notar que, junto com a intro-
ducao do novo sorotipo, voltam a aparecer novas epidemias do antigo sorotipo, Isso
sugere que a introducao do novo sorotipo abala o equilibrio endémico do sorotipo an-
terior. A introducao do novo sorotipo também diminui o niimero total de individuos

susceptiveis da populacao.

A Fig. 7.4 mostra o comportamento do sistema quando a introducao do segundo
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Figura 7.3: Numero de individuos ao longo do tempo para os compartimentos: I,
Iy, Vi,,Vi,, S, Vg, Hia e Hy;. Um segundo sorotipo € introduzido 300 anos apds o

primeiro.

sorotipo ¢é feita um ano apdés o primeiro.

Verifica-se pelos graficos, oscilacoes das epidemias porém em um regime nao
muito bem definido, com periodos variaveis. Isso é tipico das epidemias de dengue
encontradas nas grandes cidades, conforme descrito na introducao deste capitulo.
Importante notar que apesar das epidemias de um tnico sorotipo (I3 ou I) nao
possuirem um periodo definido, as epidemias simultaneas (I; e Iy) possuem um
comportamento mais regular. O reflexo desse comportamento pode ser visto na

maior regularidade nos picos de casos de dengue hemorragica (Hiy e Ho).

7.4 Conclusao

O efeito do reforco é a teoria mais aceita atualmente que explica a emergéncia
da dengue hemorragica. O modelo de disseminacao da dengue para dois sorotipos

aqui proposto permite obter as curvas de epidemia, tanto para um sorotipo quanto
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Figura 7.4: Numero de individuos ao longo do tempo para os compartimentos: I,
Iy, Vi,,Vi,, S, Vg, His e Hy;. Um segundo sorotipo é introduzido 1 ano apds o

primeiro.

para a dengue hemorragica. Os casos de dengue hemorragica estao mais associados
as internacoes devido a sua severidade. O conhecimento prévio do comportamento
dessas epidemias mais severas pode possibilitar politicas publicas de saide de com-
bate ao vetor mais intensa e possibilitar um planejamento do ntimero de leitos em
hospitais para suprir a demanda de internagoes.

Focamos nossa andlise em grandezas qualitativas como surgimento de epidemias,
endemias, periodicidade e emergéncia da dengue hemorragica. H4 uma forte depen-
déncia, em termos quantitativos, do niimero total de vetores e hospedeiros do sistema
. Uma anélise mais detalhada do modelo ainda precisa ser feita. As implementagoes

e estudos a serem realizados sao detalhados no Cap. 11.



Capitulo

Abordagem probabilistica em
modelos de disseminacao de
doencas transmitidas por vetores

Do ponto de vista de doencas infecciosas, os vetores sao os transmissores de or-
ganismos causadores de doencas que levam os agentes patogénicos de um hospedeiro
para outro. Pelo uso comum, os vetores sao considerados animais invertebrados,
geralmente artrépodes. Artropodes representam mais de 85% por cento de todas
as espécies animais conhecidas, e eles sao os vetores das doencas mais importantes.
Varios géneros de artrépodes desempenham um papel na doenca em humanos, mas
os mosquitos e carrapatos sao os vetores de doencas mais notaveis. O modo mais sig-
nificativo de transmissao de doencas é o de transmissao por artrépodes hematdfagos.
O patdgeno se multiplica dentro do artréopode, e é transmitido quando o artréopode
se alimenta do sangue. Os principais componentes que determinam a ocorréncia de
doencas transmitidas por vetores incluem: a abundancia de vetores e hospedeiros
intermediarios assim como a quantidade de reservatorios, a prevaléncia da doenga de
patogenos causadores devidamente adaptados aos vetores e do hospedeiro humano
ou animal, as condicoes ambientais locais, especialmente temperatura e umidade e

do estado imunoldgico da populacao humana.

Suponha que uma dada doenca seja transmitida ao hospedeiro através da picada
de um determinado vetor. Considere uma populacao com N hospedeiros, e que estes
estejam distribuidos entre os vetores. O nimero total de picadas de todos os vetores

juntos é dado por b. Assumindo que os vetores estao distribuidos homogeneamente

93
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entre os hospedeiros, surge a questao: quantos hospedeiros, em média, serao infecta-
dos? Para responder a essa pergunta, podemos fazer uma analogia com o problema
classico de retirar bolas de uma urna. Dada uma urna com N bolas de cores di-
ferentes e b amostragens com reposicao, quantas cores diferentes sao obtidas? A
solucao para esta questao serd descrita na Sec. 8.1. Alguns resultados preliminares

sao apresentados na Sec. 8.2 e os comentdrios finais na Sec. 8.3.

8.1 Calculo do numero médio de individuos infec-
tados

Considere uma urna com N bolas distintas (cores diferentes). Dessa urna,
retiram-se b bolas, uma de cada vez, em uma amostragem com reposi¢ao. Pergunta-
se: Em média, quantas bolas diferentes sao retiradas? Esse valor pode ser calculado

pela equacao:

Tmazx Q Tmazx Q
(N, b) — Zx:l L ilg _ Zx:l Ll (81)

Sy N?

em que €2, é o numero de maneiras distintas que podemos observar a ocorréncia de
exatamente = bolas distintas quaisquer nas b bolas retiradas e ., = min(N,b).

Para calcularmos os valores de €2, analisemos inicialmente alguns casos particulares.

8.1.1 Urna com duas bolas distintas e seis amostragens

Suponha que a urna possua apenas duas bolas, uma branca e outra cinza. Na
Fig. 8.1(a) estao representados os possiveis resultados, onde b; representa o niimero
de bolas brancas e by 0 nimero de bolas cinzas. Cada um desses resultados pode
ocorrer de b!/(by!by!) maneiras diferentes (permutacao de b elementos, dos quais b,
sao do tipo 1 e by do tipo 2). Esta expressao corresponde justamente a b-ésima linha
do triangulo de Pascal, representado na Fig. 8.1(b). Na Fig. 8.1(c), vemos os possi-
veis valores assumidos por b; e by representados num sistema de 2 eixos cartesianos.

Com seis retiradas de uma urna com duas bolas distintas, o valor médio de cores

distintas retiradas é obtido pela Eq. 8.1 e seu valor é T (2,6) =~ 1, 97.
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Figura 8.1: (a) Possiveis resultados para b = 6 bolas retiradas de uma urna com
N = 2 bolas. (b) Primeiras 7 linhas do triangulo de Pascal, com a 7* linha em

destaque, cuja soma dos elementos é 2° = 64. (c) Possiveis valores assumidos por b
e by de modo a obedecerem as restrigoes by + by = b, by > 0 e by > 0.

8.1.2 Urna com trés bolas distintas e seis amostragens

Suponha agora que a urna possua trés bolas diferentes: branca, cinza e preta. A
Fig. 8.2 representa os possiveis resultados para b = 6 bolas retiradas de uma urna
com N = 3 bolas. Aqui b; representa o nimero de bolas brancas, b, o numero de
bolas pretas e bs o nimero de bolas cinzas. Observe que a ultima linha do triangulo
da Fig. 8.2(a) corresponde exatamente a Fig. 8.1(a).

Cada resultado da Fig. 8.2 pode ocorrer de b!/(b;!by! b3!) maneiras diferentes.
Esta expressao corresponde justamente a b-ésima camada da piramide de Pascal
Fig. 8.3(a), uma generalizacao do triangulo de Pascal. Os possiveis valores assumidos
por by, by e bs através de um sistema de 3 eixos cartesianos estao representados na
Fig. 8.3(b).

Com seis retiradas de uma urna com trés bolas distintas, o valor médio de cores
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Figura 8.2: (a) Possiveis resultados para b = 6 bolas retiradas de uma urna com
N = 3 bolas. (b) Resultados estao agrupados segundo o nimero x de cores.

() (b)

Figura 8.3: (a) Piramide de Pascal com a 7* camada em destaque, cuja soma dos
elementos é 3° = 729. (b) Possiveis valores de by, by e bs representados através de
um sistema de 3 eixos cartesianos, de modo a obedecer as restri¢oes by + by + b3 = b,
by >0, by >0 e bs > 0.

distintas retiradas é T (3,6) =~ 2, 74.
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8.1.3 Urna com quatro bolas distintas e seis amostragens

Considere agora que a urna com quatro bolas: branca, cinza claro, cinza escuro e
preta. A Fig. 8.4 mostra a hiper-piramide de Pascal para o caso N =4 e b= 6. Ob-
serve que a face visivel esquerda do tetraedro da Fig. 8.4(a) corresponde exatamente
ao triangulo da Fig. 8.2(a). Representando por by, be, by e by o nimero de bolas
de cada tipo (cada cor), cada resultado pode ocorrer de b!/(b;! by! bs! by!) maneiras
diferentes. Esta expressao corresponde a b-ésima hiper-camada da hiper-piramide

de Pascal Fig. 8.4(b) e (c).

(c)

Figura 8.4: (a) Possiveis resultados para b = 6 retiradas de uma urna com N =
4 bolas. (b) Resultados estao agrupados segundo o nimero x de cores. (c¢) 7* camada
da hiper-piramide de Pascal, cuja soma de seus elementos é 4° = 4096.

Com 6 retiradas de uma urna com 4 bolas distintas, o valor médio de cores
distintas retiradas é 7 (4,6) =~ 3,29

O fator crucial para o célculo de Z(V, b) é a obtencao do ntiimero de microestados
para x, ou seja, €),. A seguir mostramos como calcular esse valor para N e b

arbitrarios.
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8.1.4 Urna com N bolas distintas e b amostragens

Como as N bolas da urna sao todas distintas (de cores diferentes), a quantidade
total de cores disponiveis na urna também é N. Dessas N cores disponiveis, apenas
x cores comporao a amostra final (as demais N — x cores, ou bolas, nao serao
selecionadas em nenhuma das b retiradas). Portanto, a quantidade €2, ; de possiveis

paletas com exatamente x cores, obtidas a partir das N cores disponiveis na urna,

in - (N) .
T

Devemos também calcular a quantidade 2,5 de maneiras que uma determinada

¢ dada pelo binomio:

paleta pode ocorrer. Denotando por b; a quantidade de bolas da cor i (com 1 <1 <

x) observadas apos as b retiradas temos as seguintes restrigoes:

em que b; > 1. Para a ocorréncia de uma paleta particular é necessario que cada
uma das x cores que a compodem ocorra ao menos uma vez. Concluimos, entao,
que €2, 5 é dado pelo somatério de todas as possiveis permutagoes de b elementos,
classificados em x categorias, com b; repeticoes em cada categoria i.

b! .
O Z W comb; >1,1<i<ux. (8.3)
ibi=b + 11 "

A Eq. 8.2 define no espaco z-dimensional um hiperplano e, em conjunto com as
restricdes b; > 1, define um (z — 1)-simplex’.
Variando os valores dos b;’s na Eq. 8.3 obtemos a b-ésima hiper-camada da hiper-

piramide de Pascal, que é um (x — 1)-simplex e apresenta as seguintes propriedades:
e os clementos de seus vértices (0-face) sao iguais a 1;
e cada aresta (1-face) corresponde a b-ésima linha do triangulo de pascal;

e cada face (2-face) corresponde a b-ésima camada da piramide de pascal;

'Em topologia, um simplex é uma generalizacio do conceito de tridngulo a outras dimensoes.Ele
é chamado assim por ser sempre o poligono mais simples de sua dimenséo, isto é, um tridngulo (2D)
é o poligono que possui menos vértices e arestas, o tetraedro (3D) é o que possui menos vértices e
arestas e faces e assim por diante.
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e cada célula (3-face) corresponde a b-ésima hiper-camada da hiper-piramide de
pascal;
e cada n-face corresponde a um n-simplex;
b

e a soma de todos os seus elementos é igual a z”.

Assim, €2, é dado por:

|
Y. b :

Que também pode ser escrito da seguinte forma:

0, = (f ) (@) (3.6)

em que

flw) = 2 - () £() 53)
(8.9)

O numero de microestados {2, que conta as possibilidades em que que x indivi-
duos sdo infectados, é dado pela soma dos elementos das (z — 1)-faces (ver Tab.8.1)
da (b+ 1) fatia da hiper-piramide N-dimensional de Pascal.

O interior (miolo) de um A,, pode ser obtido calculando-se a retro-diferenca finita
de n-ésima ordem V",

A retro-diferenga finita de n-ésima ordem de uma funcao f(z) é dada por

Vil = >0 () sta - m

- 1
=0

b

onde h é o espacamento. Fazendo h = 1 e escolhendo f(z) = z”, o miolo (€9) é

calculado fazendo x = n:

V= [Vif(@)],z, = Xn:(—l)i <n> (n =)’
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Tabela 8.1: Numero de faces de um n-simplex.

Simplex 0-faces Iaces  2-faces  3-faces 4-faces b-faces representacao vetorial

(vértices) (arestas) (faces) (células)

Ao (ponto) 1 (1,0,0,0,0,0)
A; (segmento de reta) 2 1 (2,1,0,0,0,0)
Ay (tridngulo) 3 3 1 (3,3,1,0,0,0)
Aj (tetraedro) 4 6 4 1 (4,6,4,1,0,0)
Ay 5 10 10 5 1 (5,10, 10,5, 1,0)
As 6 15 20 15 6 1 (6,15,20,15,6,1)

Assim, a fungao fi(x) também pode ser escrita como a seguinte soma alternada:
z—1

folx) = Z(—w( ) (x—1i) . (8.10)

(8.11)

A seguir mostramos os gréaficos dos valores de T (N, b) utilizando as Egs. 8.1, 8.6

e 8.10.

8.2 Resultados e discussao

O grafico para o valor de T (IV, b) em funcao de b para diferentes valores de N é
apresentado na Fig. 8.5.

Verificamos que essas curvas podem ser aproximadas pela seguinte expressao:

T(N,b) =N (1 —e M) (8.12)

No contexto do estudo do Cap. 4, também é possivel obter o colapso de dados

para esta curva ao fazermos:

b
5 (8.14)
(8.15)

Esse colapso remete a teoria apresentada no Cap. 4.
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Figura 8.5: O grafico para o valor de T (NN, b) em fungao de b para diferentes valores
de N.

8.3 Conclusao

Em doengas transmitidas por vetores, o niimero de vezes que o vetor se alimenta
(picadas) é um parametro importante quando queremos saber o nimero médio de
individuos que serao infectados. A analogia feita entre a dinamica de transmissao
e o sorteio de bolas de uma urna, possibilitou a resolu¢ao do problema utilizando
conceitos de probabilidade. Apesar dessa abordagem ainda estar em estudo no mo-
mento, a resolucao desse problema aparentemente simples, revelou ser muito rica ao
relacionar geometria multi-dimensional com conceitos de probabilidade e estatistica.
O numero de individuos N estd relacionado a dimensionalidade da hiper-piramide
de Pascal enquanto que o nimero amostragens b tem relagao com a camada dessa
hiper-piramide. Os elementos dessa hiper-piramide: vértices, arestas, faces, etc.
relaciona-se com o numero de microestados para um dado nimero de infectados. A
partir da curva de ajuste dos dados verificou-se que é possivel obter o colapso dessas
curvas, revelando um comportamento padrao que independe de N e b. Algumas
modificacoes ainda podem ser feitas ao considerar “pesos” ao microestados e dessa

forma mimetizar uma mistura nao homogénea entre vetores e hospedeiros.
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Capitulo

Modelo baseado em agentes para a
disseminacao da tuberculose.

De acordo com a Organizacao Mundial de Satude, mais de dois bilhoes de pes-
soas estao infectadas com M. tuberculosis [102], a bactéria que causa a Tuberculose
(TB). Esta doenga é responsavel por mais mortes entre adultos que todas as outras
infecgbes juntas [103, 104]. Portanto, programas eficazes para o controle global da

tuberculose se fazem necessarios.

Modelos matematicos tém sido utilizados para estudar a dinamica de epidemias
como uma tentativa de predizer seus comportamentos e controla-las através de vaci-
nacao e programas de saude publica. A maioria destes modelos descreve o compor-
tamento de uma dada doenca através de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs)
e as transi¢oes entre os estados da doenga considerada sao regidas por taxas [2].
Estas aproximagoes matematicas e computacionais tém sido aplicadas para compre-
ender um grande problema de satde publica: a tuberculose. A fim de auxiliar no
desenvolvimento de politicas de saide piblica, alguns modelos matematicos para
estudo da TB foram implementados. Utilizando EDOs, foram realizadas simulagoes
computacionais para compreender a dinamica de disseminacao da tuberculose assim
como para verificar a prevaléncia e emergéncia da resisténcia a droga devido ao tra-
tamento com antibidticos [104, 105, 106, 107]. Nas referéncias [104, 105, 106, 107],
Blower e seus colaboradores estudaram a prevaléncia da TB sob diferentes regimes
de tratamento. Além do tratamento, também é estudada uma terapia preventiva,
denominada quimioprofilaxia, a qual pessoas sao submetidas enquanto no estado de

laténcia. Esta terapia tem por objetivo evitar o progresso da doenca, impedindo

103
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que o paciente atinja o estado ativo da doenca. Além disso, levam-se em conta a
emergeéncia da resisténcia a droga devido a tratamentos com antibiéticos.

Tomando este modelo baseado em EDOs como referéncia, nés propomos um mo-
delo computacional alternativo baseado em agentes para estudar as dinamicas da TB
e emergeéncia de resisténcia a droga. Nossa aproximagao oferece a possibilidade de
representar explicitamente as heterogeneidades em um nivel individual, permitindo
visualizar os padroes espaciais da disseminacao da TB.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Sec. 9.1, nés apresentamos
o modelo de Blower et al. [104]. A Segao 9.2 é voltada a explicagdo do modelo
baseado em agentes para TB. A implementacao do modelo computacional !, assim

2 s@o discutidos na secdo 9.3. A exploracao do

como alguns resultados obtidos
espaco de parametros é feita na Sec. 9.4 Consideragoes finais e possiveis extensoes

deste modelo sao apresentadas na Sec. 9.5.

9.1 Modelagem da tuberculose

Blower et al. desenvolveram um modelo compartimental da disseminacao da tu-
berculose em uma populagao [104, 105, 106, 107], no qual cada um dos estados da
doencga é definido como um compartimento. Individuos que estao em um mesmo
estado pertencem a um mesmo compartimento, ou seja, suscetivel (X), latente (L;),
infectado de forma latente que recebeu efetivamente quimioprofilaxia (Cyg), infec-
ciosos (7;) e individuos efetivamente tratados (E;). Os subscritos ¢ definem se o
patdgeno é sensivel (1 = 5) ou resistente (i = R) aos antibidticos.

O modelo compartimental consiste de oito equacoes diferenciais ordinarias
(EDOs) que representam a dinamica entre os compartimentos (Ver Refs. [104, 105,
106, 107] para mais detalhes).

Conforme descrito na Ref. [108], a modelagem baseada em EDOs utilizada por
Blower e seus colaboradores apresenta algumas limitagoes, tais como assumir que
a populacao estd bem misturada, i.e., que h4 um movimento homogéneo entre as

subpopulagoes e que cada individuo pode interagir com qualquer outro com a mesma

probabilidade.

! Algoritmo computacional disponibilizado no sitio:sourceforge.net/projects/tuberculosis/files/
?Deste resultado foi publicado o artigo da Ref. [93]
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O modelo para o estudo do espalhamento da tuberculose, proposto neste capitulo,
foi construido utilizando-se a modelagem baseada em agentes, que oferece a possibi-
lidade de representar explicitamente heterogeneidades em nivel individual. Este tipo
de abordagem permite lidar com cada individuo em particular [109, 110, 111, 112],
diferentemente dos modelos de equades diferenciais, em que todos os individuos que
estdo em um mesmo compartimento interagem de forma semelhante, como em uma
interagao de campo médio. Por isso, daqui em diante, substituiremos o termo com-
partimento pelo termo estado, pois estaremos nos referindo ao estédgio da doenca de

um unico individuo.

9.2 Evolucao da doenca

Considera-se [;;, com (i,j) = {1,2,..., L}, um individuo disposto em um sitio
de uma rede quadrada de lado L. O individuo [;; pertence a uma populacao de
tamanho N = L x L e pode ter cinco estados possiveis: I;; € {X, Lg, Lg, Ts, Tg}.
Se I;; = X, o individuo é susceptivel a tuberculose, i.e., nao exposto ao patégeno
que a causa. O individuo [;; = Ly, com k = S, R, estd em um estado de laténcia,
ou exposto a bactéria que causa TB, mas ele(a) nao estd doente. O subscrito k
define se o patégeno é sensivel (S) ou resistente (R) ao antibitico. Por fim, o
individuo I;; = Ty, com k = S, R, é denominado infeccioso, i.e., este individuo
tem tuberculose ativa podendo infectar outros individuos. Individuos podem sofrer
transicoes probabilisticas entre estados do sistema. Os parametros principais que
determinam essas transicoes sao apresentados na Tab. 9.1. As transicoes entre os
estados e suas respectivas probabilidades podem ser vistas no esquema mostrado na
Figura 9.1.

Neste modelo, assumimos que os individuos curados ou mortos sao substituidos
na rede por individuos susceptiveis. Esta substituicao ¢ feita a fim de imitar a taxa
de recrutamento® utilizada em modelos por EDOs [104, 105, 106, 107]. Porém, os
estados curado e morto nao aparecem no esquema da Figura 9.1.

A seguir descrevemos cada estado do modelo e as dinamicas de interacoes entre

eles.

3Refere-se a taxa na qual novos individuos susceptiveis entram no sistema.
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Tabela 9.1: Descricao dos parametros do modelo de disseminacao da tuberculose.

Parametros Definigoes

I probabilidade de morte natural

wr probabilidade de morte devido a tuberculose

P probabilidade de desenvolver tuberculose ativa a partir do estado X

v probabilidade de progresso da doenca em individuos latentes

o probabilidade de uma eficicia na terapia quimioprofilaxia

10) probabilidade de tratamento eficaz para individuos infecciosos

r probabilidade de desenvolver resisténcia a droga durante o tratamento
1 eficdcia relativa do tratamento

nr, proporgao de individuos latentes que sao submetidos a quimioprofilaxia
nr proporcao de individuos infecciosos que sao submetidos ao tratamento

(
(1-p)
-
X
’
_ (1-p)

Figura 9.1: Representacao esquematica da interacao entre os cinco estados da tu-
berculose. Adaptada da Ref. [93]
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9.2.1 Contagio de individuos susceptiveis
Individuos no estado X podem ser infectados com TB devido a presenca de:
(i) vizinhos infecciosos Tg e/ou Tg (infeccao de origem local); e

(ii) individuos infecciosos Ts e/ou Tk no restante da rede (infecgdo de origem

global).

Note que em ambos os casos, somente individuos infecciosos Tg ou T sem trata-
mento podem transmitir a doenca.

A existencia de duas fontes de infecgao significa que uma pessoa pode ser infec-
tada por um individuo vizinho ou um nao-vizinho infeccioso e esses eventos devem
ocorrer a priori com diferentes probabilidades.

A probabilidade local de um individuo no estado X estar infectado com a bactéria

do tipo S ¢ dada por [113]:
Prg=1—(1—fs)"s , (9.1)

onde (s é a infecciosidade da bactéria do tipo S e Np, é o nimero de vizinhos

4

infecciosos™ sem tratamento no estado Tg. Da mesma forma que para Eq. 9.1, a

infeccao local pode também ser causada pela bactéria do tipo R:
Pr,=1—(1-Bg)"tr | (9.2)

onde Br = afis é a infecciosidade do tipo R de bacteria’ e Ny, é o ntimero de
individuos infecciosos sem tratamento no estado Tx. Por fim, a probabilidade de

infeccao local devido aos dois tipos de bactéria é:
Pr=Pr,+ Pr, — P Pry, . (9.3)

Na Eq. 9.3, a avaliagdo da probabilidade local leva em conta a concomitancia dos
eventos (coinfec¢@o), ja que eles nao sdo mutualmente exclusivos. De qualquer forma,
se ocorre coinfeccao, nds assumimos que este individuo esta infectado somente pela

bactéria do tipo R.

‘Em todas as simulacdes, para calcular probabilidades locais, nés consideramos a vizinhanca
de Moore (oito vizinhos) em torno do individuo no estado X.

5 A Bactéria do tipo R possui uma transmissividade mais baixa que o tipo S. Entéo, 0 < o < 1.
Ver Refs. [114].
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Além da probabilidade de ser infectado pelos vizinhos, também héa a proba-
bilidade de contagio devido a individuos com TB no restante da rede. Assim, a
probabilidade global de ser infectado pela bactéria do tipo S é:

T

Pgs = BSW ; (94)

onde T, ¢ o numero total de individuos infecciosos Tg sem tratamento na rede.
Da mesma forma, a contribuicao para a probabilidade global devido a individuos
infecciosos com a bactéria do tipo R é:

Try,

Po = B (95)

onde T, é o numero total de individuos infecciosos T sem tratamento na rede.
Assim, a probabilidade global de se tornar infectado pelos dois tipos de bactéria é

dada por:
Pg:PgS+PgR_PgSPgR' (96)

Novamente, na Eq. 9.6, a avaliacao da probabilidade local leva em conta a concomi-
tancia dos eventos (coinfec¢ao).

As Egs. 9.3 e 9.6 nos dao a probabilidade de que uma infeccao seja causada
por fontes locais ou globais, respectivamente. A intensidade destes efeitos, locais
ou globais, pode ser ajustada pelo parametro A, onde A € [0,1]. A grandeza A é a
intensidade dos efeitos locais de infeccao e, consequentemente, 1 — A esta relacionada
com seus efeitos globais. Dado este parametro, podemos expressar a probabilidade

total de infeccao como combinacgao linear de probabilidades locais e globais:
P=AP:+(1-A)F;. (9.7)

Para um individuo susceptivel X na rede, todas as probabilidades de infeccao
sao calculados utilizando as Eqgs. 9.1-9.7. Em seguida, um nimero aleatério rn €
[0,1] C R é gerado e comparado com a probabilidade total de infeccao (Eq. 9.7). Se
rn < P, a infeccao ocorre; caso contrario, o individuo é mantido no estado X. Se a
infeccao ocorre, um novo nimero aleatério é gerado para escolher se a infeccao sera
causada por fontes locais ou globais. Se rn < AP;/P, a fonte de infecgao é local;

caso contrario, é global.
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Em seguida definimos qual tipo de bactéria, S ou R, é a causa da infeccao.
Conforme mencionado anteriormente, casos de coinfecgao sao considerados como
uma infecgao pela bactéria do tipo R. Portanto, a probabilidade local normalizada
de ser infectado pela bactéria do tipo S é:

Pﬁs(l - PER)

Py = :
© " Pyt Py — PryFr,

(9.8)

A probabilidae normalizada para o patégeno do tipo R é simplesmente ]5[;R =1-
]5[;5, desde que os casos de coinfeccao sejam considerados infeccao do tipo R. Um
nimero aleatorio é comparado com o valor da Eq. 9.8, se rn < Pﬁs a infeccao é
localmente causada pela bactéria do tipo S; caso contrério, é causada localmente pela
bactéria R. De uma forma similar, se a infeccao é de origem global, a probabilidade
normalizada de ser infectado pela bactéria do tipo S é:

Pgs(l - PGR)

pg — )
g PQS+PQR_PQSPQR

(9.9)

e Pg, =1 — Pg,. O valor obtido na Eq. 9.9 é comparado com um nimero aleatério.
Se rn < Pgs a infeccao é devido a bactéria do tipo S, e, caso contrario do tipo R.

Ainda h& duas possibilidades para uma mudanca de estado:

(i) ir diretamente para o estado infectado (tuberculose ativa) T} (k = S, R) com

probabilidade p ou

(i) entrar no estado latente Ly (k = S, R) com probabilidade 1 — p.

9.2.2 Individuos latentes

Individuos no estado latente sao apenas portadores do patogeno e nao transmi-
tem a doenca. Se o patdgeno é detectado nesse estado, os individuos podem ser
submetidos a quimioprofilaxia que pode eliminar tais patogenos.

Em nosso modelo, uma proporg¢ao dos individuos latentes, ny, é escolhida alea-

toriamente para receber quimioprofilaxia. Durante a terapia, os individuos podem:
(i) ser curados com probabilidade o, deixando o estado Lg para o estado X;

(ii) progredir para um dos estados infecciosos, Ts ou Tg, com probabilidade v; ou
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(iii) permanecer no estado latente.

Individuos latentes que chegaram ao fim da terapia mas nao foram curados, permane-
cem latentes. Os outros individuos latentes, os quais nao recebem quimioprofilaxia,

podem:
(i) progredir para um dos estados infecciosos com probabilidade v;
(ii) permanecer no estado de 1 — v.

Note que a quimioprofilaxia nao surte efeito em individuos latentes com o tipo
resistente da bactéria(R). Assim, mesmo sob quimioprofilaxia, a taxa de permanén-
cia ou progressao de individuos para outros estados é a mesma para individuos que

nao estao recebendo quimioprofilaxia.

9.2.3 Individuos infecciosos

Individuos infecciosos estao no estado ativo da TB e podem transmitir o pato-
geno. Existem dois estados diferentes para estes individuos: Tg, para aqueles que
carregam o tipo de bactéria sensivel ao antibidtico, e T, para aqueles que possuem
a bactéria resistente ao antibidtico.

Uma porc¢ao, ny, de individuos infecciosos sao aleatoriamente escolhidos para

¢ os individuos

receber tratamento com antibidticos. Em cada passo da simulagao
que estao nos estados Ts e Tk podem morrer de tuberculose com probabilidade pr,
independentemente de estar sob tratamento ou nao.

Individuos Ts que estao sob tratamento podem:
(i) ser tratados com sucesso, eliminando a infeccio com probabilidade’ (1 — 7)¢;

(ii) desenvolver resisténcia a droga devido a probabilidade de fracasso do trata-

mento ¢ [115, 116];

(iii) alcangar o fim do tratamento sem eliminar a infecgdo, mas também sem de-

senvolver resisténcia a droga, permanecendo no estado 7.

SIntervalo de tempo de Monte Carlo.
"Note que a probabilidade de tratamento eficaz ¢ é alterada dependendo do valor da probabi-
lidade de fracasso do tratamento r.
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Para individuos no estado T, o procedimento é o mesmo descrito acima, mas o
tratamento com antibiéticos para linhagens resistentes da bactéria tem uma menor
eficdcia em relagdo aos casos envolvendo bactérias sensiveis as drogas [104]. Em
nosso modelo, a eficacia relativa é ajustada pelo parametro d, i.e., a probabilidade

de cura dos pacientes Tk sera dada pelo produto d¢ com 0 < § < 1.

9.3 Implementacao numérica e resultados

No tempo t = 0, somente individuos suscetiveis, X, e infectados com o tipo sensi-
vel da bactéria, T, estao presentes na rede L x L. O nimero inicial de individuos Tg
representa 20% da populagao total e sua distribui¢ao na rede é aleatéria e uniforme.
A rede é atualizada de forma sincrona, i.e., esta atualizacdo ocorre ao mesmo tempo
para todos os individuos e é feita apds todos os individuos serem testados durante
cada passo da simulacao.

Os valores dos parametros utilizados nas simulagoes numéricas sao: L = 317,
a = 4/5, ny = 1/10, ny = 3/5, pp = 2,74 x 107*/dia, u = 3,65 x 107°/dia,
p=1,37 x 107*/dia, v = 3,13 x 107°/dia, By = 2,47 x 1073 /dia, ¢ § = 7/10. Os
parametros restantes: ¢, o, r and A possuem um valor especifico para cada cenario
e seus valores sao atribuidos em cada caso. Ressaltamos que estes valores foram
ajustados para que cada passo da simulacao representasse um dia.

A fim de ilustrar a distribuicao espacial dos individuos na rede, assim como
a evolugao no tempo do sistema. as Figs. 9.2a-9.2d mostram as configuracoes da
rede em quatro instantes diferentes, t = 0, t = 199, ¢t = 220 e t = 300 anos. Na
Fig. 9.2a, o sistema é mostrado em ¢t = 0 onde pode-se ver somente individuos X
(verde) e Tg (vermelho). Como mencionado acima, a quantidade de individuos T é
20% da populagao local. O sistema nao envolve intervencao de saide piblica (sem
tratamento da TB) até o 199? ano, o qual é plotado na Fig. 9.2b. Neste estagio,
trés estados podem ser vistos na rede: X (verde), Lg (amarelo) e Ts (vermelho). A
reducao da quantidade de Ts é causada devido a morte de individuos doentes, uma
vez que nao ha tratamento com antibidticos. Na mesma figura, também pode ser
vista uma grande quantidade de individuos latentes, o que pode ser explicado pela

ausencia de tratamento com antibiéticos e quimioprofilaxia.
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(d) =300

Figura 9.2: Configuragoes da rede em quatro instantes diferentes. Cada cor repre-
senta um estado: verde, X; amarelo, Lg; laranja, Lg, vermelho, Ts; e rosa, Tg. Os
parametros da simulac¢do sao: L = 100, np = 3/5, np, = 1/10, ¢ =1/2, 0 =1/5 e
r = 9/10.Adaptada da Ref. [93]

O tratamento com antibiéticos e quimioprofilaxia se iniciou no primeiro dia do
200? ano. Entao, a fim de visualizar o efeito dessa intervencao na satde piblica, na
Fig. 9.2c pode-se observar a configuragao do sistema no 2200 ano, i.e., 20 anos apos
o inicio da intervencao. Como esperado, a quantidade de individuos Ts diminuiu
drasticamente devido ao tratamento com probabilidade de 50% de eficdcia de cura

(¢ =1/2). Também hé diminui¢ao da quantidade de individuos Lg devido & menor



9.3 - Implementacao numérica e resultados 113

100000 . . . . ; . .
S Ts (t=0): 2_)2/0
& 90000 |- 10% - .
w jo] o 7/ u—
S 80000 | 20000 ———————— oot )
1 100%
5 15000 F 1
o - g ]
g 70000
< L = J
S 0000 | 10000 ¢~ b )
o | e -
S | 5000 |- 1 il
S 50000 I
S 40000 | 0 P .
= 0 20 40 60 80 100
g 30000 Tempo (anos) i
o]
& 20000 | .
Q
<_§ 10000 | |
.g 0 1 1 1 1 1 1
—_ 0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo (anos)

Figura 9.3: Evolucao de tuberculose em um modelo de rede representando 400 anos,
para proporcoes iniciais diferentes de individuos infecciosos com o tipo s de bactéria,
Ts(t = 0). O sistema evolui apenas com interagoes locais (A = 1). Inset:um zoom
para o periodo do ano 0 até o 100. Tratamento e quimioprofilaxia nao sao aplicados
durante toda a evolucao do sistema.Adaptada da Ref. [93]

quantidade de pessoas Ts (fonte da infegao) e a resposta & quimioprofilaxia. Outra
consequéncia do tratamento com antibidticos é a emergéncia de resisténcia a droga,
i.e., a emergéncia de individuos Lg (laranja) e Ty (roxo).

Por fim, na Fig. 9.2d, no 300° ano, o sistema alcanca o estado estacionario.
Casos de tuberculose causada pela bactéria do tipo S nao ocorrem mais devido
ao tratamento com antibiéticos. Por outro lado, o uso dessas drogas causaram a
emergéncia de resisténcia a droga. Ambos efeitos podem ser vistos nesta figura: a
quantidade de individuos X ¢é maior que nos periodos passados e os casos Lr e Tr

de tuberculose estao presentes na rede.

Nas Figs. 9.3 e 9.4, pode-se ver a evolucao do sistema durante 400 anos para
diferentes proporcgoes iniciais de individuos infectados com o tipo s de bactéria. Os
valores sao Ts(t = 0) = {1%, 5%, 10%, 20%, 50%, 100%} de uma populacao total de
10° individuos. Nessas simulacdes ndo hé tratamento (ny = 0) nem quimioprofilaxia
(ny, = 0). Por isso, as curvas dos estados estaciondrios sao os estados endémicos da
tuberculose sem a intervengao dos sistemas de saide. Também nas Figuras 9.3 e

9.4, é evidente que o estado endémico nao depende das condicoes iniciais do sistema.
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Figura 9.4: Evolucao da tuberculose em um modelo de rede representando 400 anos,
para diferentes proporcoes iniciais de individuos infecciosos que possuem o tipo S
de bactéria, Ts(t = 0). O sistema evolui somente com interagoes globais (A = 0).
Inset: ampliacao para o periodo do ano 0 até o 100. Tratamento e quimioprofilaxia
nao sao aplicados durante toda a evolugao do sistema.Adaptada da Ref. [93]

No entanto, o tempo transiente para atingir os estados estacionarios depende da
condigao inicial de Ts(t = 0). A comparagao entre essas figuras mostra que o tempo
para atingir o estado estacionario é maior quando assumimos apenas interagoes
locais (A = 1) na Fig. 9.3. Quando somente interagoes locais sao levadas em conta a
disseminacao da doenca ¢ limitada a vizinhanca de individuos suscetiveis. Por outro
lado, quando somente interagoes globais estao presentes (Fig. 9.4), o conjunto de
individuos suscetiveis sujeitos a ser infectados é maior, acelerando a disseminacao

da TB.

A evolugao da tuberculose durante 500 anos é mostrado na Fig. 9.5. A partir do
primeiro dia do ano 0 até o tltimo dia do ano 199 ano, nao ha tratamento (ny = 0)
ou quimioprofilaxia (ny = 0). Entdo, o sistema pode ir para um estado endémico
de tuberculose sem intervencao. Do primeiro dia do 200° ano, o tratamento com
antibiéticos é introduzido com uma proporcao de individuos sob tratamento igual a
ny = 6/10 e 95% de eficdcia (¢ = 95/100). Também ¢ introduzida a terapia com
quimioprofilaxia com ny, = 1/10 e 58% de eficdcia (o = 58/100). Na Fig. 9.5, dois

efeitos se tornam aparentes assim que o tratamento e a quimioprofilaxia comegam:
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Figura 9.5: Evolucao da tuberculose no modelo de rede, representando 500 anos.
Tratamento e quimioprofilaxia comecam no ano 200. Inset: Ampliacao do periodo
dos anos de 190 a 300. Os parametros da simulagao sdo: ny = 3/5, ny, = 1/10,
¢ =95/100, o = 58/100, r = 1/10 e A = 1. Adaptada da Ref. [93]

(i) um caimento abrupto no nimero de individuos Ts devido a alta eficiéncia do

tratamento;

(ii) emergéncia da resisténcia as drogas, devido 10% de probabilidade de falha do

tratamento (r = 1/10).

O inset da Fig. 9.5 mostra uma ampliagao do periodo entre o 190° e o 300° ano.
Neste, pode ser visto que os casos de tuberculose sensivel aos antibiéticos (Ts) desa-
parecem por volta de 60 anos apos o inicio de tratamento. Assim que o tratamento
se inicia, devido a probabilidade de fracasso do tratamento, r, emerge uma resistén-
cia a droga e ha um pico no nimero de individuos T entre o 201° e o 205° ano.
A emergéncia de casos T depende do fracasso no tratamento dos casos Ts. Assim,
inicialmente, a quantidade de individuos Ts é maior, o que cria um grupo de indi-
viduos Ts a serem convertidos em casos Tg. Depois de alguns anos, assim que os
individuos Ts diminuem, a quantidade de casos Tk também diminui, e o pico mos-
trado na figura converge para um estado endémico estavel. Lembre-se que os casos
Tr sao curados com uma eficiéncia relativa aos casos Ts definidos pelo parametros 9.

E entao esperado que individuos infecciosos Tk permanecam na populagao, mesmo
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Figura 9.6: Evolucao da tuberculose durante 300 anos com tratamento e quimi-
oprofilaxia iniciando no ano 200 para dois conjuntos de parametros. Conjunto 1:
nr =3/5,ny, =1/10, ¢ = 95%, 0 = 58%, r = 1/10 e A = 1. Conjunto 2: ny = 3/5,
np=1/10, ¢ =1/2, 0 =1/5,r =1/2 ¢ A = 1. Adaptada da Ref. [93]

no caso de tratamentos de alta eficacia.

A fim de checar o impacto do uso de antibidticos na evolucao das dinami-
cas de tuberculose, nos testamos duas situacoes com dois conjuntos de parame-
tros: conjunto 1 = {¢ = %95,0 = %58,r = 1/10,A = 1} e conjunto 2 =
{¢p = 1/2,0 = 1/5,r = 1/2eA = 1}. A evolugdo da TB para esses casos sao
representados na Figura 9.6.

O primeiro conjunto de parametros com ¢ = 95%, 0 = %58 e r = 1/10 representa
um sistema de saide em um pais desenvolvido. A eficacia do tratamento e da
quimioprofilaxia é alta e combinados com uma baixa probabilidade de emergéncia
de resisténcia a droga. Nesta primeira situacao tem-se a cura para 100% dos casos Ty
em 60 anos depois do inicio do tratamento, com um nivel endémico baixo e estavel

para os casos Tg.

Por outro lado, o segundo conjunto de parametros representa um sistema de
saude em um pais em desenvolvimento, com baixa eficicia de tratamento e quimi-
oprofilaxia em comparacao aqueles de um pais desenvolvido, combinado com 50%
de probabilidade de fracasso do tratamento. Nessa segunda situacao, até 100 anos

depois do inicio do tratamento, varios casos de individuos infecciosos T ainda per-
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Figura 9.7: Evolugao da tuberculose durante 300 anos com tratamento e quimio-
profilaxia comeg¢ando no ano 200 somente com interacoes locais, A = 1, e somente
com interagoes globais, A = 0. A série de tempo a partir do ano 0 até o 299 foi
omitida. Somente casos Tg sao mostrados nessa figura. Inset: estado estacionario
para individuos Ts do 250° ao 300°ano. Os parametros sao: ¢ = 1/2, 0 = 1/5 e
r = 1/2.Adaptada da Ref. [93]

manecem na populacao. Além do grande predominio de casos T devido a baixa
eficicia da intervengao (¢ = 1/2, 0 = 1/5 e r = 1/2), a emergéncia de resisténcia a
droga é muito alta. Portanto, a baixa eficicia das estratégias do sistema de sauide
nao resolvem o problema de casos de TB com o tipo S de bactéria. Além disso, ela
cria um novo e mais grave problema que é um grande predominio de casos de TB

com bactérias do tipo R.

O parametro A controla a intensidade entre efeitos locais e globais. Portanto, a
fim de verificar a influéncia deste parametro na dinamica do sistema, nés mostramos
nas figuras 9.7 e 9.8 o estado estacionario para Tg e Tk, respectivamente, para dois

casos: A =1 (somente efeitos locais) e A = 0 (somente efeitos globais).

A figura 9.7 descreve a evolugao do sistema durante 300 anos com tratamento
e quimioprofilaxia comegando no ano 200. Nesta figura, sao exibidas duas curvas
para casos Ts, uma somente para as interacgoes locais (quadrados vazios) e outra
somente para interagoes globais (quadrados cheios). A parte superior da Fig. 9.7 é

uma ampliagao da regiao dos anos 250 até o 300. Ele mostra o estado estacionario
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Figura 9.8: Evolugao da tuberculose durante 300 anos com tratamento e quimio-
profilaxia iniciando no ano 200 somente com interacoes locais, A = 1, e somente
interacoes globais, A = 0. A série de tempo dos anos 0 ao 299 esta omitida. So-
mente casos Tg sdo exibidos nessa figura. Os parametros sao: ¢ = 1/2, 0 = 1/5,
r =1/2.Adaptada da Ref. [93]

dos casos Ts para A =1 e A = 0. Quando somente as interacoes locais sao levadas
em conta (A = 1), é evidente que o estado endémico é mais elevado nos casos nos
quais estao presentes somente as interagoes globais (A = 0).

A Figura 9.8 apresenta casos Tg para somente interagoes locais e somente inte-
racoes globais, do 200° ao 300° ano, em ambas as curvas. A quantidade de casos Tg
depende do conjunto de individuos Ts disponiveis cujo tratamento fracassou. entao,
como os casos Ts sdo maiores para interagoes locais somente (A = 1), a quantidade
de casos Tr sera também mais elevada.

O motivo pelo qual somente interagoes locais (A = 1) favorecem um predominio
maior de casos Ts e Ty pode ser compreendido observando a Fig. 9.9. Esta figura
retrata a evolugao no tempo da probabilidade média local, (P),e da probabilidade
média global, (FPg) avaliada pelas Eqs. 9.3-9.6, respectivamente. No tempo ¢, a
probabilidade local, P.(i,7) é calculada para todos os individuos X dispostos nas

coordenadas (i, j)da rede. Entao, todas as probabilidades sdo somadas, Z Pr(i, )
(4.9)
e divididas pelo niimero total de individuos X. O mesmo procedimento é realizado

para o calculo da probabilidade local Pg(i, j).
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Figura 9.9: Evolucao no tempo da probabilidade média para interacoes locais, P, e
globais, Pg. Quadrados: média (P;); triangulos: média (Pg). Os parametros usados
sao: ¢ =1/2, 0 =1/5,r=1/2 e A = 1. Adaptada da Ref. [95]

A figura 9.9 mostra claramente que a probabilidade média local é maior que a
probabilidade média global durante a evolucao do sistema. Os valores (Pr) > (Pg)
explicam porque nas Figs. 9.7 e 9.8 os estados endémicos para ambos os casos T e

Ty sao maiores para a situagdo com interagoes locais apenas (A = 1).

Como ja foi definido na Secao 9.2, os parametros o e ¢ sao a probabilidade de
eficacia da terapia com quimioprofilaxia e a probabilidade de eficacia do tratamento
para individuos infecciosos, respectivamente. Em nosso modelo, esses parametros
sao ajustados a fim de simular diferentes situacoes acerca da eficacia da terapia com
quimioprofilaxia e tratamento com antibiéticos. Em outras palavras, isto significa
que o e ¢ sao predeterminados ao invés de ser consequéncia da dinamica do sis-
tema. Assim, ny, a proporcao de individuos infecciosos que recebem o tratamento e
nr, a proporcao de individuos latentes que recebem quimioprofilaxia, servem como

controle do ponto de vista da intervengao do sistema de saude.

Na Fig. 9.10 pode-se ver o estado endémico da TB como fun¢ao da proporcao
de individuos infecciosos que recebem tratamento, ny. Os valores apresentados na
figura sao referentes ao 220° ano, i.e., 20 anos apds o inicio do tratamento e da

quimioprofilaxia. Para todos os valores de ny, a proporcao de individuos latentes
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Figura 9.10: Casos Ts e Tr como funcao da proporcao de individuos infecciosos que
recebem tratamento, ny. Os valores apresentados na figura sao referentes ao 220°
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Figura 9.11: Casos Ts e T como funcao da proporcao de individuos latentes que
recebem quimioprofilaxia, ny. Os valores apresentados na figura sao referentes ao
220° ano. O tratamento e quimioprofilaxia sao iniciados no ano 200. Parametros
usados: np =3/5, ¢ =1/2, 0 =1/2,r=1/2 e A = 1. Adaptada da Ref. [93]
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que recebem quimioprofilaxia é mantida constante, n;, = 1/5.

Quando nao ha individuos sob tratamento no sistema, ny = 0, o predominio de
casos de TB com o tipo S de bactéria é bem elevado. Mas nao ha casos envolvendo o
tipo R da bactéria, porque a emergéncia de bacilos resistentes é devido ao fracasso do
tratamento. A medida que a proporc¢ao de individuos sob tratamento aumenta, casos
Tr emergem e ha um pico por volta de ny &~ 3/20. Por outro lado, para ny > 3/20,
a quantidade de individuos Ts que sao curados aumenta, consequentemente, os casos
de T tém que diminuir. Todavia, até para ny = 1, i.e., todos os individuos doentes
estao sob tratamento, ainda ha casos remanescentes de Ts e Tr. Este comportamento
¢ uma consequéncia da probabilidade de eficacia de tratamento para individuos
infecciosos ¢ < 1.

O gréfico do estado endémico da TB como funcao da proporcao de individuos
latentes que recebem quimioprofilaxia, ny, pode ser visto na Fig. 9.11. Os valores
apresentados na figura sao referentes ao 220° ano, i.e., 20 anos apés o inicio do tra-
tamento e quimioprofilaxia. Para todos os valores de ny, a proporcao de individuos
infecciosos que recebem tratamento, nr, é mantida constante e igual a 3/5.

Na Fig. 9.11 pode-se ver que o total de casos Ts e Tk diminui a medida que
ny, aumenta. Ha dois resultados interessantes que podem ser vistos nesta figura. O
primeiro resultado é que para n; ~ 38/100, a populagao é livre de casos Ts. Em
outras palavras, quando somente 38% (n;, = 38/100) dos individuos latentes da
populacao recebem quimioprofilaxia, o tipo S de bactéria desaparece. Isto sugere
que as politicas de saide publica deveriam atentar mais para a prevencao da TB,
assim que a M. tuberculose fosse detectada em uma pessoa. O segundo resultado
diz respeito ao caso estaciondrio e mostra que ha predominio de casos Tx para
ny > 9/50. Este comportamento é explicado porque em nosso modelo a terapia com

quimioprofilaxia nao tem efeito em individuos latentes com a bactéria R, Lg.

9.4 Exploracao do espaco de parametros

Apresentamos aqui os resultados obtidos a partir da exploracao do espaco de
parametros. Todos os valores apresentados nos graficos sao médias de 30 realizagoes.

Os parametros fixos utilizados nas simulacdes sdo: L = 317, up = 2,74 x 10~*/dia,



122 9 - Modelo baseado em agentes para a disseminacao da tuberculose.

p = 3,65 x 107°/dia, p = 1,37 x 107*/dia, v = 3,13 x 107°/dia e Bg = 2,47 x
107?/dia.

A eficacia do tratamento, ¢, depende basicamente da politicas publicas de satude.
Geralmente os paises mais desenvolvidos sao os que mais investem em satide. Assim,

o parametro ¢ é associado ao nivel de desenvolvimento do pais.
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Figura 9.12: Lg e Ly casos como fungao de ny, para paises desenvolvidos (¢ = 95%)
e em desenvolvimento (¢ = 1/2). Parametros: r =1/2, § =4/5 e np = 3/5.

Nos graficos das Figs. 9.12a-9.12d, podemos observar a incidéncia anual dos ca-
sos latentes Lg e Lg, como funcao da proporcao de individuos latentes que recebem
quimioprofilaxia, ny. Os graficos das Figs. 9.12a €9.12b descrevem a incidéncia
dos casos latentes com bactéria tipo S como funcao de n; para paises desenvol-
vidos e em desenvolvimento, respectivamente. Ambos os graficos apresentam um
comportamento similar, com excecao do caso ny ~ 0. Uma vez que a eficidcia da
quimioprofilaxia nao depende do valor de ¢, é esperado que o resultado seja o mesmo

tanto para paises desenvolvidos quanto para paises em desenvolvimento. Para valo-
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res de ny, > 1/10, a quantidade de individuos latentes se anula independentemente
do valor de o. Assim, para os casos de laténcia com patdgenos sensiveis, a quimio-
profilaxia tem um impacto maior na eliminagao das bactérias. O nimero de casos
de laténcia com bactéria tipo R como fungao de ny podem ser vistos nos graficos
das Figs. 9.12c e 9.12d. Em nosso modelo, a quimioprofilaxia nao remove a bactéria
tipo R, independentemente da eficacia o. Assim, a medida que nj cresce, apenas
individuos Lg sao curados, e individuos L permanecem na populagao. No processo
de contéagio, a competicao entre as linhagens S e R desaparece. Por esta razao, em

paises desenvolvidos e em desenvolvimento, a eliminacao dos patogenos S devido a

quimioprofilaxia ajuda a disseminagao da linhagem tipo R.
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As Figs. 9.13a - 9.13d mostram os casos infecciosos de tuberculose, Ts e T, como
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desenvolvido ou em desenvolvimento é determinado pela eficacia do tratamento, ¢.
Para os casos T, nas curvas das Figs. 9.13a e 9.13b, independentemente dos valores
de o, a eliminagao total da doenga ocorre para ny ~ 1/10, para paises desenvolvidos
e em desenvolvimento Este fenomeno é explicado pelo fato da quimioprofilaxia curar
rapidamente individuos no estado latente Lg. Dessa forma, a progressao da doenca
do estado latente para o infeccioso é interrompido. Considerando um valor fixo de
nr, o aumento de o reduz a incidéncia anual da doenca. Por sua vez, os nimero de
casos T mostrados nos gréaficos das Figs. 9.13c e 9.13d, tendem a crescer quando np,
¢ aumentado. Como mencionado acima, a quimioprofilaxia cura apenas individuos
latentes com patogeno tipo S. Por esta razao, quando nj cresce, a quantidade
de individuos latentes L também cresce. Consequentemente, a taxa de progressao
para o estado infeccioso T também cresce. A incidéncia anual de casos Tk apresenta
valores maiores para paises em desenvolvimento, conforme mostrado na Fig. 9.13d.
Uma taxa de eficdcia de tratamento menor, ¢ = 1/2, favorece a emergéncia de

resisténcia as drogas e, consequentemente, a dispersao da linhagem resistente.
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o=1/5en,=1/10.

Os graficos das Figs. 9.14a e 9.14b mostram os casos Ts e Tk em funcao da
proporcao de individuos infectantes que recebem tratamento, ny. Em ambos os gra-
ficos, curvas diferentes representam trés eficdcias diferentes de tratamento:¢p = 1/2,
¢ = T7/10 e ¢ = 9/10. Para esclarecimento, um detalhe da faixa ny = 3/5 até

nr = 9/10 na Fig. 9.14b. Nas curvas das Fig. 9.14a vemos que quando ny aumenta,
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a quantidade de individuos Ts diminui. Para os trés valores de eficacia do trata-
mento, todos os casos T sao eliminados para ny ~ 1/5 Um resultado esperado
mostrado nesta figura é que quanto maior ¢, mais rapido é o declinio de individuos
Ts na populagao. Os casos resistentes a drogas, Tk, em funcao de ny, podem ser
vistos nos graficos da Fig. 9.14b. Note que para as trés curvas, a emergéncia de
resisténcia as drogas possui um pico em ny ~ 1/20 A conbinacao de dois efeitos
concorrentes explicam este pico nas curvas da Fig. 9.14b: a quantidade de indivi-
duos Ts na populacao e a probabilidade de falha no tratamento, r¢. Aumentando
ny, aumentamos o numero de individuos sob tratamento. Assim, o niimero de falhas
no tratamento também aumenta,i.e., emergéncia de resisténcia as drogas é maior.
Portanto, mesmo que os casos de Ts sejam reduzidos, o nimero de casos de indivi-
duos Tx é aumentado. Este comportamento ocorre na regiao 0 < ny 5 1/20. Para
nr % 1/20, os casos Tg sao eliminados rapidamente. Novamente, quanto maior ny,
maior a quantidade de individuos T sob tratamento que sao curados. Neste caso,
o numero de individuos T (Fig. 9.14a) é reduzido a valores que nao favorecem um
aumento na emergéncia de resisténcia as drogas.

O parametro A € [0,1] ajusta a combinagao de efeitos locais e globais. O im-
pacto de efeitos locais e globais na disseminacao da TB para paises desenvolvidos e
em desenvolvimento sao mostrados na Fig. 9.15. Neste grafico, A varia de A = 0,
somente efeitos globais, até A = 1, somente efeitos locais. Ambas as curvas apresen-
tam um comportamento similar, i.e., a incidéncia de Tk decresce quando A cresce.
Este comportamento claramente indica que efeitos locais sao mais importantes no

processo de contégio.

9.5 Conclusao

Neste capitulo propusemos um modelo baseado em agentes para a disseminacao
da tuberculose e emergéncia de resisténcia a droga devido ao uso de antibidticos.
O modelo é baseado nas interagoes entre individuos dispostos nos sitios de uma
rede quadrada. Diferentemente dos modelos baseados em equagoes diferenciais, a
estrutura espacial é levada em conta neste modelo. Estes individuos podem estar em

um dos cinco estados da doenga: suscetivel (X), latente com o tipo S da bactéria
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(Lg), latente com o tipo R da bactéria (Lg) e, tuberculose ativa com o tipo S (Ts)
e tipo R (Tg)da bactéria. Essa simulagdo numérica permitiu lidar com o problema
com mais refinamento que modelos ja existentes baseados em equacoes diferenciais
além de ser validada pela reproducao de resultados ja conhecidos na literatura.

Simulagoes para diferentes regimes de tratamento foram testados. Estes diferen-
tes regimes mostraram como tratamentos ineficientes podem criar condigoes para a
emergeéncia de resisténcia a droga. Também mostramos como a localidade e nao-
localidade (interagoes locais ou globais) interferem no modelo, resultando em pre-
dominio de diferentes compartimentos na populagao. Uma vez que o modelo tem
estrutura espacial, os diferentes padroes de disseminacao de TB podem ser visuali-
zados a qualquer momento da evolugao do sistema.

Ha& varias possibilidades para estender o modelo aqui apresentado. Uma modi-
ficacao direta, seria incluir um estado de coinfecgao da tuberculose. Dessa forma,
individuos poderiam ser infectados com os tipos S e R da bactéria simultaneamente,
o que gera um novo estado Tsr. Uma segunda modificagao possivel consideraria mu-
dancas na topologia das redes nas quais os individuos estao dispostos. Poderiamos
estudar a disseminacao da tuberculose em que os contatos entre os individuos seriam,

por exemplo, em redes do tipo mundo pequeno ou livre de escala [117].
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Uma variagao mais sofisticada desse trabalho estaria focado na emergéncia de
resisténcia a drogas através do desenvolvimento de um modelo intra-hospedeiro.
O estado de cada individuo nao seria definido por transigoes relacionadas a certas
probabilidades, mas ao nimero e tipo de patogenos que ele possui. No caso da
tuberculose, estados latentes e infecciosos seriam determinados pela quantidade de
patogenos em cada um dos individuos.

Apresentamos também a exploracao do espaco de parametros. As simulagoes
mostram a dependéncia do niimero de individuos infectantes em cenarios de paises
desenvolvidos e em desenvolvimento. Mesmo investimentos pequenos sao suficientes
para reduzir consideravelmente o nimero de individuos infectantes. Porém, como
a quimioprofilaxia possui eficdcias diferentes para os dois tipos de linhagens (R e
S), nao eliminando o tipo R, ocorre um aumento do ntimero de individuos latentes
com tipo R com aumento do nimero de individuos sob tratamento. Este efeito é
mais evidente em paises em desenvolvimento do que naqueles com nivel maior de

desenvolvimento.
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Capitulo

Conclusao

A elaboracao de um modelo que reproduz resultados de determinado sistema é
de fundamental importancia quando o objetivo é compreender os mecanismo que
levam esse sistema a ter um determinado comportamento. Gragas a modelagem, é
possivel fazer previsoes permitindo um controle maior dos processo envolvidos. Além
disso, podem revelar comportamentos padroes e até mesmo relacionar diferentes
areas do conhecimento em um mesmo formalismo. Aplicacées de um mesmo modelo
em diferentes contextos podem agregar uma tunica teoria fundamental, revelando
aspectos simples e singulares da natureza.

Modelos generalizados e seus parametros de generalizagao possibilitam o ajuste
dos dados. Tais parametros podem ter significados intimamente relacionados aos
mecanismos do problema estudado. Em modelos de uma espécie, mostramos que
o parametro de generalizacao ¢ do modelo de Richards pode ser relacionado com a
estrutura fractal das ramificagdes sanguineas. Ao atribuir este significado empirico a
q, relacionamos o comportamento da curva de crescimento com principios anatomicos
que regem o crescimento dos seres vivos.

A remocao ou insercao de individuos de uma populacao pode ser modelada a
partir de uma taxa extrinseca de crescimento. Esta taxa é responsavel por provocar
transicoes entre sobrevivencia e extincao da populagao. O caso da extingao é parti-
cularmente interessante quando buscamos eliminar células de tumores. A partir de
um modelo microscopico é possivel obter uma interpretagao microscopica do para-
metro de generalizagao do modelo de Richards. Isso possibilita caracterizar curvas
de crescimento de tumores de acordo com suas caracteristicas fisicas. Nesse con-

texto, podemos utilizar conceitos de transicao de fase e expoentes criticos de forma

129
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a obter grandezas relevantes em protocolos de tratamento de tumores.

A relagao da taxa extrinseca de crescimento com a capacidade de suporte permite
considerar toda influéncia externa como uma modificagao no ambiente, provocando
um aumento ou diminui¢ao na populacao maxima. Algumas particularidades sao re-
veladas com esse resultado. O modelo de Gompertz por exemplo, é o tinico que pode
incorporar totalmente a taxa extrinseca de crescimento na capacidade de suporte.
Nesse caso, tanto o estado estacionario quanto a evolugao do sistema sao idénticos se
olhamos para o problema sob a perspectiva da retirada de individuos da populagao
ou simplesmente de uma limitacao do ambiente. Ao considerar as taxas intrinseca e
extrinseca dependentes do tempos é possivel abordar modelos de dinamica de duas

espécies assim como modelos estocasticos, em que o ruido é um fator relevante.

Usando a funcao de escala apropriada, todos os modelos considerados podem ser
escritos como um modelo linear simples. Até mesmo quando uma taxa extrinseca de
crescimento é incluida nos modelos, o colapso de dados permanece. Esta taxa extrin-
seca pode representar a aproximacao de campo médio da interacao entre espécies.
Assim, podemos inferir que o colapso de dados é valido para modelos com multiplas
espécies. Ao considerar também esta taxa como um termo de estocasticidade nos
modelos, como um ruido aditivo ou multiplicativo, conjecturamos que os modelos

estocasticos também apresentam colapso de dados.

No modelo de Lotka-Volterra competitivo, podemos obter os diferentes regimes
ecologicos, i.e. neutralismo, comensalismo, amensalismo, competicao, predacao e
mutualismo a partir dos parametros de interacao €; e €;. Tais regimes podem ser
classificados de acordo com o produto desses parametros. Se este termo se anula,
pelo menos uma das espécies se torna independente da outra. Se e;e5 > 0, tem-se
mutualismo (ambos positivos) ou competicao (ambos negativos). Para e;es < 0, tem-
se a predacao. O nivel coletivo é obtido a partir da estabilidade da solucao de estado
estacionario, de onde se obtém trés fases: a extingao de uma espécie (¢; < —1), a
coexisténcia de espécies e uma fase proibida (€5 > 1/€;). Embora o modelo estudado
tenha sido considerado em outros casos isolados, esse estudo revela um aspecto mais
geral de um conjunto de equagoes matematicas simples, que representam cenarios
ecoldgicos muito ricos que podem ser descritos analiticamente. Este formalismo pode

ser aplicado para modelar tratamento de cancer a partir de virus replicantes. As
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solucoes analiticas obtidas podem fornecer informacoes a respeito da populacao de
células cancerosas no tempo transiente, possibilitando uma melhora no planejamento

do tratamento.

Assim como os modelos de uma espécie, os de duas espécies podem ser generali-
zados usando o modelo de crescimento tipo Richards. A generalizacao do modelo de
Lotka-Volterra competitivo modifica as solugoes do estado estacionario nos diferentes
regimes ecoldgicos abrangendo um niimero maior de possiveis situacoes permitindo
uma descri¢ao mais realista dos regimes ecoldgicos envolvendo duas espécies. Nesse
caso geral, dependendo do valor do parametro de generalizacao ¢, nao existe coe-
xisténcia no regime de competicao e pode haver extincao de uma das espécies no
regime de mutualismo. No regime de predacgao, a extin¢ao do predador é possivel
de acontecer, desde que que a condicao inicial do sistema seja favoravel a presa.
Ainda neste regime, é possivel fazer uma distin¢ao entre predagao forte ou fraca.
Além disso, a magnitude de ¢ regula a sensibilidade das espécies aos parametros de

interacao €; e €y, tornando-as mais sensiveis quanto maior o valor do moédulo de q.

O formalismo de equacoes diferenciais pode ser usado para modelar a dinamica
de transmissao de doencas. Solugoes analiticas de modelos de uma e duas espécies
sao as mesmas quando consideramos modelos de disseminacao de doencas. Ao con-
siderar o efeito de reforco, o modelo de disseminacao da dengue para dois sorotipos
permite obter as curvas de epidemia de sua forma hemorragica. Esses casos estao
mais associados as internagoes devido a sua severidade. O conhecimento prévio do
comportamento dessas epidemias, pode possibilitar politicas publicas de satde mais
intensas de combate ao vetor e possibilitar um planejamento do nimero de leitos

em hospitais para suprir a demanda de internagoes.

Abordagens que nao utilizam equacoes diferenciais ordindrias sao interessantes
pois permitem a enxergar o problema sob diferentes aspectos e entender mecanismos
antes ocultos. Uma abordagem diferente em modelos de doengas transmitidas por
vetores é feita utilizando teoria de probabilidades. Nessa abordagem leva-se em
conta o numero de vezes em que o vetor se alimenta (picadas). A analogia feita
entre a dinamica de transmissao e o sorteio de bolas de uma urna, revela ser um
problema que apesar de parecer simples, é muito rico, relacionando geometria multi-

dimensional com conceitos probabilidade e estatistica. Aqui, o nimero de individuos
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esta relacionado a dimensionalidade da hiper-piramide de Pascal enquanto que o
numero picadas tem relagao com a camada dessa hiper-piramide. Os elementos
dessa hiper-piramide: vértices, arestas, faces, etc. relaciona-se com o nimero de
microestados para um dado numero de infectados. Um aspecto geral encontrado
para esse problema surgiu ao fazermos o colapso das curvas de nimero médio de
individuos infectados.

A implementacao de um modelo baseado em agentes da disseminacao da tu-
berculose permitiu o estudo da emergéncia de resisténcia a droga devido ao uso
de antibidticos. O modelo é baseado nas interacoes entre individuos dispostos nos
sitios de uma rede quadrada. Diferentemente dos modelos baseados em equacoes
diferenciais, a estrutura espacial é levada em conta neste modelo. Esse estudo per-
mitiu lidar com o problema com mais refinamento que modelos existentes. Simula-
¢oes para diferentes regimes de tratamento foram testados. Estes diferentes regimes
mostraram como tratamentos ineficientes podem criar condigoes para a emergéncia
de resisténcia a droga. Uma vez que o modelo permite trabalhar com a localizagao
dos individuos, mostramos como a localidade e nao-localidade (interagoes locais ou
globais) interferem no modelo, resultando em predominio de diferentes estagios da
doenca na populagao. As simulagbes também mostram a dependéncia do nimero
de individuos infectantes em cenarios de paises desenvolvidos e em desenvolvimento.
Nestas é mostrado que investimentos pequenos sao suficientes para reduzir conside-
ravelmente o nimero de individuos infectantes.

Para finalizar, é interessante enfatizar que foi a obtencao de uma solucao analitica
para o modelo de crescimento de Richards com coeficientes dependentes do tempo

que possibilitou o desenvolvimento de grande parte dos resultados desta tese.
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Perspectivas

Experimentos com crescimento de tecido tumorais devem ser realizados de forma
a verificar a interpretacao microscépica do parametro ¢. Para diferentes tipos de tu-
mores, o parametro ¢ deve ser capaz de ajustar as curvas de crescimento. Propomos
também experimentos de irradiagao desse tumores, verificando as condi¢oes em que
a extincao das células cancerosas ocorrem. Confrontando em seguida com os resul-

tados analiticos das transigoes sobrevivéncia/extingdo obtidas no Cap. 3.

Colocando bactérias para crescer em um ambiente controlado ao retirar uma
proporcao fixa dessas bactérias em determinados intervalos de tempo, poderemos
verificar a relacao entre a capacidade de suporte e a taxa extrinseca de crescimento

conforme proposto no Cap. 3.

Para o modelo generalizado de Lotka-Volterra competitivo nos limitamos aos ca-
S0s em que os parametros q; e go sao iguais. Um estudo considerando esses parame-
tros diferentes deve ser realizado de forma a considerar diferencas nos crescimentos
das espécies e com isso obter novas situagoes nos regimes ecolégicos. A exting¢ao mu-
tua que ocorre nesse modelo deve ser explorada mais profundamente uma vez que
pode estar relacionada ao efeito Allee. Este efeito estabelece um limiar de nimero

de individuos abaixo do qual a espécie se extingue.

Para o modelo de disseminacao da dengue com dois sorotipos, ainda sao ne-
cessarios alguns estudos quanto aos parametros da simulacao. Ha uma forte de-
pendéncia, em termos quantitativos, do nimero total de vetores e hospedeiros do
sistema. Possiveis simplificacoes do modelo de forma a obter solugoes analiticas

do estado estaciondrio, assim como o célculo da taxa basica re reprodugao (Rp),
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definida como o nuimero de infecgoes secundarias produzidas por cada individuo in-
fectado. O valor dessa taxa permite prever a emergéncia ou nao da epidemia em
fungao dos parametros. Outra possivel modificagao no modelo seria considerar a
populagao de mosquitos variavel ao longo do ano. Esse fenomeno é observado na
natureza e esta relacionado aos periodos de chuva e mudangas de temperatura. E
possivel também estudar métodos de controle da doenca propondo a erradicagao
dos mosquitos a partir de uma taxa extrinseca de crescimento conforme estudos dos
Cap. 3. Ainda como método de erradicacao da dengue, podemos incluir o efeito da
bactéria Wolbachia proposto recentemente como forma de controle da doenga [118].
Essa bactéria estimula no mosquito as defesas contra o virus. Como isso acontece
ainda permanece um mistério - Talvez por acao competitiva da bactéria por recursos
organicos, talvez porque a bactéria de alguma forma incentiva a maturacao do sis-
tema imune do mosquito. O importante é que esses mosquitos infectados sao mais
resistentes a infeccao pelo virus da dengue. Além disso, quando fémeas saudaveis
sao fecundadas por machos infectados, todos os ovos morrem. Quando uma fémea
contaminada pela bactéria Wolbachia é fecundada por um macho todos os filhotes
j& nascem contaminados pela bactéria e resistentes ao virus da dengue. O efeito da
bactéria na populacao de mosquitos poderia ser reproduzido incluindo no modelo

uma taxa intrinseca de crescimento dos mosquitos dependente do tempo.

Na abordagem probabilistica da disseminagao da dengue, simulacoes com valores
maiores de nimero de individuos precisam ser realizadas. A relacao entre o calculo
do valor médio de infectados (Z) e o ajuste da curva desse valor médio em fungao do
numero de picadas b ainda precisa ser obtido. Algumas modificagoes ainda podem ser
feitas ao considerar “pesos* ao microestados e dessa forma mimetizar uma mistura
nao homogénea entre vetores e hospedeiros. Por exemplo, ao atribuir um peso
maior aos microestados em que menos individuos sao infectados, simulamos uma
concentracao de mosquitos em uma dada regiao. No caso em que esses pesos sao
os mesmos para todas as contagens de microestados, temos a situacao de mistura

homogénea entre vetores e hospedeiros.

No trabalho de disseminacao da tuberculose, ha varias possibilidades para es-
tender o modelo aqui apresentado. Uma modificagao direta, seria incluir um estado

de coinfeccao de tuberculose. Nesta extensao, individuos poderiam ser infectados
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com os tipos S e R da bactéria simultaneamente, o que gera um novo estado Tgpg.
Uma segunda modificagao possivel consideraria mudancas na topologia das redes
nas quais os individuos estao dispostos. Poderiamos estudar a disseminacao da tu-
berculose quando os contatos entre os individuos fossem, por exemplo, em redes do
tipo mundo pequeno ou livre de escala. Uma variagao mais sofisticada desse trabalho
estaria focado na emergéncia de resisténcia a drogas através do desenvolvimento de
um modelo intra-hospedeiro. Em outras palavras, o estado de cada individuo nao
seria definido por transi¢oes relacionadas a certas probabilidades, mas ao niimero e
tipo de patdgenos que ele possui. No caso da tuberculose, a diferenca entre os es-
tados latente e infeccioso passam a ser determinados pela quantidade de patégenos

em cada um dos individuos.
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Apéndice

Generalizacao das funcoes
logaritmo e exponencial

Neste capitulo apresentamos varias generalizacoes das fungoes logaritmica e ex-
ponencial, propostas nos mais variados contextos da ciéncia. Utilizamos argumentos
totalmente geométricos, apresentamos uma generalizacao dessas funcgoes similar a
obtida no contexto da termodinamica nao-extensiva [8, 9].

Baseado em argumentos da termodinamica nao-extensiva [8], C. Tsallis propos
uma generalizacao das fungoes logaritmica e exponencial [9]. Esta generalizagao nao
¢ univoca.

Considere a familia de funcées f;(t) : R} = R, ¢ € R:

1

alt) = 15 (A1)

Note que para ¢ < 1, a familia de fungoes acima corresponde a hipérboles assimétri-
cas, sendo simétrica em relagao a bissetriz do primeiro quadrante apenas para ¢ = 0.
Por outro lado, para ¢ > 1, a Eq. A.1 representa leis de poténcia, enquanto que para
G = 1 obtém-se a fungao constante fi(t) = 1. Nestes dois ultimos casos, a Eq. A.1
nao diverge em t = 0, permitindo acrescentar a origem no dominio da fungao. A
Fig. A.1 mostra graficamente os diversos comportamentos da Eq. A.1 para alguns
valores do parametro §. Note-se que fz(1) =1, Vg € R.

E interessante notar que a funcdo inversa de f7(t) é f7(t), com ¢ = G/(g—1).
Este fato pode ser observado graficamente na Fig. A.1. Note-se que os graficos
das funcoes f3(t) e fs3/2(t) apresentam uma simetria de espelhamento em torno da

bissetriz do primeiro quadrante [f2(t)], que é caracteristica de fungoes inversas. O
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mesmo pode ser observado para os graficos de fi/2(t) e f_i(t).
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Figura A.1: Comportamento hiperbélico (§ < 1), constante (§ = 1) e lei de poténcia
(G > 1) da funcio f4(t) = t7 ' (Eq. A.1) para diversos valores de §. Note-se que
para ¢ = 2 (fungao linear) ocorre uma mudanca de concavidade nas leis de poténcia.

A.1 Funcao logaritmo generalizada
A fungao logaritmo natural generalizada (ou simplesmente g-logaritmo), Ing(z),

x > 0, pode ser interpretada geometricamente como a area abaixo da curva da
Eq. A.1 no intervalo [1, z]:

Inz, seq=20.

E importante nio confundir esta funcio com o logaritmo de base § log;(z)]. Esta é
uma generalizacao da definicao da fungao logaritmo natural, que é obtida como caso
particular para ¢ = 0. Devido a definigao (Eq. A.2), a drea é considerada negativa
para 0 < x < 1 e positiva para x > 1, independentemente do valor de ¢. Além
disso, para x = 1, a area ¢é nula, mantendo a propriedade do logaritmo tradicional:

log;1 = 0. A Fig. A.2 mostra o comportamento da Eq. A.2 para alguns valores de

q.
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Figura A.2: Comportamento da fungao g-logaritmica (Eq. A.2) para alguns valores
de q.

A imagem da funcao g-logaritmo é obtida tomando-se os limites z — 07 e x —

+00, para os casos § < 0 e ¢ > 0, respectivamente. Assim, verifica-se que:
(

(—o0,—1/G) se ¢<0;
Im[lng(z)] = R se G=0: (A.3)

(1/G,+00) se G>0.

(
Dados uma deformacao @ # 0 e um fator de escala 5 # 0, pode-se encontrar a

seguinte propriedade do ¢-logaritmo:

a\d _ o,
Para a = —1, temos que:

In; <§) = —In_, (%) . (A.5)
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E interessante notar que a Eq. A.5 apresenta duas simetrias: uma aritmética (in-
versao aditiva) e outra geométrica (inversdo multiplicativa). Para o caso particular
de g =1, temos:

Ing(z7') = —In_4(x) . (A.6)

Assim, Vx > 0, hlq(.T_l) = —1In_;(z) se, e somente se, § = 0. Este resultado mostra
que a funcao ¢-logaritmo se comporta como funcao logaritmica apenas no limite
q—0.

Aqui utilizamos a mesma representacao das Refs. [119, 120] (§ = a = k) ao invés
da representacao tradicional (¢ = 1 — ¢) utilizada na Ref. [121] porque a primeira

evidencia melhor a simetria exposta na Eq. A.5.

A.2 Funcao exponencial generalizada

A partir das Eqgs. A.2 e A.3, temos que a fungao g-logaritmo é bijetora e, portanto,
admite inversao. Geometricamente, isso corresponde a determinar o limite superior
do intervalo [0,y] para o qual a drea sob a curva da Eq. A.1 é igual a z, isto é,
Ing(y) = =. A funcao inversa do g-logaritmo da-se o nome de funcao exponencial
generalizada (ou simplesmente g-exponencial), exp;(x). Devido as propriedades das
fungdes inversas, e pela defini¢ao acima, exp;(r) = y, entao, exp;[Ing(y)] = y =

Inglexp;(y)]. Analiticamente, a funcao g-exponencial ¢ dada por:

lim[1 + ¢z]Y7 | se gz > —1

expg(z) = 7—q
0 , caso contrario
= lim[l+ 2", (A7)
q—q

onde o uso do operador

la]+ = max(a,0) (A.8)

é necessério, uma vez que expg(z) nao é real se gr < —1. A fungao g-exponencial é
estritamente nao-negativa, exp;(z) > 0, e exp,(0) = 1, para qualquer valor de §. A
Fig. A.3 mostra o comportamento da Eq. A.7 para alguns valores de q.

Dado a # 0, obtém-se para a fungdo g-exponencial uma relacao similar aquela
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Figura A.3: Comportamento da funcao g-exponencial (Eq A.7) para alguns valores

de q.
expressa na Eq. A.4:
B q a/q
lexp;(z)]* = (1 + Gu)™1 = [1 + (a) ax] = eXPg/o () (A.9)
Em particular, se « = —1, temos:
lexpg ()] = exp_z(—x) . (A.10)

-1 = exp;(—) se, e somente se, ¢ = 0. Este resultado

Assim, VY > 0, [exp;(7)]
mostra que a fungao g-exponencial se comporta como funcao exponencial apenas no

limite ¢ — 0.
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