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MMQ Linear - Formulac3o Geral

Para a formulacio geral do MMQ linear temos:
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MMQ Linear - Formulac3o Geral

Para a formulacio geral do MMQ linear temos:

@ um espaco vetorial real V munido de um produto interno ( , ),
possivelmente degenerado ((u,u) > 0, Vu € V, mas pode se anular

para aluguns vetores ndo nulos);
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MMQ Linear - Formulac3o Geral

Para a formulacio geral do MMQ linear temos:

@ um espaco vetorial real V munido de um produto interno ( , ),
possivelmente degenerado ((u,u) > 0, Vu € V, mas pode se anular
para aluguns vetores ndo nulos);

@ um subespaco vetorial G C V de dimensdo finita m+ 1 tal que a
restricdo de ( , ) a ele é um produto interno ({u,u) >0, Yu # 0 em

G).

O problema é ent3o formulado como:
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MMQ Linear - Formulac3o Geral

Para a formulacio geral do MMQ linear temos:

@ um espaco vetorial real V munido de um produto interno ( , ),
possivelmente degenerado ((u, u) > 0, Vu € V, mas pode se anular
para aluguns vetores ndo nulos);

@ um subespaco vetorial G C V de dimensdo finita m+ 1 tal que a
restricdo de ( , ) a ele é um produto interno ({u,u) >0, Yu # 0 em

G).

O problema é ent3o formulado como:
Dado f € V, obtenha g € G que minimiza o erro quadrético (distancia)
EQ(f.g) = IIf —gll = V(f-gf—¢g)

entre f e os vetores de G.
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MMQ Linear - Formulac3o Geral

Este problema admite uma unica solucao g que pode ser calculada da

seguinte forma: escolha uma base {gj}j’lo de G. Ent3o os coeficientes
{aj}7y da representacdo

m
=) ag
j=0

sdo obtidos da resolucdo do sistema normal

(g0,80) (g0,81) --- (80,8m) 0 (g0, )
(g1,8) (g1,81) --- (81,8m) a | _ (g1,f)
(g &0) {gm &) - {gmgm) ) \ am emf) ) |
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Bases ortogonais

Se a base de G for ortogonal,

<giag:i>:07 Sei#j?
entdo o sistema normal terd matriz diagonal e serd dado por

(gi,g)ai= (g, f), 0<i<m.

A solucdo g do problema é ent3o representada nesta base ortogonal por

m

g]7
g_,,g,

(1)

J=0
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Bases ortogonais

@ Se a base escolhida para G ni3o for ortogonal, é sempre possivel a
partir dela obter uma base ortogonal. Por exemplo, usando o processo
de Gram-Schmidt;
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Bases ortogonais

@ Se a base escolhida para G n3o for ortogonal, é sempre possivel a

partir dela obter uma base ortogonal. Por exemplo, usando o processo
de Gram-Schmidt;

@ muitas vezes o interesse é no espaco G e n3o nas fungdes
originalmente sugeridas para a aproxima¢ao. Por exemplo, aproximar
por uma funcdo da forma g(x) = ag + a1x + axx? é equivalente a
aproximar por um polindmio de grau menor ou igual a 2, e podemos
usar qualquer base neste espaco;
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Bases ortogonais

@ Se a base escolhida para G n3o for ortogonal, é sempre possivel a

partir dela obter uma base ortogonal. Por exemplo, usando o processo
de Gram-Schmidt;

@ muitas vezes o interesse é no espaco G e n3o nas fungdes
originalmente sugeridas para a aproxima¢ao. Por exemplo, aproximar
por uma funcdo da forma g(x) = ag + a1x + axx? é equivalente a
aproximar por um polindmio de grau menor ou igual a 2, e podemos
usar qualquer base neste espaco;

@ como veremos, ha varias situagcdes nas quais bases ortogonais ja sao
conhecidas, permitindo-nos usa-las sem a necessidade de construi-las.
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Bases ortogonais

Exemplo Considere o problema de se aproximar f(x) = +/|x| por um
polinbmio g de grau menor ou igual a 2, de forma a minimizar o erro

quadratico
\// [f(x (x)]? dx.

Este erro quadratico vem do produto interno

e sabe-se que os polindmios po(x) =1, p1(x) = x e pa(x) = %(3x2 —1)

satisfazem

2 _
2k+1 se k= 1.

<Pk7PI>:{ 0 se k # |,
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Bases ortogonais

Como pg, p1 € p2 formam uma base para o espaco dos polindmios de grau
menor ou igual a 2 (por que?), podemos buscar a aproximagdo na forma

g(x) = copo(x) + c1p1(x) + c2p2(x).

Usando as relagdes de ortogonalidade do slide anterior e (1) obtemos

fy 1 [t ! 2
o = {po, f) _ / |x|1/2 dx :/ /2 gy — <
1 0 3

(po,po) 2
(p1,f) 1 /1 1/2
pu— = — d p—
@ (p1,p1) 2/3 71X|X| x=0,
f 1 /1 5 (1
0= <<'522 p2>> = 2/5/12(3x2—1)]x\1/2 dx = 2/0 (3x%/2 — x1/? dx)
10
= o7
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Bases ortogonais

Protanto a aproximacao fica

Se buscdssemos a aproximagdo na forma g(x) = ag + aix + axx?, a
solugcdo do sitema normal formado a partir das fungdes go(x) = 1,
g1(x) = x e ga(x) = x? seria ag = 3/7, a1 = 0 e ap = 5/7, pois a
aproximag¢do g é a mesma.
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Polindbmios ortogonais

Familias ortogonais tém uma rica histéria na fisica-matematica, onde a
solucdo de problemas pode envolver a aproximacdo ou expansio de
funcdes por membros destas familias. Familias de polindmios ortogonais
formam uma classe importante e serdo objeto do nosso estudo.
Primeiramente, fixemos a notag3o.

Notacao

@ O espaco vetorial dos polindmios com coeficientes reais e dominio R
serd denotado por P;

@ dado um nidmero natural m, o subespaco vetorial de P formado pelos
polinbmios de grau menor ou igual a m serd denotado por Pp,.

Observacoes:
@ A dimensao de P, é m+ 1,

@ um polindmio de grau zero é por definicio uma fungdo constante.
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Polinbmios ortogonais

Dado um produto interno ( , ) em P, uma familia de polinémios
ortogonais em relagdo a este produto interno é uma familia {p,},
n=20,1,2,..., de elementos de P onde

© o grau de p, é igual a n;

@ (pn,pPm) =0se n#m.

Observacoes:
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Polinbmios ortogonais

Dado um produto interno ( , ) em P, uma familia de polinémios
ortogonais em relagdo a este produto interno é uma familia {p,},
n=20,1,2,..., de elementos de P onde

© o grau de p, é igual a n;

@ (pn,pPm) =0se n#m.

Observacoes:

o E possivel gerar uma familia de polinGmios ortogonais aplicando-se o
processo de Gram-Schmidt 3 base canénica {1, x,x2,...} de P;
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Polinbmios ortogonais

Dado um produto interno ( , ) em P, uma familia de polinémios
ortogonais em relagdo a este produto interno é uma familia {p,},
n=20,1,2,..., de elementos de P onde

© o grau de p, é igual a n;

@ (pn,pPm) =0se n#m.

Observacoes:
o E possivel gerar uma familia de polinGmios ortogonais aplicando-se o
processo de Gram-Schmidt 3 base canénica {1, x,x2,...} de P;

@ hd uma infinidade de familias de polinGmios ortogonals relativamente
ao mesmo produto interno. De fato, se {p,} é uma familia de
polinbmios ortogonais, entdo, escolhendo-se nlimeros reais arbitrarios
an # 0, temos que {g,}, onde gn(x) = anpn(x), é também uma
familia de polindmios ortogonais.
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Polinbmios ortogonais

Dado um produto interno ( , ) em P, uma familia de polindmios
ortogonais em relagdo a este produto interno é uma familia {p,},
n=20,1,2,..., de elementos de P onde

© o grau de p, é igual a n;

@ (pn,pPm) =0se n#m.

Observacoes:

o E possivel gerar uma familia de polinGmios ortogonais aplicando-se o
processo de Gram-Schmidt 3 base canénica {1, x,x2,...} de P;

@ hd uma infinidade de familias de polinGmios ortogonals relativamente
ao mesmo produto interno. De fato, se {p,} é uma familia de
polinbmios ortogonais, entdo, escolhendo-se nlimeros reais arbitrarios
an # 0, temos que {g,}, onde gn(x) = anpn(x), é também uma
familia de polindmios ortogonais.

e Se {pn}, n=0,1,... é uma familia de polindmios ortogonais, entdo
{po,P1,--.,Pm} é uma base de Pp,.
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Polindbmios ortogonais

Veremos a seguir alguns exemplos classicos de familias de polinmios
ortogonais que aparecem em aplicagdes.

Exemplo 1

Polinémios de Legendre E a familia formada pelos polindmios {pn}>

que satisfazem

1
(Pns Pm) = /1 Pr(x)pm(x) dx =0 se n# m,

com a padronizagdo p,(1) = 1 para todo n > 0. Para estes polindmios
temos

0

{Pn, Pn) = :
2n+1
4
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Polindbmios ortogonais

Exemplo 2

Polindmios de Chebyshev E a familia { T}, definida por

<Tn,Tm>=/_1l%dx:O se n# m,

com a padronizagdo T,(1) =1 para todo n > 0. Note que o intervalo de
integracdo é o mesmo que o dos polindmios de Legendre, mas temos a
fungdo peso
1
W(x) = ———.
v1—x

Estes polindmios satisfazem (To, To) = m e (T, Tp) = 5 se n > 1.
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Polindbmios ortogonais

Exemplo 3

Polindmios de Hermite E a familia {H,}°2, definida por

(Hp, Hm) = /00 e_Xan(x)Hm(x) dx =0 sen#m,

—00

e tal que o coeficiente de x” de H, é igual 2", n > 0. O intervalo de
integragdo é (—oo,00) e temos a fungdo peso

w(x)=e

Estes polindmios satisfazem (H,, H,) = \/72"n!.
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Polindbmios ortogonais

Exemplo 4

Polinémios de Laguerre E a familia {L,}°, definida por
(Lp, L) = / e *Lp(Xx)Lm(x)dx =0 se n# m,
0

e tal que o coeficiente de x" de L, é igual a (_n—l,)" n > 0. Agora o
intervalo de integra¢do é [0, 00), com a fun¢do peso dada por

w(x)=e"".

Estes polindmios satisfazem (L,, L,) = 1, e portanto sdo ortonormais.
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Mudanca de variavel

Esses exemplos sdo de familias bem estudadas, cujos membros podem ser
encontrados em tabelas ou gerados por relagdes de recorréncias bem
conhecidas. Este conhecimento pode ser aproveitado no método dos
minimos quadrados, por exemplo, da seguinte forma.

Considere o problema de se aproximar uma fungdo f : [a, b] — R por um
polindmio g de grau menor ou igual a m, de forma a minimizar

fab[f(x) — g(x)]? dx. Este é um problema de minimos quadrados onde o
produto interno é (u, v) = fab u(x)v(x) dx. Sabemos que os polindmios de
Legendre sdo ortogonais em [—1,1]. Como usar esta informagdo? A idéia
¢é fazer uma mudanca de varidvel por uma transformacao linear afim,
conforme descrito a seguir.
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Mudanca de variavel

Do célculo, sabemos que, se fizermos a mudanca de variavel
¢ : [-1,1] — [a, b] definida por ¢(t) = 252t + 2P, entdo

/ [F(x) — g(x)] dx

Tranformagdes lineares afins preservam graus de polinémios. De (2),
concluimos ent3o que aproximagdes polinomiais em [a, b] e [—1, 1] que
minimizam os respectivos erros quadraticos relacionam-se por
transformacdes lineares afins. O problema pode ser resolvido da seguinte
forma:

—glp®)Pdt.  (2)
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Mudanca de variavel

@ aproxime F(t) = f(¢(t)) por um polindmio G de grau de grau menor
ou igual a m de forma a minimizar f_ll[F(t) — G(t))? dt;
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Mudanca de variavel

@ aproxime F(t) = f(¢(t)) por um polindmio G de grau de grau menor
ou igual a m de forma a minimizar f_ll[F(t) — G(t))? dt;

@ usando os polindmios de Legendre {px}}_, esta aproximacdo é
G(t) = 2oko ckPk(t), com

_ (pklF)  2k+1
T (oelpe) 2

1
/_ POF (1

segundo (1) com o produto interno (u|v) = f_ll u(t)v(t) dt;
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Mudanca de variavel

@ aproxime F(t) = f(¢(t)) por um polindmio G de grau de grau menor
ou igual a m de forma a minimizar f_ll[F(t) — G(t))? dt;

@ usando os polindmios de Legendre {px}}_, esta aproximacdo é
G(t) = 224 o ckpx(t), com

- dh) 2L (R
1

(Px|Pk) 2

segundo (1) com o produto interno (u|v) = fll u(t)v(t) dt;

© a solugdo g do problema é obtida usando-se a transformacao linear
afim inversa 1 : [a, b] — [—1,1] dada por ¢(x) = ;2-x — ZL—S:

g(x) = G(¥(x) =Y cupr(¥(x))
k=0
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Mudanca de variavel

Exemplo 5

Aproxime a fungdo f(x) = 1 — |2x — 5| no intervalo [2, 3] por um
po||nom|o g de grau menor ou igual a 3 de forma a minimizar

f2 [f(x) — g(x)]? dx. Sabe-se que os polindmios de Legendre po(t) = 1,
pi(t) = t pz(t) = (3t — 1) e p3(t) = 1(5t% — 3t) satisfazem

! 0 sen#m
(Pnlpm) :/ Pn(X)pm(x) dx = { 2
—1 2nrl sen=m

Este é um problema de MMQ cujo erro quadrdtico esta associado ao
produto interno (u, v) fz x) dx. Podemos usar mudanca de
variavel para explorar a ortogonalldade dos polindmios de Legendre no
intervalo [—1,1].
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Mudanca de variavel

A transformagdo ¢(t) = 1t + 2 leva o intervalo [—1,1] no intervalo [2,3].
Logo, primeiramente vamos aproximar F(t) = f(¢(t)) = 1 — |t| por

G(t) = 3 3_ ckpk(t) no intervalo [~1,1]. Os coeficientes ¢, sio dados
por

1 1
o = (polF) :;/_1(1|t|)dt:/0 (1—t)dt:%

1
<GB
_(plF) B ML 5 e v
Nk 2/12(3t 1)(1 yt|)dt_2/0 (32 —1)(1— t) dt
1
T

1
G- o
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Mudanca de variavel

A aproximagdo em [—1,1] fica

G(t) = 5po(t) — gpalt) = 5 — 538~ 1)

Como a transformagio inversa de [2,3] em [—1,1] é )(x) =2x — 5, a
solucdo do nosso exemplo é dada por

g(x) = G(¥(x)) = ————[3(2X— 5)° —1].
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