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Seja f € Hom™(S') com numero de rotagéo p = p/q. Se
x € S' é g-periodo, entdo {x, f(x),...,f97'(x)} e
{0,p/q,...,(g —1)p/q} possuem a mesma ordem em S'.

Prova. Se x é g-periddico e f/(x) é o primeiro em orb/ (x) tal
que x < fi(x) = x < fi(x) < P(x) < ... < fla=Di(x).
g intervalos em S' e f’ aplica cada um no vizinho.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

PROPOSICAO (ORDEM NO CiRCULO)

Seja f € Hom™(S') com numero de rotagéo p = p/q. Se

x € S' é g-periodo, entdo {x, f(x),...,f9"1(x)} e
{0,p/q,...,(g —1)p/q} possuem a mesma ordem em S'.
Prova. Se x é g-periddico e f/(x) é o primeiro em orb/ (x) tal
que x < fi(x) = x < fi(x) < 2i(x) < ... < fa=Di(x).

g intervalos em S' e f’ aplica cada um no vizinho.
Levantamento F de f' tal que F9(x) = x + 1
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

PROPOSICAO (ORDEM NO CiRCULO)

Seja f € Hom™(S') com numero de rotagéo p = p/q. Se

x € S' é g-periodo, entdo {x, f(x),...,f9"1(x)} e
{0,p/q,...,(g —1)p/q} possuem a mesma ordem em S'.
Prova. Se x é g-periddico e f/(x) é o primeiro em orb/ (x) tal
que x < fi(x) = x < fi(x) < P(x) < ... < fla=Di(x).

g intervalos em S' e f’ aplica cada um no vizinho.
Levantamento F de f' tal que F9(x) = x + 1

Levantamento F de f tal que F9(x) =x+p
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

PROPOSICAO (ORDEM NO CIRCULO)

Seja f € Hom™(S') com numero de rotagéo p = p/q. Se

x € S' é g-periodo, entdo {x, f(x),...,f9"1(x)} e
{0,p/q,...,(g —1)p/q} possuem a mesma ordem em S'.
Prova. Se x ¢ g-periodico e f'(x) € o primeiro em orb/ (x) tal
que x < fi(x) = x < fi(x) < P(x) < ... < fla=Di(x).

g intervalos em S' e f’ aplica cada um no vizinho.
Levantamento F de f' tal que F9(x) = x + 1

Levantamento F de f tal que F9(x) =x+p

Entdo F' é levantamento de f e F' = F + k
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

PROPOSICAO (ORDEM NO CiRCULO)

Seja f € Hom™(S') com numero de rotagéo p = p/q. Se
x € S' é g-periodo, entdo {x, f(x),...,f97'(x)} e
{0,p/q,...,(g —1)p/q} possuem a mesma ordem em S'.

Prova. Se x ¢ g-periodico e f'(x) € o primeiro em orb/ (x) tal
que x < fi(x) = x < fi(x) < P(x) < ... < fla=Di(x).

g intervalos em S' e f’ aplica cada um no vizinho.
Levantamento F de f' tal que F9(x) = x + 1

Levantamento F de f tal que F9(x) =x+p

Entdo F' é levantamento de f' e F' = F + k

X+ip=F9(x) = (F+k)9(x) = FI(x)+ gk = x+ 1+ gk
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

PROPOSICAO (ORDEM NO CiRCULO)

Seja f € Hom™(S') com numero de rotagéo p = p/q. Se
x € S' é g-periodo, entdo {x, f(x),...,f97'(x)} e
{0,p/q,...,(g —1)p/q} possuem a mesma ordem em S'.

Prova. Se x ¢ g-periodico e f'(x) € o primeiro em orb/ (x) tal
que x < fi(x) = x < fi(x) < P(x) < ... < fla=Di(x).

q intervalos em S! e f' aplica cada um no vizinho.
Levantamento F de f' tal que F9(x) = x + 1

Levantamento F de f tal que F9(x) =x+p

Entdo F' é levantamento de f' e F' = F + k

X+ip=F9(x) = (F+k)9(x) = FI(x)+ gk = x+ 1+ gk

0 < i< géounicotalque ip=1modq
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

PROPOSICAO (ORDEM NO CiRCULO)

Seja f € Hom™(S') com numero de rotagéo p = p/q. Se
x € S' é g-periodo, entdo {x, f(x),...,f97'(x)} e
{0,p/q,...,(g —1)p/q} possuem a mesma ordem em S'.

Prova. Se x ¢ g-periodico e f'(x) € o primeiro em orb/ (x) tal
que x < fi(x) = x < fi(x) < P(x) < ... < fla=Di(x).

g intervalos em S' e f’ aplica cada um no vizinho.
Levantamento F de f' tal que F9(x) = x + 1

Levantamento F de f tal que F9(x) =x+p

Entdo F' é levantamento de f' e F' = F + k

X+ip=F9(x) = (F+k)I(x) = FI(x) + gk = x + 1 + gk
0<i<qgéodunicotalqueip=1modq
{0,p/q,...,(q—1)p/q} € ordenado como
{0,ip/q,,---.(a—1)ip/q}={0,1/q,,....(a—-1)/q}| O

Edson Vargas, IME - USP Sao Paulo, 09/09/2020




DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA (CONJUNTO MINIMAL)

Se f € Hom™(S") com p(f) ¢ Q, existe compacto A C S tal
que a(x) = w(x) = A, paratodo x € S'. Int(A) # ) =
A=S' e Int(A) = = A & um conjunto de Cantor.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA (CONJUNTO MINIMAL)

Se f € Hom™(S") com p(f) ¢ Q, existe compacto A C S tal
que a(x) = w(x) = A, paratodo x € S'. Int(A) # ) =
A=S' e Int(A) = = A & um conjunto de Cantor.

Prova. y € S' = A =w(y) é compacto e f(A) = A.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA (CONJUNTO MINIMAL)

Se f € Hom™(S") com p(f) ¢ Q, existe compacto A C S tal
que a(x) = w(x) = A, paratodo x € S'. Int(A) # ) =
A=S' e Int(A) = = A & um conjunto de Cantor.
Prova. y € S' = A =w(y) é compacto e f(A) = A.

A orbita de x € S \ A tem no maximo um ponto em cada
componente de S' \ A.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA (CONJUNTO MINIMAL)

Se f € Hom™(S") com p(f) ¢ Q, existe compacto A C S tal
que a(x) = w(x) = A, paratodo x € S'. Int(A) # ) =
A=S' e Int(A) = = A & um conjunto de Cantor.
Prova. y € S' = A =w(y) é compacto e f(A) = A.

A orbita de x € S \ A tem no maximo um ponto em cada
componente de S' \ A.

Portanto, x € S' = a(x), w(x) Cw(y) =N =
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA (CONJUNTO MINIMAL)

Se f € Hom™(S") com p(f) ¢ Q, existe compacto A C S tal
que a(x) = w(x) = A, paratodo x € S'. Int(A) # ) =
A=S' e Int(A) = = A & um conjunto de Cantor.
Prova. y € S' = A =w(y) é compacto e f(A) = A.

A orbita de x € S \ A tem no maximo um ponto em cada
componente de S' \ A.

Portanto, x € S' = a(x), w(x) Cw(y) =N =

= a(x) = w(x) = A, paratodo x € S'
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA (CONJUNTO MINIMAL)

Se f € Hom™(S") com p(f) ¢ Q, existe compacto A C S tal
que a(x) = w(x) = A, paratodo x € S'. Int(A) # ) =
A=S' e Int(A) = = A & um conjunto de Cantor.
Prova. y € S' = A =w(y) é compacto e f(A) = A.

A orbita de x € S \ A tem no maximo um ponto em cada
componente de S' \ A.

Portanto, x € S' = a(x), w(x) Cw(y) =N =
= a(x) = w(x) = A, paratodo x € S'
A néo possui pontos isolados, A € perfeito.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA (CONJUNTO MINIMAL)

Se f € Hom™(S") com p(f) ¢ Q, existe compacto A C S tal
que a(x) = w(x) = A, paratodo x € S'. Int(A) # ) =
A=S' e Int(A) = = A & um conjunto de Cantor.
Prova. y € S' = A =w(y) é compacto e f(A) = A.

A orbita de x € S \ A tem no maximo um ponto em cada
componente de S' \ A.

Portanto, x € S' = a(x), w(x) Cw(y) =N =
— a(x) = w(x) = A, paratodo x € S’
A néo possui pontos isolados, A € perfeito.
Se Int(A) # () = todo ponto de A é ponto interior e A = S’
O
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA

Se f € Hom™(S") com p(f) ¢ Q, x € S! e inteiros m > n,
entdo toda érbita positiva intersecta / = [f(x), f"(x)].
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA

Se f € Hom™(S") com p(f) ¢ Q, x € S! e inteiros m > n,
entdo toda érbita positiva intersecta / = [f(x), f"(x)].

Prova. Basta mostrar que S' Uj’iof*f(/). Senao, a uniao

Ufzof—k(m_n)(/) _ Uiozo[f—(k—ﬂm—l—kn(x)’ f—km+(k+1)n(x)]
ndo cobre S'. Como %= (/) sa0 adjacentes,

f=k(m=n)(£1(x)) converge para um ponto z que é fixo para
fM="_contradigao.

ey
U
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA

Se f € Hom™(S") com p(f) ¢ Qe x,y € S', entéo
w(x) = w(y) e w(x) =S ou w(x) é um conjunto de Cantor.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA

Se f € Hom™(S") com p(f) ¢ Qe x,y € S', entéo
w(x) = w(y) e w(x) =S ou w(x) é um conjunto de Cantor.

Prova. Suponha que ff"(x_) — X € w(X), para jp — oo.
Existe i, tal que f(y) € [f"-'(x), f(x)]. Entdo f"(y) — xo €
w(y) C w(x). Por simetria w(x) = w(y).
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA

Se f € Hom™(S") com p(f) ¢ Qe x,y € S', entéo
w(x) = w(y) e w(x) =S ou w(x) é um conjunto de Cantor.

Prova. Suponha que f7(x) — xo € w(x), para Jn — 00,
Existe iy tal que f(y) € [f-1(x), f(x)]. Entdo f(y) — xp e
w(y) C w(x). Por simetria w(x) = w(y).
Se w(x) # ST, entdo dw(x) é nao-vazio, fechado e invariante.
Se z € dw(x), entdo w(x) = w(z) C dw(x) e w(x) tem interior
vazio.

U
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

Se f € Hom*(S") e F um levantamento de f tal que
p(F)=p(f)=p ¢ Q. Entdo, V x € R,
Nip+my <nop+mp < FM(x)+my < F™(x)+ mo
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA

Se f € Hom*(S") e F um levantamento de f tal que
p(F)=p(f)=p ¢ Q. Entdo, V x € R,

Nip+my <nop+mp < FM(x)+my < F™(x)+ mo
Prova. F™(x) + my < F™(x)+ m

(ou F™M™™2(x) < X + mp — my)

ocorre para algum x, ocorre Vx € R = F™7™(0) < my — my
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA

Se f € Hom*(S") e F um levantamento de f tal que
p(F)=p(f)=p ¢ Q. Entdo, V x € R,

Nip+my <nop+mp < FM(x)+my < F™(x)+ mo
Prova. F™(x)+ my < F™(x)+ my

(ou F™M™™2(x) < X + mp — my)

ocorre para algum x, ocorre Vx € R = F™7™(0) < my — my
Indutivamente, F/("="%)(0) < j(mp — my)
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA

Se f € Hom*(S") e F um levantamento de f tal que
p(F)=p(f)=p ¢ Q. Entdo, V x € R,
Nip+my <nop+mp < FM(x)+my < F™(x)+ mo

Prova. F™(x)+my < F™2(x)+ mo
(ou F™~™(x) < x + mp — my)
ocorre para algum x, ocorre Vx € R = F™7™(0) < my — my
Indutivamente, F/("="%)(0) < j(mp — my)
Fitm=m)(0) — 0 _me—m
Jj(ny — n2) m —n

n—n>0=
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

LEMA

Se f € Hom*(S") e F um levantamento de f tal que
p(F)=p(f)=p ¢ Q. Entdo, V x € R,
Nip+my <nop+mp < FM(x)+my < F™(x)+ mo

Prova. F™(x)+my < F™2(x)+ mo

(ou F™~™(x) < x + mp — my)

ocorre para algum x, ocorre Vx € R = F™7™(0) < my — my
Indutivamente, F/("="%)(0) < j(mp — my)

Film=n2)(0) — 0 _ Mo — my

n—n>0=

Jj(ny — n2) n —ny
mo — M4
= p<
n — no
Analogo parany —n, <0
A reciproca segue trocando a desigualdade. O
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

TEOREMA (POINCARE)

Se f € Hom*(S") e p = p(f) ¢ Q, entdo f é semi-conjugado
aR,, isto é: existe h: S' — S' continua, crescente e
sobrejetiva tal que hf = R,h. Se f é transitivo, entdo f é
conjugado a R,, isto é: h € um homeomorfismo.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

TEOREMA (POINCARE)

Se f € Hom*(S") e p = p(f) ¢ Q, entdo f é semi-conjugado
aR,, isto é: existe h: S' — S' continua, crescente e
sobrejetiva tal que hf = R,h. Se f é transitivo, entdo f é
conjugado a R,, isto é: h € um homeomorfismo.

Prova. Sejam F um levantamento de f e x € R. Sejam
A={F"(x)+m:nmeZ}eB={np+m:nmeZ}
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

TEOREMA (POINCARE)

Se f € Hom*(S") e p = p(f) ¢ Q, entdo f é semi-conjugado
aR,, isto é: existe h: S' — S' continua, crescente e
sobrejetiva tal que hf = R,h. Se f é transitivo, entdo f é
conjugado a R,, isto é: h € um homeomorfismo.

Prova. Sejam F um levantamento de f e x € R. Sejam
A={F"(x)+m:nmeZ}eB={np+m:nmeZ}

Defina H: A— B por H(F"(x) + m) = np+ m.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

TEOREMA (POINCARE)

Se f € Hom*(S") e p = p(f) ¢ Q, entdo f é semi-conjugado
aR,, isto é: existe h: S' — S' continua, crescente e
sobrejetiva tal que hf = R,h. Se f é transitivo, entdo f é
conjugado a R,, isto é: h € um homeomorfismo.

Prova. Sejam F um levantamento de f e x € R. Sejam
A={F"(x)+m:nmeZ}eB={np+m:nmeZ}

Defina H: A— B por H(F"(x) + m) = np+ m.

H preserva ordem e € bijetiva (estritamente crescente).
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

TEOREMA (POINCARE)

Se f € Hom*(S") e p = p(f) ¢ Q, entdo f é semi-conjugado
aR,, isto é: existe h: S' — S' continua, crescente e
sobrejetiva tal que hf = R,h. Se f é transitivo, entdo f é
conjugado a R,, isto é: h € um homeomorfismo.

Prova. Sejam F um levantamento de f e x € R. Sejam
A={F"(x)+m:nmeZ}eB={np+m:nmeZ}

Defina H: A— B por H(F"(x) + m) = np+ m.
H preserva ordem e € bijetiva (estritamente crescente).

Entdo H possui extensao continua e crescente H: R — R.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

TEOREMA (POINCARE)

Se f € Hom*(S") e p = p(f) ¢ Q, entdo f é semi-conjugado
aR,, isto é: existe h: S' — S' continua, crescente e
sobrejetiva tal que hf = R,h. Se f é transitivo, entdo f é
conjugado a R,, isto é: h € um homeomorfismo.

Prova. Sejam F um levantamento de f e x € R. Sejam
A={F"(x)+m:nmeZ}eB={np+m:nmeZ}

Defina H: A— B por H(F"(x) + m) = np+ m.
H preserva ordem e € bijetiva (estritamente crescente).
Entdo H possui extensao continua e crescente H: R — R.

H(y) =sup{np+m: F'(x)+ m< y}
H(y) =inf{np+m: F"(x)+ m> y}.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

TEOREMA (POINCARE)

Se f € Hom*(S") e p = p(f) ¢ Q, entdo f é semi-conjugado
aR,, isto é: existe h: S' — S' continua, crescente e
sobrejetiva tal que hf = R,h. Se f é transitivo, entdo f é
conjugado a R,, isto é: h € um homeomorfismo.

Prova. Sejam F um levantamento de f e x € R. Sejam
A={F"(x)+m:nmeZ}eB={np+m:nmeZ}

Defina H: A— B por H(F"(x) + m) = np+ m.
H preserva ordem e € bijetiva (estritamente crescente).
Entdo H possui extensao continua e crescente H: R — R.

H(y) =sup{np+m: F'(x)+ m< y}
H(y) =inf{np+m: F"(x)+ m> y}.

Como B é denso em R, H & sobrejetiva.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

Se A=R = H é um homeomorfismo.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

Se A=R = H & um homeomorfismo.
Se existe | = c.c.(R\ A) = H é constante em /.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

Se A=R = H & um homeomorfismo.
Se existe | = c.c.(R\ A) = H é constante em /.

H(F'(x)+m+1)=np+m+1=H(F"(x)+ m)+1
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

Se A=R = H & um homeomorfismo.
Se existe | = c.c.(R\ A) = H é constante em /.

HF'"(x)+ m+1)=np+m+1=H(F"(x)+ m) +1
H(y +1) = H(y) + 1, paratodo y € R
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

Se A=R = H & um homeomorfismo.
Se existe | = c.c.(R\ A) = H é constante em /.

HF'"(x)+ m+1)=np+m+1=H(F"(x)+ m) +1
H(y +1) = H(y) + 1, paratodo y € R

(
H(F(F"(x) + m)) = HF™(x) +-m)) = (n+1)p+ m =
H(F"(x) +m)+p
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

Se A=R = H & um homeomorfismo.
Se existe | = c.c.(R\ A) = H é constante em /.

H(F"(x)+ m+1)=np+m+1=H(F"(x) + m) + 1
H(y +1) = H(y) + 1, paratodo y € R
(F"(x) 4+ m)) = H(F™ (x) + m)) = (n+1)p+ m =
m
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

Se A=R = H & um homeomorfismo.
Se existe | = c.c.(R\ A) = H é constante em /.

HFP(x)+ m+1)=np+m+1=H(F"(x) +m) +1
H(y +1) = H(y) + 1, paratodo y € R

U )) HF™ (x) + m)) = (n+ 1)p+ m =
H(F"(x)

H(F(y)) = (y)+p, para todo y € R

NHF(y) = hNF(y) = hfll(y) = N(H(y) + p) = R,MN(H(y)) =
R,hM(y)

H se projetaem h: S' — S tal que hf = R,h.

f é transitivo se, e somente se, Aé densoem R e H & um
homeomorfismo.

+m) +
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

TEOREMA

Se f € Hom™(S") e p = p(f) ¢ Q, entdo f é unicamente
ergbdico e € metricamente isomorfo a rotagéo R,,.
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DINAMICA TRANSFORMAGCOES DO CIRCULO

TEOREMA
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Todo homeomorfismo f € Hom™(S') possui entropia
topolégica nula.
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TEOREMA

Se p ¢ Q, entdo a rotagdo R, € unicamente ergodica.

Prova. x,(x) = €™™X m e N é denso no conjunto das
fungbes continuas com a topologia uniforme.
Se m#0, Xa(Ry(X)) = €27/ MH0) — gTimey (x)

1 1823 o imiol  1[1—e2rimne|
— J = [|= 2rimjp| _ _
2 2 a0 = | 3 T = i <
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1 2 0 .
= Em — U, quando N — o0
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