PQI-5884 - Programacao Inteira Mista aplicada a
Otimizacao de Processos

3¢ Periodo 2020
Data Atividade Conteudo
17/09 Aula 1 Introdug@o, formulagéo, classes, representagdo
24/09 Aula 2 Condicdes de otimalidade
01/10 Aula 3 Condigdes KKT, multiplicadores
08/10 Aula 4 Otimizagdo irrestrita
15/10 Aula5 |LP
22/10 Aula6 | NLP
29/10 Aula7 |MILP
05/10 Aula 8 MILP, problemas classicos
12/11 Aula 9 MILP, problema de scheduling
19/11 Aula 10 | MINLP, problema de sintese
26/11 Aula 11 | Apresentagdes
03/12 - -

Exemplo: Selecdo de Reatores (pag.14)

Deseja-se fabricar o produto B com uma producdo de 10 kmol/h, a partir da
matéria-prima A (custo de 5,0 $/kmol). Tem-se dois reatores disponiveis, ja
existentes: 1 e 2. O reator 1 tem um custo operacional maior, mas fornece
uma conversdo molar de 80,0% de A em B, enquanto o reator B tem menor
custo operacional e conversdo de 66,7%.

X Reator 1 7
1 1
Conversao = 80,0 %
Custo ($/h): 5,5.x,%°
Xy Zy
B —— ] -—
X, Reator 2 z,

Conversdo = 66,7 %
Custo ($/h): 4,0.x,¢

Variaveis continuas positivas definidas para a modelagem:

entrada do reagente A (kmolA/h)
alimentagdo do reator 1 (kmolA/h)
alimentagdo do reator 2 (kmolA/h)
producéo do reator 1 (kmolB/h)
producéo do reator 2 (kmolB/h)
saida do produto B (kmolB/h)
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Formulagao NLP - Programagdo Nao Linear

min € =5,5.x,%0+4,0.x,% + 5,0.x,

s.a.. Xog—X;— Xy =0
Zo—2,— 1, =0
z, —0,800.x, =0
Z, —0,667.X, =0
z,— 10 =0

Xo» X1> X0, Zgs 215 2, > 0, € R!

NGL=6-5=1

Formulagao NLP

min  €=55.(12,5-0,83.%,)% + 4,0.X,26 + 5,0.(12,5 + 0,17.X,)

s.a. X, 20

102

86 -

84

I) Usar reator 1
(minimo global)

IT) Usar reator 2
(minimo local)

IIT) Usar reatores 1 ¢ 2

(maximo global)
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Formulagao MILP - Programagio Linear Inteira Mista

Linearizacao dos custos

Reator 1: ¢, = 5,5.x,%¢

=~ 7,5+ 14X,

c =75y, + 14X,

Reator 2: ¢, = 4,0.x,%°

40

C,~ 5,5+ 1,0.x,

30

c, =355y, + 10X,

C =75y, + 14X,

yl = {19 0}

Usar ou nao reator 1

0<x, <20y,
yl:1 y1:0
0<x,<20 X =0
¢, =75+14x, ¢, =0

c, =55y, +1,0x,

yl = {1’ 0}

Usar ou nao reator 2

0<x,<20y,
y2:1 y2:0
0<x,<20 X, =0
c,=5,5+1,0x, c,=0

Restrigao logica: y, +vy, > 1
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Formulagao MILP

min
s.a.:

c=(7,5y,+1,4x)+(55.y, +1,0x,) +5,0.X,

Xo—X; =X, =0
Z,—72,—1, =0
z,-0,800.x, =0
z,-0,667x, =0
z,—10 =0
X; —20.y, <0
X, =20.y, <0
1-y, -y, <0

Xo» X5 Xa5 Zgs 21, 2, > 0, € R!

Y, Y. =10, 1}

MILP

min c=75Yy, +6,4X +55y,+6,0X,
s.a. 0,800.x, +0,667.X,
X, —20.y, <0
X, —20.y, <0

=10 — balango de massa

y=0 = x=0

y ty,>1 ———————  logica

Xp, X, 20

yla y2 = {Oa 1}

LP1: inviavel

LP2:c=95,5

LP3: c*=87,5

LP4:c=93,0
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Conceitos Basicos de Otimalidade pag.17
Problema NLP
min  f(X) fun¢do objetivo escalar
sa.. hx)=0 m equagdes ~
(¢}
g(x)<0 I inequagdes g
L)
X € RN n variaveis continuas &1

Regido vidvel do problema:
Espaco F = {x|x € R", h(x) =0, g(x) <0}

f(x) é fungdo convexa?
F ¢ um espaco convexo?

Hessiano de f(x):

of of of |

XX, OX X,  OXX
of of of

H(f)=| axx axx, " oxx,
of of o

XX OX X, O X, |

matriz quadrada simétrica




Sinal de uma matriz quadrada

Matriz H Condicao Autovalores
Positiva definida xLH. x>0, paraVx#0 A.>0
Positiva semi-definida | xT.H. x>0, paraV x# 0 AM,=>0
Negativa definida xIH.x<0,paraVx#0 A <0
Negativa semi-definida | xTH. x <0, paraV x #0 L, <0

Indefinida

X2 4 min f(X;,X,)
f(xl’xz)
207 4
7~ (@
5 10
@ rls\/
10
0

2

—

1 fun¢do objetivo
f ) ndo convexa
3 pts estacionarios

20
15
10
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Convexidade de fungéo, exemplos em R!

X X X X

Estritamente Estritamente Concavidade Convexa
cOncava convexa indefinida ou concava
o f o f 2f

3 <0 3 >0 0 =0
OX OX ox?
Ponto estacionario: _X =0
S min f(X;,X,)
Regido Viavel (exemplo 1) sa: h=0
9,<0
X2 o~ gz S 0
9,=0 NGL = 1
9,=0
F
N
\ \
h=0
A1




Regido Viavel (exemplo 2)

X,

9,=0

9,=0

min f(X,X,)

sa.. ¢;<0
i=1,2..5

NGL =2

9:=0
9s=0 xl

Regido Viavel (exemplo 3)

X2 4

min f(xl 9X27X3)

sa.. 0;<0
i=1,2,3

NGL =3
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Regido Viavel (exemplo 4)

X2 P

N
>

min f(X19X29X3)
s.a.: h;=0
9,<0

Convexidade de espago, exemplos em R?

Xy

‘\\r\.

Convexo

Xy

Nao convexo

Importante: Se h(x) = 0 ¢ linear e g(x) < 0 é convexa (linear
ou ndo linear), entdo F ¢ uma regido viavel convexa.
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11.3. CONDICOES DE OTIMALIDADE

11.3.1. PROBLEMA DE OTIMIZACAO SEM RESTRICOES

Seja o problema de otimizagao:
min f(x)
sujeito a: X € RN

Condigédo necessaria para um minimo local X*

Vix) =0
Condigdo suficiente para um minimo local x*

H(f(x")) deve ser positiva definida

11.3.2. PROBLEMA DE OTIMIZACAO COM RESTRICOES DE IGUALDADE

Seja o problema de otimizagao:

min f(x)
sujeito a: h(x) =0 m equagoes
X € R"

Condigdes necessarias para um minimo local X*

\%i (f)+ > %,.Vh, (f): 0 dependéncia linear de gradientes
i
h(x')=0 viabilidade
Condigéo suficiente para um minimo local x*

H,,(L(x",L)) deve ser positiva definida

sendo L(x,}) = f(X) + X A;.h;(X) a fun¢do Lagrangeano

24/09/2020

10



Exemplo de dependécia linear de gradientes:

min f(X,X,)
s.a.: h=0

] h(x,)-0

f(x,,%;)

_><\
>
S

11.3.3. PROBLEMA DE OTIMIZACAO COM RESTRICOES DH

DESIGUALDADE

Seja o problema de otimizagao:

min f(x) I inequagoes
sujeito a: ax)<o
X e R"
Condigdes necessarias para um minimo local x*

r
\V4i (K )+ ZHJ' Vg i (K ): 0 dependéncia linear de gradientes
j=
Ki.9; ()_(*)= 0 W > (0 complementariedade
Condigéo suficiente para um minimo local x*

H,(L(x",u)) deve ser positiva definida

sendo L(x,u) = f(X) + X p;.g;(X) a fun¢io Lagrangeano
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min f(X;,X,)
sa.. g<0
X2 4 Restrigdo fortemente ativa X2 4 Restrigdo inativa X2 4 Restrigdo fracamente ativa
ﬁ Q
Q
X, X, Xy
Classificagao:
a) g(x) ativa (fortemente) gi(x)=0 e w>0
b) g(X) ativa (fracamente) gi(x)=0 p=0
¢) g(x) inativa gi(x") <0 e w=0
min f(X;,X,)
sa.. 0;<0
i=1,2,3
f
X3
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Condicoes KKT (Karush-Kuhn-Tucker)

\

1- Dependéncia linear dos gradientes
m r
VE(x)+ 204, Vhy(x)+ 2 om,; Vg (x) = 0
j=1 i=

A; : multiplicadores de Lagrange

u; : multiplicadores de Kuhn-Tucker

2 - Viabilidade das restrigoes

hi(x)=0 1<j<m

3 - Condigdes de complementaridade
1-9;(x) =0 1<j<r
H=0

’

sistema ndo-linear de
n-+m+r equagdes e variaveis

Solugao:
ponto KKT (minimo local)

verificar convexidade

25
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