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O axioma do supremo e o conjunto dos numeros reais

Um corpo ordenado K satisfaz o axioma do supremo se para cada
subconjunto C' ¢ K nao vazio e limitado superiormente existe sup C
em K.

Teorema
Existe um corpo ordenado R que satisfaz 0 axioma do supremo. Além
disso, R contém Q como subcorpo.
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Algumas consequéncias do axioma do supremo

@ O conjunto N nao é limitado superiormente.

Demonstracao:

@ Suponha, por absurdo, que N seja limitado superiormente.
e Como N C R é nao vazio, N admite um supremo « € R.

e Temos que n < a,Vn € N, pois a € um majorante de N.

o Logo,n+1<a,VneN,jaquen+1eN.

e Masn+1<a < n<a-1,VneN.

e Logo, « — 1 também é um majorante de N.

o Esse majorante é menor do que o supremo «, 0 que é uma
contradicdo.
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Algumas consequéncias do axioma do supremo

© (Propriedade Arquimediana) Se z e y sdo nimeros reais e = > 0,
entdo existe pelo menos um nuamero natural n tal que nx > y.

Demonstracao:

@ Suponha, por absurdo, que nz < y, para todo n natural.

e Entdo o conjunto A = {nx : n € N} é limitado superiormente.

e A é néo vazio, pois z = 1 - = pertence a A.

@ Logo, pelo axioma do supremo, existe um niimero real s = sup A.

e Como z > 0,temos que s — x < s.

e Logo s — x ndo é majorante de A.

e Portanto, existe mx € A tal que s — x < muz, ou, equivalentemente,
s<(m+ 1.

e Como m+1 é natural, (m+ 1)z € A, o que contradiz o fato de s ser
majorante de A.

e Assim, a afirmacéo “nx < y para todo n natural” é falsa e
concluimos que existe um numero natural » tal que nz > y.
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Algumas consequéncias do axioma do supremo

. 1
© Para cada = > 0 existe um natural n tal que — < .
n

Demonstracéo:

Como x > 0, pela propriedade arquimediana, existe um ndmero
natural n tal que nz > 1.

© Para todo real = existe um natural n tal que n > z.
Demonstracao:

Sabemos que 1 > 0. Pela propriedade arquimediana, existe um
natural n talque n - 1 > z.
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Algumas consequéncias do axioma do supremo

© Sea,bcRea<bentdoexister € Qtalque a <r <b.

Demonstracao:

e Como b —a > 0, existe um natural » tal que n(b —a) > 1.

o Além disso, existem naturais j e k tais que j > na e k > —na.

Portanto, —k < na < j.

Logo, existe um inteiro m entre —k e j, talque m — 1 < na < m.

| | | | z
-k ... m—1 na m J

Portanto na < m <1+ na < nb.

. . , m
e Como n > 0, das desigualdades acima concluimos que a < — < b.
n
Isso prova a proposigao.
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Intervalos

Se a e b sdo0 numeros reais tais que a < b, definimos
o intervalo fechado [a,b] = {z € R:a <z <b};
o intervalo aberto Ja,b[={z € R:a < z < b};
além dos intervalos
la,b) ={z €eR:a<z<b}e
[a,b]={z € R:a <z <b}.

O comprimento de qualquer um desses invervalos é, por definigao, a
diferenca b — a.
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Propriedade dos intervalos encaixantes

Sejam [a1, b1], [a2, ba], [as, bs],.. ., [an, by], - . .intervalos fechados tais
que

[al,bl] D [ag,bg] D) [ag,bg] O...D [an,bn] D...

Entao a interseccao de todos os intervalos € nao vazia.

Se, além disso, o comprimento dos intervalos tender a zero conforme
n cresce, ou seja se ,}i_ﬁ}o(b" —a,) = 0, entdo existe um unico «

o0
pertencente a todos os intervalos, ou seja, ﬂ [an, bn] = {a}.

n=1
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Propriedade dos intervalos encaixantes (continuacao)

Demonstracao:
@ Notequea; <ax<az<...<a, <b, <...<bg<by<by, Vn.
@ Considere A = {ay,az,as, ...}
@ A é nao vazio.
A é limitado superiormente, pois b; € um majorante de A.
Como R satisfaz 0 axioma do supremo, existe sup A = a.

o

°

@ Logo a, < a, para todo n. (Por qué?...)

@ Como a, < b,, para todo n, tem-se o < b, Vn. (Por qué?...)
°

Portanto, a,, < a < b, para todo n.

@ Isso significa que & € [ [an, bn).

n=1
o
Logo, () [an. bn] é um conjunto n&o vazio.
n=1
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Propriedade dos intervalos encaixantes (continuacao)

Demonstracao (continuagao):
Falta provar que se lim (b, — a,) = 0 entdo « € o Unico numero real
n— o0

pertencente a intersegao de todos os intervalos.

@ De fato, se 8 € ([an, b, €Nta0 |8 — af < (by — an), Vn.

n=1

@ Fazendo n crescer indefinidamente, concluimos que g8 = «.
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Uma observacao

A propriedade dos intervalos encaixantes e o axioma do supremo séo
equivalentes.

@ Acabamos de provar a implicagéo

(axioma do supremo) = (propriedade dos intervalos encaixantes)

@ E possivel provar a implicacéo reversa, ou seja, que

(propriedade dos intervalos encaixantes) = (axioma do supremo)
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Existéncia e unicidade de raizes

Os nimeros v/2 ou /5, sdo definidos respectivamente como “o
ndmero cujo quadrado é 2” ou “0 numero cujo cubo é 5”.

Mas h& uma questéo anterior a tais definicbes: esses numeros
existem?

Nosso préximo objetivo é provar que vale o seguinte:

Teorema
Para todo nimero real a > 0 e todo natural n existe um Unico real

b > 0tal que b"” = a.

O numero real b € chamado raiz n-ésima de a e € denotado por {/a.
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Existéncia e unicidade de raizes (continuacao)

Ideia da demonstracdo da existéncia:
@ Definimosoconjunto A={z€R |z>0ez" <a}
© Mostramos que A é néo vazio e limitado superiormente.
© O axioma do supremo garante que existe um real b = sup A.
© Provamos que b" = a.

Tanto o item 2 quanto o item 4 sdo bastante trabalhosos.
Aqui ndo faremos os detalhes dessa prova no caso geral.

Em vez disso, vamos considerar um caso particular.
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Existéncia e unicidade da raiz quadrada de 2

Vamos fazer uma demonstracdo da existéncia e unicidade de v/2

usando a propriedade dos intervalos encaixantes ao invés do axioma
do supremo.

Teorema
Existe um Unico real b > 0 tal que b = 2.

Demonstracdo da unicidade:

@ Suponha que existam z > 0 e y > 0 tais que 22 =2 e y*> = 2.
@ Entdo 22 — y? = 0, ou equivalentemente, (z — y)(z +y) = 0.

@ Como x e y sdo ambos maiores do que 0, segue que = = y.
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Demonstracédo da existéncia de /2

Vamos construir uma sequéncia de intervalos encaixantes assim:
@ Escolhemos [ay,b1] = [1,2].
e Observeque a?=12<2 e b3 =22>2.
e Portanto, a? < 2 < b3.

@ Para definir [ag, b2], escolnemos d; € {0,1,2,...9} de modo que

S S
az = ai 10 2 = Qi 10
satisfagam a2 < 2 e b2 > 2 (ou seja, de modo que a2 < 2 < b3).
1
o Observe que by —as = 0

e Fazendo contas, determinamos d; = 4, pois, para esse valor de d;,
a3=(14)2%=196<2 e b3=(15)*=225>2
o Logo, [az,ba] = [1+ 5,1+ 3].
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Demonstracédo da existéncia de /2 (continuag¢éo)

© Para definir [as, bs], escolhemos dy € {0,1,2,...9} de modo que

da do +1
= —_— b =
as=axtq5, 3= 02 F 00

satisfagam a% < 2 e b3 > 2 (ou seja, de modo que a3 < 2 < b3).
e Observe que bz — az = 1072
e Fazendo contas, determinamos d, = 1 pois, para esse valor de d,,

a2=(141)2=1,9881 <2 e b= (142)>=2,0164> 2
o Logo, [az, bs] = [1+ 5,1+ 2.

© De modo anélogo, tendo definido [a,, b,], de comprimento
bn — a, = 10~ para definir [a,,,1, by+1] escolhemos
d, €{0,1,2,...9} de modo que
dn dn+1

An+1 = Ap + W € bn—|—1 =an+ 10n

i 2 2
satisfagam a; | <2 < b7 ;.
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Demonstracédo da existéncia de /2 (continuag¢éo)

© Os intervalos sdo encaixantes, ja que, por construgdo, para cada
indice n vale:

@ an < Ap41

® ant1 < bpy1
@ byy1 < by, pois

d, +1
by — bn+1 =b, — |:an + 107 :|
dn, +1 1 dn +1
= — —_ — — >
(b = an) = 5= = Jgo {1 10 ] =0

@ Como b, —a, = 101 vale que lim (bp —ap) =0

Pelo teorema dos intervalos encaixantes, existe um Unico nimero real
b que pertence a intersecg¢ao de todos os intervalos, isto €,

anp <b<b, paratodon
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Demonstracédo da existéncia de /2 (continuag¢éo)

Agora s0 falta provarmos que b? = 2.
@ Note que b > 0. (Por qué?...)
@ Vale: a2 < bv? e b? < b2 (Por qué?...)
© Por outro lado, a2 < 2 < b2.

@ Os intervalos [a2, b?] satisfazem a propriedade dos intervalos

n'-n

encaixantes, e lim b2 — a2 = 0.

© Portanto, a intersecgéo ([a2, b2] contém um Unico nimero real.
n n

© Como v? e 2 estdo nessa intersecgao (itens 2 e 3, acima),
concluimos que b? = 2.
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Corolario

Sejam a,b € R tais que a > 0 e b > 0. Entdo vab = \/a\/b. J

Demonstracao:

Sabemos que as raizes vab, \/a e Vb existem, ja que a, b e ab sdo
numeros positivos. Temos:

o (vavh)? = (Vavh)(vavh) = (Va)(V)? = ab

@ Como vab € o Unico real positivo cujo quadrado € ab,

concluimos que /avb = v ab.
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Relacéo entre numeros reais e decimais

Dada uma expansao decimal infinita da forma
no, d1d2d3 .

considere o conjunto de numeros racionais

dy dp.
E = — b — k=12 ...
{n0+10+ +10k k 2, }

@ FE é nao vazio e é limitado superiormente (por ng + 1, por
exemplo).
@ Logo, existe sup F € R.

Portanto, dada uma expanséo decimal infinita, sempre existe um
namero real z = sup £ com essa expansao.
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