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Equacdes diferenciais lineares ndo homogéneas

Agora consideramos sistemas lineares de primeira ordem e ndo homogéneos
(1) = A()x(2) +£(1) €9)
em que
Q i(r) = £(1).
Q A: [fy, 1] — R"*" é uma matriz cujos coeficientes A;(#) sdo fun¢des continuas.

z o

@ f(¢) € R" é muitas vezes chamado de termo forcante.
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Férmula da variacdo das constantes

Inicialmente recordamos que as solu¢des u € R" de sistemas algébricos tais como
Lu=05>
para L € R"*" e b € R" podem ser escritos como
u=u+uy

com u; pertencente ao niicleo de L denotado por ker(L) e u, uma solugio particular.

(& -40)x0 =10

Note que ja conhecemos o nicleo de (f —A(r )) Sdo dados por

Reescreva (1) como

®(t,10)x0 assumindo  x(to) = xo
onde ® ¢ a matriz de transicdo de x(r) = A(#)x(t).

@ Agora basta encontrarmos uma solugo particular para termos um candidato.
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Férmula da variacdo das constantes

Veja que se A(¢) = 0 uma solugéo particular é facilmente encontrada:
t
=10 = s =xn+ [ ()
)

pelo Teorema Fundamental do Célculo. Considere entdo a seguinte mudanga®

2(1) = ®(1,10) " 'x(2)

(1) = @(t,10) " 'f (1) )

logo t
z(1) = z(to) +/ ®(s,10) " f(s) ds.

Assim, como ®(z, 1) (s, 10) ' = P(z, s) obtemos que

x(7) (1, 10)z(t0) + /Y<I>(t, 10)®(s,10) " 'f(s) ds

fo

(1, 10)x(t0) + / "B(t, 5)f(5) d.

fo

Lembre-se que ® é invertivel pelo Teorema de Abel-Jacobi-Liouville.
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Férmula da variacdo das constantes

Se ®(t,19) é a matriz de transi¢do de x(f) = A(¢)x(z), entdo a Gnica solucdo de (1)
com condi¢io inicial x(7) = xo é

(1) = B(t, 1o)x0 + / &1, 5)(s) ds. 3)

fo

Proof. Para concluirmos a existéncia basta mostrarmos a afirmacéo anterior (2).
Inicialmente, observe que ®(z,#)® ' (¢, t)) = I nos d4

0=~ (<I>(t, 10)® (1, to)) = &(1,10)® " (¢, 10) + D1, to)%qfl(z, o)
= %@"(z, 10) = =@ (1, 10)D(1,10) D (1, 10) = =@ (1, 10)A(1) D (1, 10) D" (1, 10)

= %qu(t, 10) = (1, 10) A(1).

“
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Férmula da variacdo das constantes

Logo

= & (<1>-‘ (t, to)) x(t) + (1, 10) (1)
= —® ' (1,00)A(0)x(r) + D" (1, 10) (A(t)x(t) +f (t))
= ®7'(t,0)f (1)

provando a afirmag@o e assim a existéncia de solugao.
Vejamos agora a unicidade. Sejam x; e x, solugdes de (1) com x; (f0) = x2(t0) = xo.
Entdo

%(xl (1) —x2(1)) = A(2) (01 () —x2(2))  com x1(fp) — x2(tp) = 0.

Isto é, z(t) = x1(¢) — x2(¢) satisfaz o sistema linear x(7) = A(#)x(r) com condi¢do
inicial nula. Portanto, z(#) = 0 pela unicidade de solugio do problema linear
implicando
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Segunda lei de Newton

Seja x(t) a posi¢do de um corpo de massa m num instante ¢ sujeito a uma forga f.
Entdo

x é a saida do sistema e f pode ser visto como controle. Definimos as varidveis de
estado x; (f) = x(1) e x»(¢) = x(¢) obtendo o seguinte sistema de controle

(2)=(50)(2)+(2 )
=10y ( )
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A matriz de transi¢ao do sistema é

0 1)
(t—10)
e(o 0 _ (

2
(1) ) = 0. Aplicando a férmula da varia¢do das constantes (3) temos

jéque( 8
() =Co ™) )+ L (o 37 ) (8 Yo
)

[ x) + (= t0)xa(10) + 7 5 19— s) ds
B x2(t0) + ft IO ds

que nos dd como saida do sistema

x(1) = x(t0) + (¢t — 10)x(t0) + /t%(t — 5) ds.

fo
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Caso particular

Se aplicamos uma forga periédica f(r) = sin ¢ e assumimos massa unitdriam = 1 e
to = 0 temos

x(t)

x(0) + (r — 0)x(0) + /Ot(sin s) (t —s)ds

t t 4
) — (—scoss —I—/ cossds)
0 0 0

= x(0) + 7x(0) + [ (1 — cost) + tcost — sin ]
x(0) +7(x(0) + 1) — sin¢

x(0) + 1(0) — ¢ (coss
)

15 x©

5 10 15

Figura: Aqui assumimos x(0) = x(0) = 0.
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Comentario

Agora podemos analisar de maneira mais precisa sistemas de controle como

() = A(1)x + B(t)u(r)
y(t) = C(1)x(1)

Se conhecemos as funcdes A, B e C, dado a entrada/controle u,
podemos calcular a solugdo de estado x através da formula de variagdo das
constantes aplica a primeira equagdo com condi¢ao inicial conhecica. Em seguida,
determinamos a saida pela segunda equacio resolvendo o sistema.
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Equacao adjunta

e Em seguida discutiremos equacdes adjuntas de sistemas lineares homogéneos

Tais equacdes sdo uteis para caracterizar controlabilidade e observabilidade de
sistemas auténomos e nao auténomos.

Definicao: Seja x a solugdo de uma equacio diferencial linear homogénea definida
num espaco com produto interno. Dizemos que uma equagdo diferencial linear e
homogénea em p definida no mesmo espaco é a equacao adjunta da equagdo dada
em x, se para qualquer condi¢do inicial dada temos que o produto interno das
solucdes x e p € constante.

A equagio adjunta associada a i(f) = A(¢)x(t) € p(t) = —=A'()p(2).

Prova. Sejam x e p solucdes das respectivas equacdes. Entdo

(0 0(0) = H (Ox(0) + P (30) = (=4 (Op(0)x(1) + P (DAW)(1)
— —p (DAD() + P (DA(D)x(r) = 0.
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A equagio do sistema mecanico ao lado é

ky
mx + kx =F MWW

onde m € a massa do corpo, F uma for¢a

externa e k. = ki + k, a constante elastica. it D el G s,

Utilizando as varidveis de estado x; () = x(¢) e x2(¢) = x(¢) sabemos que

(2)=(m o) (2)+(8)r
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YVYVVYY

A equagio do sistema mecanico ao lado é

ks
mx + kx =F MWW

onde m é a massa do corpo, F uma for¢a

externa e k. = ki + k, a constante elastica. s s saelles o sl

Se a forga externa F' = 0 temos a equagdo linear homogénea

(2)-(om o) (2)

cuja equacdo adjunta é

(h)=-(3 %) ()
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Equacao adjunta

Vimos em (4) que a inversa &' (¢, 79) da matriz de transicio ®(¢, 7)) de um sistema
x(t) = A(r)x(r) satisfaz a seguinte equagdo diferencial

%CI)_I(I, 1) = —&~ (1, 10) A(2).

Como a derivada da transposta de uma matriz € a transposta de sua derivada temos

@
di

’ ’

[qu(z, ro)] = [qu(r, tO)A(t)] — A [cb"(t, to)]

0 que prova o seguinte teorema

I

Seja ® a matriz de transi¢do de x(¢) = A(7)x(¢). Entdo

' (1,1) = [<I>_1(t, to)]l

¢ a matriz de transicdo de sua adjunta p(r) = —A’(¢)p(2).
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Equacao auto-adjunta

Dizemos que i(7) = A(#)x(¢) é uma equagdo auto-adjunta se A(t) = —A’(z) V.

O oscilador harmonico dado por”

(@) +x() =0

¢ auto-adjunto.

“Constante eldstica k = 1 e sem forcas externas.

Definindo as varidveis de estado x () = x(¢) e x2(r) = x(r) obtemos

x(t) =x(t) =x2(t) e i) =X(t) = —xi1(2)

(2)=(5%0)(2)

! ) satisfaz A = —A’.

que nos da

Note que A = ( 1 0
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Equacao auto-adjunta

Veremos que as matrizes de transicdo de uma equagio auto-adjunta sio ortogonais’.

Se ®(t,1y) é a matriz de transi¢do de um sistema auto-adjunto, entdo

' (1,10)®(t,10) =1 Vteto.

Prova. Veja que

4 [®'(t,10) (1, 10)] = [é(z, to)]/q)(t, 10) + @' (1, 10) D(1, 10)

dt
= ' (t,10)A" () D(t, o) + P (1,10)A(£)D(t, 10)
= ®'(1,10) (A'(1) + A(1)) (1, 10) = 0

jdque A(r) = —A’(1). Logo, ®'(1,1)®(t, 1) é constante. Como
CI”(IQ, l‘o)q)(l(), t()) =1

concluimos a prova do teorema. g

3A € R™" ¢ ortogonal se satisfaz AA’ = I.
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Exercicios

1. O adjunto de transformagdes lineares

Sejam L : X — Y uma transformacao linear entre espacos X e ¥ com produto
interno (-, -)x e (-, -)y respectivamente. Dizemos que uma transformacéo linear
T:Y+— X éoadjunto de L se (y,L(x))y = (T(y),x)x paratodox € Xey € Y.

a) Seja A € R"™™. Mostre que o adjunto de A € sua transposta A’ € R™*".*

b) Seja C"[to, t1] 0 espago das funcdes vetoriais continuas x : [to, ;] — R".
Inicialmente verifique que

()= [ " X Oy di

fo

define um produto interno em C"[to, #;]. Em seguida, veja que a transformago
T abaixo estd bem definida e calcule o seu adjunto

T :C"[to,11] = C"[to,11] : f — /t1 J(t,5)f(s)ds

z

em que J : [fo, t1]* — R™*™ é uma funcio matricial continua.

“Recordamos que o produto interno em R” é igual ax’y = x -y = > 7| x;y; parax,y € R".
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Exercicios

2. O comutador

O comutador de A, B € R"*" ¢ definido por [A, B] = AB — BA € R"™*".
i) Verifique que A, B € R"*" comutam, se s6 se [A, B] = 0.
ii) Mostre a identidade de Jacobi-Bracket

[4, (B, C]] + [B, [C,A]] + [C, [A, B]] = 0.

Seja ®(¢, 1p) a matriz de transi¢do da equacdo x(¢) = A(r)x(¢). Mostre que se
A(t) = —A’(—1), entdo (¢, 1y) € sua inversa possuem os mesmos autovalores.
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Exercicios

4. Um circuito LCR

a) Encontre uma equagdo diferencial que O—V‘I;W——O
modele o sistema elétrico ao lado
assumindo que ¢; € a entrada € ¢ € a e CT &
saida do sistema.
o 0

b) Determine a solu¢do da equagdo
obtida no item @) com condigéo

C .. Figura: ¢; e ¢g denotam tensdes, Re C
inicial dada. g gy ’

resisténcia e capacitancia resp/te.

’

Mostre que se v é um autovetor de A € R"*" associado a A, entdo v € um autovetor
de ¢ associado ao autovalor ™.

\
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Exercicios

6. Forced, damped, harmonic oscillator

Sejam k e b > 0. Considere o oscilador harménico dado pela seguinte equagéo

X + bx + kx = cost.

a) Escreva a equagdo de estado deste sistema e encontre sua solu¢do para qualquer
condicdo inicial dada.

b) Seja ®(z,1) a matriz de transicdo deste sistema. Mostre que

lim ®(z,7) = 0.

t— o0

¢) Prove que existe uma unica solu¢do 27-periddica . (r) para este sistema.

d) Mostre que a solugdo 2m-periddica do item c) é atratora, ie., se x(f) é solugdo,
entdo ||x(¢) — w2 (¢)|| — 0 quando r — +o0.
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