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Alerta: Este é apenas um guia resumido de parte das
transparéncias das aulas. Ele n3o substitui as aulas (onde
existem discussdes, resolugBes de exercicios, figuras, etc) e ndo
substitui a leitura da bibliografia recomendada. O GeoGebra
http://www.geogebra.org (aqui utilizado) é uma 6tima
ferramenta, porém o aluno deve também tentar fazer as
figuras na m3o para compreende-las melhor.

Objetivo: Estudar superficies em R3.

Elas aparecerdo no curso como:
» superficies de nivel (e.g. graficos, vinculos etc)
» superficies parametrizadas.



Superficie de nivel
Def: Seja g : R® — R funcdo continua e ¢ um valor de g.
Entdo

S =g '(c) = {(x1, %, x3) € R®|g(x1, 2, x3) = ¢}
é chamado superficie de nivel (ou conjunto de nivel).

Ex 1: Seja g : R? — R definida como g(x) = x + x3 + x5

S={xeR3x}+x3+x3 =1}
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Obs: Uma superficie de nivel de uma funcio continua

g 1 R3 — R n3o precisa ser uma superficie regular;, veremos
maiores detalhes na Parte 2 da matéria quando estudarmos o
teorema de funcdo implicita. Considere por exemplo:

S={xeR3x}+x3+x% =0}



Ex de supeficies de nivel: Graficos

O graficos associado a uma funcdo h: U C R? — ¥ continua
é

S = {(X]_,X2,X3) c R3‘X3 = /'I(X]_,Xg)7 (X]_,Xz) c U}

Ex 2: h: U CR? — I onde h(x;, %) =

S={(x,x,x3) €ER3}|xz3 =xF — xF ,(x1,%) € U}

Note que C = {(x1,x,2) € R3|1 = %12 — %} — SN
é a translagdo de um hiperboloide (vide Resumo 3).



Figura: Exemplo 2




Ex 3 A superficie

é grafico.

S ={(x,%,3) €ER3x3 = /X2 +x3 ,(x1,%) € U}

Figura: Exemplo 3



Obs A superficie

S={(x1,x,x3) €ER|xi =xI +x3 ,(x1,x) € U}

)

n3o é grafico pois ndo conseguimos descrever todos os
pontos de S como x3 = h(xi, x») para uma unica fungio h.

Figura: N3o é grafico, em particular retas paralelas ao eixo x3
interseptam a superficie em mais de um ponto



Ex de supeficies de nivel: Superficie de Revolucao

Problema
Considere a aplicacio linear Ry : R® — R3 definida como:

cos(d) —sin(f) Of [x
Ro(x) = [sin(f) cos(f) 0] |x
0 0 1 X3

Verifique que Ry : R® — R3 é uma rotacdo em torno do eixo
X3 ou seja em torno da reta {x; = 0, x, = 0}.

Uma supericie S é superficie de revolugdo (em torno do
eixo x3) se é invariante pela rota¢des Ry ou seja S = Ry(S)
para todo 6.

Obs: Ex 1 e Ex 3 sdo superficies de revolucdo, o Ex 2 ndo é
de revolugio.



Em geral uma superficie de revolucao pode ser descrita
como superficie de nivel:

S = {(x, %, xs) € R|g(x} + 5, x3) = c}
para alguma funcdo g : U C R? = R.

Prob: Verifique que uma superficie descrita pela equacio
acima atende: Ry(S) C S.



Ex 4 S = {(x1,%,x3) € R3|x3 = cos(\/x? + x3)}

Vamos verificar se S é de revolugdo e esbogar S
(1) Comegamos com a igualdade que define S, i.e.,
x3 = cos(\/X¢ + X3);
(2) Substituimos R? = x? + x2 na igualdade, i.e., x3 = cos(R)

(3) Visto que as Gnicas variaveis foram R e x3 entdo S é
de revolucio,

(4) Vamos entdo descobrir a curva geratriz definida como
C=5n{x =0} ou seja
C ={(0,x, x3) € R3], x3 = cos(|xz|)};

(5) Giramos a curva geratriz C em torno do eixo x3 obtendo a
superficie S.



Figura: Ex 4




Ex de supeficies de nivel: Cilindro sobre curvas

Considere a aplicacdo translacio T, : R® — R3 definida como
T:(x) =x+(0,0,1t)

Uma superficie S sera um cilindro sobre curva no plano

{x3 = 0} se for invariante pela translagdo T; ou seja

Em geral tal superficie & definida como o conjunto de nivel

S ={(x,x,x3) € Rg(x, x) = c}

onde g: U C R? = R.



Ex 5: S ={(x1,%,x3) € R3|x? +x3 =1}

Vamos verificar que S é cilindro sobre curva e esbogar S

(1) Comegamos com a igualdade que define S ,ou seja
X2+ x5 =1,

(2) Visto que faltou a variavel x; entdo é cilindro sobre
curva .

(3) Consideramos a curva C = SN {x3 = 0} e transladamos
na direcdo x3






Ex de supeficies de nivel: Deformacao

Considere a deformacdo T : R3 — R3 definida como:

a 0o X1
T(x) = (ax1, bx2,cx3) = |0 b 0 [x
0 0 ¢ X3

Dado uma superficie
5 = {X S R?”g(Xl,Xz,X:J)) - d}
sua deformacio sera descrita como:

T(S)={y e Bg(2.2.2) = d)



Ex 6: Considere:

> S={xeR|Z+x3+x3=1}
> T(S):{yeR3|%+%§+y§:1}

(1/4)x2+1/9y*+22

Figura: Ex 6



Exemplos de Parametrizacdes de superficies

Dada uma superficie S, uma aplicacdo ) : U C R? -+ R3 &
uma parametrizagdo de S se ¢(U) C S.

Ex Graficos: Seja S = {(x1, %, x3) € R3|x3 = h(x1, x2)}
onde h: U C R? — R. Entdo 9(x1,x2) = (x1, %, h(x1, x2)) €
uma parametrizacdo.

Ex Cilindro candnico: Seja
S ={(x1,x,x3) € R3|x? + x5 = 4} Entdo
(0, z) = (2cos(0),2sin(d), z) € uma parametrizag3o.

Obs: O altimo exemplo sugere parametrizacdes mais gerais
para:

» cilindro sobre curvas planas;
» superficies de revolucio.



Ex cilindro sobre curvas: Seja S uma superficie cilindro
sobre curvas onde o : | — R? é uma parametrizacdo da curva

plana C = SN {x;3 = 0}. Entdo ¢(t, x3) = (a1 (t), aa(t), x3) &
uma parametrizacao.

Ex particular:
> Se S ={(x1,x%,x3) € R? % + % =1}
» a(t) = (2cos(t),3sin(t))
> (t,x3) = (2cos(t),3sin(t), x3)



Ex superficie de revolugdo: Seja S uma superficie de
revolucdo onde o : | — R3 & uma parametrizacdo da curva
geratriz C = SN {x; = 0}. Observe que

> a(t) = (0,aa(t), as(t)),

» a5(t) mede a distdncia ao eixo x3

» «3(t) mede a altura do ponto «(t)
Entao ¢(t,0) = (aa(t) cos(), ax(t) sin(f), az(t)) € uma
parametrizagdo de S.

Ex particular:
> Seja S = {(x1,%,x3) ER3|x? +x3 + x5 =1}
» a(t) = (0,sin(t), cos(t))
» (t,0) = (sin(t) cos(0), sin(t) sin(f), cos(t))



Obs: Curvas espaciais em R3
Prob: Sejam
S ={x €R3xs = \/x + X3}

52 = {X S R3’X3 = 1+X2}

(a) Esboce S; e S,.
(b) Determine a parametrizagdo de C = 5; N Ss.

Dica b: Primeiro determine a equacdo cartersiana da projecio
7(C) no {x3 = 0}, segundo determine a parametriza¢do
(a1(t), ax(t)) da curva plana 7(C) e por fim obtenha a
coordenada a3z usando x3 = 1 + xo

Resposta (b) a(t) = (t, £5L, £41) para t € R.



