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Problema: Encontrar solução para a EDP com as condições de contorno homogêneas:

Ou seja:

A condição inicial é dada pela relação:

𝑓 𝑥 = ቊ
𝑥, 0 ≤ 𝑥 < 𝐿/2
𝐿 − 𝑥, 𝐿/2 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿

e    𝛼 = 1

L/2 L

L/2

x

A solução obtida por separação de variáveis é dada por:

𝑢 𝑥, 𝑡 = 

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑒
−
𝑛2𝜋2

𝐿2
𝑡
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Os coeficientes da solução são os coeficientes da série de senos da condição inicial 
pois:

𝑓 𝑥 = 𝑢 𝑥, 0 = 

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝐿

Como a tabela contém os coeficientes para funções polinomiais até ordem 2 não 
há necessidade de integrar.

𝑐𝑛 = 2 ∗ 𝑏𝑛 𝑓0,1/2
(1)

, 𝐿 + 𝐿 ∗ 𝑏𝑛 𝑓1/2,1
0

, 𝐿 − 𝑏𝑛 𝑓1/2,1
(1)

, 𝐿

𝑓 𝑥 = ቊ
𝑥, 0 ≤ 𝑥 < 𝐿/2
𝐿 − 𝑥, 𝐿/2 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿

Série de 
senos Linear no 

intervalo [0,1/2]

Linear no 
intervalo [1/2,1]constante no 

intervalo [1/2,1]
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Extraindo as expressões necessárias da tabela:

𝑏𝑛 𝑓0,1/2
(1)

, 𝐿 =
𝐿

𝑛2𝜋2
−

𝑛𝜋

2
. cos

𝑛𝜋

2
+ sin

𝑛𝜋

2
+ 0. cos 0 − sin 0 =

𝐿

𝑛2𝜋2
−

𝑛𝜋

2
. cos

𝑛𝜋

2
+ sin

𝑛𝜋

2

𝑏𝑛 𝑓1/2,1
0

, 𝐿 = −
1

𝑛𝜋
cos 𝑛𝜋 − cos

𝑛𝜋

2

𝑏𝑛 𝑓1/2,1
(1)

, 𝐿 = 
𝐿

𝑛2𝜋2
−𝑛𝜋. cos 𝑛𝜋 + sin 𝑛𝜋 +

𝑛𝜋

2
. cos

𝑛𝜋

2
− sin

𝑛𝜋

2

0

Combinando na expressão para o coeficiente:

𝑐𝑛 = 2 ∗ 𝑏𝑛 𝑓0,1/2
(1)

, 𝐿 + 𝐿 ∗ 𝑏𝑛 𝑓1/2,1
0

, 𝐿 − 𝑏𝑛 𝑓1/2,1
(1)

, 𝐿
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𝑐𝑛 = 2 ∗ 𝑏𝑛 𝑓0,1/2
(1)

, 𝐿 + 𝐿 ∗ 𝑏𝑛 𝑓1/2,1
0

, 𝐿 − 𝑏𝑛 𝑓1/2,1
(1)

, 𝐿

𝑐𝑛 =
2𝐿

𝑛2𝜋2
−
𝑛𝜋

2
∗ cos

𝑛𝜋

2
+ sin

𝑛𝜋

2
−
2𝐿

𝑛𝜋
cos 𝑛𝜋 − cos

𝑛𝜋

2

−
2𝐿

𝑛2𝜋2
−𝑛𝜋 ∗ cos 𝑛𝜋 +

𝑛𝜋

2
∗ cos

𝑛𝜋

2
− sin

𝑛𝜋

2

Agrupando pelos termos trigonométricos:

𝑐𝑛 =
2𝐿

𝑛2𝜋2
∗ −

𝑛𝜋

2
+
2𝐿

𝑛𝜋
−

𝐿

𝑛2𝜋2
∗
𝑛𝜋

2
cos

𝑛𝜋

2

+
2𝐿

𝑛2𝜋2
+

2𝐿

𝑛2𝜋2
sin

𝑛𝜋

2

+ −
2𝐿

𝑛𝜋
−

2𝐿

𝑛2𝜋2
∗ −𝑛𝜋 cos 𝑛𝜋



𝑐𝑛 =
2𝐿

𝑛2𝜋2
∗ −

𝑛𝜋

2
−

𝐿

𝑛2𝜋2
∗
𝑛𝜋

2
+
2𝐿

𝑛𝜋
cos

𝑛𝜋

2

+
2𝐿

𝑛2𝜋2
+

2𝐿

𝑛2𝜋2
sin

𝑛𝜋

2

+ −
2𝐿

𝑛𝜋
−

2𝐿

𝑛2𝜋2
∗ −𝑛𝜋 cos 𝑛𝜋
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Resulta em:

𝑐𝑛 =
4𝐿

𝑛2𝜋2
sin

𝑛𝜋

2
=

4𝐿

𝜋2
∗

1

𝑛2
sin

𝑛𝜋

2

0

0

Simplificando:
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𝑛 = 2𝑘 + 1 , 𝑘 = 0,⋯ ,∞

𝑐 2𝑘+1 =
4𝐿

𝜋2
∗

−1 𝑘

2𝑘 + 1 2

Logo pode-se propor uma mudança de variáveis para evitar o cálculo de termos nulos:

Para k par o coeficiente é positivo igual a 1, e para k ímpar é negativo igual a -1.

Para valores pares de n, o 
coeficiente é nulo:
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Ou seja a solução:

𝑢 𝑥, 𝑡 = 

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑒
−
𝑛2𝜋2

𝐿2
𝑡

Pode ser escrita na forma:

𝑢 𝑥, 𝑡 =
4𝐿

𝜋2
.

𝑛=1

∞
1

𝑛2
∗ sin

𝑛𝜋

2
∗ sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑒
−
𝑛2𝜋2

𝐿2
𝑡

Usando a mudança de variáveis:

𝑢 𝑥, 𝑡 =
4𝐿

𝜋2
.

𝑘=0

∞
−1 𝑘

2𝑘 + 1 2 sin
2𝑘 + 1 𝜋𝑥

𝐿
𝑒
−
2𝑘+1 2𝜋2

𝐿2
𝑡
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A referência traz o mesmo processo para o valor de L = 40
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EXERCíCIO:

Encontre a solução para o problema

com:

E condição inicial 

𝑓 𝑥 =

0, 0 ≤ 𝑥 < 𝐿/4
𝐿

2
, 𝐿/4 ≤ 𝑥 < 3𝐿/4

0, 3𝐿/4 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿

e    𝛼 = 1

Construa um script python para visualizar e verificar sua solução.

L/4 L

L/2

x3L/4
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Roteiro do curso

• Introdução

• Séries de Fourier

• Método de Diferenças Finitas

• Equação do calor transiente (parabólica)

• Equação de Poisson (elíptica)

• Equação da onda (hiperbólica)


