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Distribuicao Exponencial. Falta de memoria.

Uma variavel aleatoria X nao tem memoria se
P(X>s+t|X >s)=P(X >t) para todos s,t > 0.

Podemos reforcar essa propriedade? Seja Y uma variavel aleatoria
qualquer. Supomos que v.a. X tem a propriedade de falta de
memoria. Podemos dizer que a relacao

P(X>Y+4+t¢t|X >Y)=P(X >t) para todos t > 0.

continua valendo para X7



Distribuicao Exponencial. Falta de memoria.

P(X>Y+4+t|X>Y)=P(X >t) para todos t > 07

Observamos primeiro, que a v.a. Y nao pode ser qualquer.
Realmente, considere o caso Y = X/2:

X X X X
P(X>5—|—t|X>5)_P(X>5+t)_P(5>t)
= P(X >1t)



Distribuicao Exponencial. Falta de memoria.

P(X>Y+t|X>Y)=P(X >t) para todos ¢t > 07

Mas, se v.a. Y qualquer, mas independente de X, entao, parece,
que pode funcionar. Realmente, considere o caso Y com a
densidade f(y) (ou probabilidade, em caso discreto), e X e Y
sao independentes:

P(X>Y—|—t|X>Y)=/ PIX>Y+t| X>Y,Y =vy)f(y)dy
0
=/ PIX>y+t]|X>y)f(y)dy
0

= / P(X >t)f(y)dy =P(X >1t)
0



(da aula passada)

Distribuicao Exponencial. Exemplo 5.2. Suponha que vocé
entrou numa estacao de metro para comprar uma passagem. A
estacao tem dois caixas na bilheteria, e ambos estao ocupados.
VOCé comprara a passagem no primeiro caixa que ficar livre.
Suponha que o tempo de compra de uma passagem para um
passageiro tem distribuicao exponencial. Qual € a probabilidade
de vocé ser o ultimo a sair dos caixas (existem trés pessoas
envolvidas, vocé e as duas pessoas que estao comprando o0s
bilhetes nos caixas)?

O raciocinio pode ser o seguinte. No momento que um caixa
fica livre, seu tempo de compra e 0 tempo de compra para a
outra pessoa que ainda esta comprando a passagem, tém dis-
tribuicdes exponenciais, com o mesmo parametro (pelo propri-
edade de falta da memodria). Por isso, a probabilidade de que
VOCE vai ser o ultimo a sair dos caixas € igual a 1/2. O



Distribuicao Exponencial. Exemplo 5.2. Calculo formal.
Suponha que vocé entrou numa estacao de metré para com-
prar uma passagem. A estacdo tem dois caixas na bilheteria,
e ambos estao ocupados. VVOCE comprara a passagem no pri-
meiro caixa que ficar livre. Suponha que o tempo de compra de
uma passagem para um passageiro tem distribuicao exponencial.
Qual é a probabilidade de vocé ser o ultimo a sair dos caixas?

Seja 11 0 seu tempo de atendimento, e 15,753 tempo de aten-
dimento de duas pessoas que compram passagens nos caixas.
T1,7T>,T5 sao independentes com a mesma distribuicao exponen-
cial com taxa A. A probabilidade, que queremos achar, pode ser
escrita da seguinte forma:

P(Tl > max(TQ,Tg) — miﬂ(TQ,T3))



Distribuicao Exponencial. Exemplo 5.2. Calculo formal.
P(T1 > max(Ts, T5) — min(Ts,T3)) =

Denotamos Z = max(7»,73) — min(71»,73). Observe, que Tj
e Z sao independentes. Achamos a distribuicao de Z usando
P(Z > z):

P(max(TQ,Tg) — min(Ts,T3) > z)
= P(max(T, T3) — min(T5,T3) > z | T> > T5)P(T> > T3)
+ P(max(Ts, T5) — min(1%,T3) > z | To < T3)P(T2 < T3)
=P(T2 > Ts+ 2 | To > T3)P(T% > T5)
+P(T5 > T> -|- 2| Th < T3)P(T2 < T3)

P



Distribuicao Exponencial. Exemplo 5.2. Calculo formal.

P(Ty > max(Ts, T5) — min(Ts, T3)) =7

Ent3o sabemos que Z ~ exp(\), e finalmente
. 1
P<T1 > max(15,T3) — mln(TQ,T3)) = P(Tl > Z) = 5

formalmente:

P(Tl > Z) =/ P(Ty > Z | Z = 2)f(z)dz =/ P(Ty > 2)f(2)dz
0 0

=/ e’\z-)\e)‘zdz:/ Ae M dy
0 0

1 [~ 1
= — 2Ae Mdz = =
2 0 2



Convolucao de exponenciais. Capitulo 5.2.4.

Sejam X;,7 = 1,...,n exponenciais com diferentes taxas \; res-
pectivamente. A soma delas X = ZXZ- chama-se variavel alea-
toria hypo-exponencial. Consideramos n = 2.

t t
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0 0
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Convolucao de exponenciais. Capitulo 5.2.4. Consideramos
n = 3.

t
A A
fxix4x:(t) = ( L et 4 22 )\16_)\18) Aze 9 g
0 \A1— X2 A2 — A1
t

= )\36_)\3t ( Al )\28_()‘2_)‘3)3 + L)\le—(M—)\:&)s) ds

0 A1 — Ao Ao — A1
= >\3€_)\3t >\1>\2 1- e_(AQ_Ag)t + )\1>\2 1-— 6_()\1_>\3)t
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Convolucao de exponenciais. Capitulo 5.2.4.

Logo, para n > 1 qualquer seguinte formula pode ser provada
pela inducao: seja X = X1+ ...+ X,

fx(@) = g e Mt H )\jA_j \;
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Distribuicao Exponencial. Exemplo 5.7. Seja X1,...,Xn
exponenciais independentes com diferentes taxas \;,z = 1,...,m.
Considere v.a. N independente de todos X; com distribuicao

discreta e finita P(N = k) = py, Zgzlpk = 1. Considere seguinte
v.a.

Achamos a densidade:

F® =) HEIN=np =) frt.txOp

n=1 n=1

m n
— —\it
= g Dn E CinAie
n=1 =1



Distribuicao Exponencial. Exemplo 5.7. Interpretacao.

Um item de producao de uma fabrica, passa pelo m estagios de
formacdo (ou controle) em sequéncia. Mas em cada etapa 7,7 =
1,...,m, existe a possibilidade de item sair do sistema (por varios
motivos, por exemplo pelo defeito). Supondo que em cada etapa
1 O item passa o tempo exponencial com correspondente taxa \;
independentemente dos outros exponenciais. Entao Y € tempo
que um item passa dentro do sistema.
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