MAT 0147: Calculo Il (T21-FEA-USP)

Curvas planas

Guia resumido

Setembro 2020



Alerta: Este é apenas um guia resumido de parte das
transparéncias das aulas. Ele n3o substitui as aulas (onde
existem discussdes, resolugBes de exercicios, figuras, etc) e ndo
substitui a leitura da bibliografia recomendada. O GeoGebra
http://www.geogebra.org (aqui utilizado) é uma 6tima
ferramenta, porém o aluno deve também tentar fazer as
figuras na m3o para compreende-las melhor.

Objetivo: Estudar curvas planas.

Elas aparecerdo no curso como:
» curvas de nivel (e.,g curvas indiferencas)
» curvas parametrizadas.



Curvas de nivel

Def: Seja g : R? — ¥ funcdo continua e ¢ um valor de g.
Entdo

C=g7'(c) = {(x1, %) € R*g(x1, %) = c}

é chamado curva de nivel (ou conjunto de nivel).
Ex 1: Seja g : R? — [ definida como g(x, %) =

C={(x,%) e R} +x3 =1}
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Seja S = {(x1, %, x3) € R®|g(x1, %) = x3} o gréfico associado
a funcdo g : R? — ¥ Entdo a curva de nivel transladada para
altura x3 = ¢ é a intersecdo do plano com o grafico

S.
Ex2: Seja g : R? — @ definida como g(x;, %) =
S ={(x1,x,x3) € R3|x? + x2 = x3}

C={(x,%,1) eR3}xF+x3=1}=5nN
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Obs: Uma curva de nivel de uma funco continua g : R? —
ndo precisa ser uma curva regular, veremos maiores detalhes
na Parte 2 da matéria quando estudarmos o teorema de
funcdo implicita.

2,2 | 2
C ={(x1,x) € R®|x; + x5 =0}

Ex 3: Grafico associado a uma fungdo h: I C R —- R
continua &, como vimos em Calculo |, definido como:

C = {(x1,x) € R?xx = h(x1),x € I}



Ex 4: Circulo, posicao geral

C = {(Xl,Xg) € R2‘(X1 — p1)2 + (X2 — p2)2 = f2}

(x-22+(y-3)y=1
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Ex:5 Elipse

(X1 - Pl)2

C = {(x1,x2) € R?|
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Obs: Uma elipse pode ser vista como deformacao de um
circulo. Por exemplo, seja C; = {(x1, x2) € R?|x} + x5 = 1}.
Entdo para H : R?> — R? definida como H(x, x2) = (2x1, 3x2).

i ¥
H(G) = G ={(n.y) €R?7 +°5 =1}



Ex 6: Hipérboles




Curva parametrizada

Def: Uma fungdo continua o : | — R™, definida como

a(t) = (a1(t) -+, am(t)) é chamada curva parametrizada.
A curva sera de classe C* se as suas funcdes componentes ;
sdo de classe C*.

Ex 7: o : R — R? definida como

a(t) = (3cos(t), 3sin(t))

Ex 8: 3 : R — R? definida como

B(t) = (3 cos(2t), 3sin(2t))



Def: Dado uma curva paremetrizada a : | — R™, definida

como a(t) = (ay(t) -+, am(t)) o vetor
o/ (t) = (a4(t) - ,al (t)) é vetor velocidade e ||o/(t)]| é a
velocidade.

Ex 7: a: R — R? definida como «a(t) = (3cos(t),3sin(t)).
Entdo o/(t) = (—3sin(t), 3 cos(t)), ||/ (t)]| =3

Ex 8: 3: R — R? definida como /3(t) = (3 cos(2t), 3sin(2t))

Entdo §'(t) = (—65sin(2t), 6 cos(2t)) e ||F'(t)]] = 6



Parametrizacdes dos exemplos basicos

Ex 3: Grafico associado a uma funcdo h: I C R — R
G = {(X]_,Xg) S RleQ = h(X]_),X]_ S I}

a(t) = (t, h(t)) onde t € I.

Ex 4: Circulo
€= {(.3) € B2 — pu)? + (2 — po)? = 17}

a(t) = (rcos(t) + p1, rsin(t) + p2) onde t € [0, 27]



Ex 5: Elipse

C = {(x, %) € R Lazpl | bappal — 3

a(t) = (acos(t) + p1, bsin(t) + p2) onde t € [0, 27].
Ex 6: Hipérbole

G ={(x1,%) ERS — % = 1,x >0}

a(t) = (acosh(t), bsinh(t)) t € R.



Obs: Um dos problemas do T1 poderia também ser resolvido
alternativamente utilizando parametrizacdes.

Problema

Sejam x; e xp, respectivamente, quantidade (nimeros reais
ndo negativo) de mercadorias A e B consumidas por uma
pessoa. Suponha que R$5,00 e R$2,00 sdo, respectivamente,
os precos unitarios (e.g., preco de 1 quilo) de A e B e que C
seja o segmento de reta em R? que descreve o espaco da
quantidade das mercadorias, quando a despesa (orcamento)
para mercadorias é R$7,00. Seja u: R?> — R a fungdo
definida como u(x) = ||x — (2,2)||. Determine o ponto

p € R tal que u(p) assume o menor valor.



Dica: Considere um vetor v tangente a reta orcamento (ex,
v =(—2,5)) e um ponto py na reta orcamento (ex,

Po = (17 1))
Escolha uma parametrizaccdo da reta orcamento, i.e.,
a(t) =po+t.v
Obtenha o minimo t,,;, da fungdo f(t) = u(a(t)) utilizando
Calculo | e a geometria do problema (ou seja mesmo que

dominio n3o seja fechado e limitado, voce sabe que havera um
minimo que realiza distancia).

Temos entdo que p = a(tmin).



