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Questao 1

A chave na figura 1| sera fechada no instante ¢ = 0. Quais devem ser as condigoes iniciais Q(0)
e I(0) para que o fluxo de carga entre diretamente no regime estacionério, sem haver transiente?
Sugestao: Encontre a carga q(t) no regime estaciondrio. A carga € Q(t) = aQq + SQy + q(t); vocé
quer encontrar Q(0) e 1(0) para que as constantes a e B sejam zero.
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Figura 1: Questoes 1-3. A forga eletromotriz é expressa em Volts.

Para encontrarmos a solucao estacionéria, vamos utilizar um resultado algébrico ja encontrado
na prova. A solugdo para zg é
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Substituindo as constantes, vemos que
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Vemos ja que o circuito estd em regime criticamente amortecido. Substituindo as constantes na



equacao [I} temos
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Tomando a parte real de z(t), o coeficiente real é multiplicado por cos(20t) e o coeficiente imaginario,

por sin(20t). Assim,

() = ~ 3cos(20¢) 4 4sin(20¢)
W= 2500 '

Colocando na equagao para a carga do circuito e usando Q(0) = 1,Q,(0) = 0, temos

3 cos(20t) 4 4sin(20¢)
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Agora que temos «, podemos calcular a derivada de Q(¢) no tempo, e usando que Qu = —Qu/T —
w%Qy (nesse caso particular, w; = 0) e Qy = —Qy /T + Q, temos
- 3sin(20t) — 4 20t
1(t) = —a% — g% 4 o, 4 20— 2eos300) (12)
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Calculando 7(0), podemos finalmente encontrar 3:
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oy =_-% 5.4 13
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Finalmente, impomos o = 8 = 0. A equagdo [L1] implica que
3
QO = =5550¢
A equagao [14] nos leva a
4
oy = -4 1
0)= 5 (15)

Questao 2

Calcule a carga armazenada no capacitor da figura [I, nas condigdes da questao 1, em fungao do
tempo e, a partir do resultado, a energia armazenada no capacitor. Calcule também a energia



armazenada do indutor, em fun¢ao do tempo. Sugestao: Uma vez que u = dz/dt, a carga compleza
no capacitor € z = u/(iw).

A carga armazenada no capacitor, com as condicbes da questdao 1, é apenas a solucdo nao-
homogénea do circuito,

_ 3cos(20t) + 4sin(207)

t) = 16
A energia armazenada no capacitor, em funcio do tempo, é
QQ
Ur = 2 17
“7a2C (17)
_ 9cos?(20t) + 24 sin(20t) cos(20t) + 16 sin?(20¢t) (18)
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Carga no capacitor e energia armazenada.
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A energia do indutor, por sua vez, é
LI?
U, = 5 (21)
3sin(20t) — 4 cos(20t)
I(t) = 22
(v — (22)
1
Up = m(g sin?(20t) — 24 sin(20t) cos(20t) + 16 cos?(20t)) (23)
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Corrente no circuito e energia armazenada no indutor.
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Carga no capacitor e corrente no circuito.

40
30 A
20 A

10

_10 .

_20 .

=307 — Q(mC)
—404 I(mA)

Questao 3

Resolva a questao 1 supondo que a forga eletromotriz seja € = sin(10¢) (em Volts).
Utilizando a ja citada solugao do circuito,

Eo(wd — w? —i2w/7)

T[22 + 477 (25)

zZ0 —
Veja que, com w = 10/s, o circuito estd em ressonancia. Assim, a diferenca w(z) —w? =0. z se
torna entao
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Para encontrar a carga ¢(t), uma vez que a fonte agora ¢é sin(10¢), precisamos tomar a parte ima-
ginaria de z(t).

2(t) = —i5 - 107310t (28)
q(t) = 5cos(10t)mC. (29)

Para encontrar as condigoes iniciais, basta impor Q(0) = ¢(0), I(0) = ¢(0).

Q(0) = 5mC (30)
dg .
7 = ~50sin(10t)mA (31)
1(0) = 0. (32)

Questao 4

O par de elementos na figura[2 é alimentado por uma forga eletromotriz com frequéncia w. Encontre
a impedéancia equivalente. Sugestao: imagine que a fonte de tensio & estd ligada diretamente ao
par, um dos polos no terminal de cima e outro no de baizo. Divida a corrente em duas parcelas,
uma através do resistor e a outra através do capacitor. A impeddncia do par € a razao entre a forca
eletromotriz na forma complexa e a corrente u.

Figura 2: Questoes 3 e 4.

Se desenharmos a forga eletromotriz no circuito, temos
Veja, entao, que podemos separar a corrente que chega em A, denominada I, em Iy e I3, que
saem cada uma para um lado da malha. Temos entao duas equacoes além da equagao das correntes:

RI, =€ (33)
Q
G=c (34)

A segunda equagao, derivada no tempo, nos da a expressao

Iy dE
c o dt (35)



R c_—— @S

Evidentemente, podemos substituir I; — u; e £ = Epe™t. Isso nos da as equacoes

R'LLQ =& (36)
& =iwé
_ &
wR (37)
uz = wC&
w1
il + iwC. (38)

A razdo u; /€ é a impedancia equivalente do sistema, e vemos que também pode ser calculada como
a “resisténcia equivalente” para dois resistores em paralelo, mas ao invés da resisténcia, usamos a
impedéancia.

Questao 5

Repita o problema 4 para um indutor L no lugar do capacitor.

R L @5




As equagoes, incluso o0 né uy = us + ug, sao

Rug =& (39)
dU3
L= =¢ (40)

Considerando o mesmo £ da questao 4, a segunda equagao pode ser integrada resultando em

£

Lug = —. 41
ug = —— (41)
Assim, nosso sistema de equacoes se torna
RUQ =& (42)
£
La = — 43
Uy = (43)
(75} 1 1
et A 44
& R iwl’ (44)

mesma conclusao do exercicio 4.

Questao 6

Para que valor tende a impedéancia equivalente na figura [2 quando w — 07 Discuta fisicamente a
resposta. Repita para o enunciado da questao 5.

Para w — 0, a impedancia do capacitor diverge. Isso quer dizer que a solucao estacionaria
para uma bateria de corrente continua (pois w — 0 quer dizer que ela nao oscila) é a corrente ser
totalmente dissipada. Para o caso do indutor, sua impedéncia vai a zero, e a solucao estacionaria é
a Lei de Ohm.

Questao 7

Para simplificar, os ramos da esquerda e da direita do circuito na figura [3]sao iguais, mas vocé deve
resolver a questao sem explorar essa simetria. Combine o procedimento explicado em aula com as
leis de Kirchoff para encontrar a corrente em cada ramo.

Figura 3: Questoes 7-9.

Aqui, € = &y cos(wt). Vamos supor que a corrente uj segue para baixo entre A e B, a corrente
u9 segue para a esquerda entre B e C' e a corrente ug segue para a direita entre B e D. Considerando



isso, a lei dos nés nos diz que
U1 = ug + us. (45)

Ambas as malhas podem ter suas equagoes escritas como

duw: ,
L% + Ru; + %] —¢. (46)

Tomando a primeira derivada temporal da equacao, e considerando £ = £ye'“?, a expressao se torna

d2u. duw.: ,
L% + R% + “—CJ — iwE. (47)

As correntes I; sao obtidas tomando a parte real de £. A solugdo para u; ¢ a mesma usada no
primeiro exercicio, multiplicada por um fator iw.

1w (Wi — w? —i2w/T) s
- i 48
YT L - W2 4e?/r? “8)

Como ambos os lados do circuito tém os componentes de mesmo valor, ambas as correntes u; sao
iguais. Entao, para ambas as malhas,
" iwEo(wd — w? — i2w/T) it (49)
L[(f - ?) + 4w?/7]
w&y
L[ — w2)? + &/

I= [(—wd + w?) sin(wt) + (2w/T) cos(wt)]. (50)

Questao 8

Combine os elementos resistivos e reativos da figura[3|para reduzir o circuito a uma tnica impedancia
ligada a fonte de tensao. Calcule a corrente através da fonte e compare com o resultado da questao
7.

Considerando os elementos reativos e resistivos, a impedancia de cada um dos lados do circuito
¢é a soma das impedéancias de cada elemento daquele lado, j4 que sdo elementos em série. Assim,

Zeq = R+ZC+ZL (51)
1

= _— ] L. 2

R+iwC+M (52)

Sao basicamente dois resistores em paralelo, e entao a impedéncia final se torna
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7 Zeg

(53)



Assim, a corrente u pode ser escrita como

wsf (54)
_9 Ziq (55)
o i(ng— 1/wC) (56)
St
=2 T TR o
=2 "
4 .
s il "
_iwEo(—i2w/T - + wj) gt (62)

L[4w? /72 + (w? — w?)?]

duas vezes maior que o resultado anterior (obviamente que aqui estamos considerando a corrente
que passa pela fonte, que é a soma das correntes -iguais- das duas malhas).

Questao 9

Suponha que a frequéncia na figura |3| seja w = 1/v/LC. Qual é a poténcia média dissipada no
circuito?
A poténcia pode ser calculada por

P = R, 12, (63)

onde I = fRu é a corrente encontrada no exercicio anterior e Z é a impedancia equivalente total.
Na ressonéancia, w = wg e Z = R/2. Entao, u é

_ iwE(—i2w/T)

4w?L /72 et (64)
B 2 )

Re % = R;llié cos?(wt) (66)
= 2;02 cos?(wt) (67)

(68)



Podemos calcular a média fazendo

P w 2w P
(P =5 [ arp) (69)
2 27 Jw
= 2]20;/0 cos?(wt)dt (70)
282 w  [¥/% 1 + cos(2wt)

O segundo termo da integral claramente ¢ nulo, por que é um cosseno sendo integrado em (duas
vezes) seu periodo. Entdo, resta apenas o 1/2 na integragao.

262 w 7™ 1 + cos(2wt)
pP)y=2-20" I S 9
P =2 [ P2 g (72)
E2 w2
“Raw (73)
52

Questao 10

No limite w — 0, a fonte de tensdo da figura [3] é equivalente a uma bateria com voltagem &.
Examine a impedéancia de cada elemento e substitua aqueles que tiverem impedéancia zero por um
fio condutor para obter um circuito equivalente mais simples. Encontre a carga e a corrente nesse
circuito, no regime estacionério, e compare com o limite w — 0 da resposta a questao 7.

Substituiremos a fonte de tensdo por uma bateria de voltagem &y, de forma que a impedancia
do indutor seja nula. Resta analisar o circuito da figura abaixo:

‘%Cﬁc%.

R R

Cr A3 AA——D

B

No regime estacionério, ainda podemos utilizar o método das impedéancias, e no fim utilizar o
limite w — 0. Basicamente, sao duas malhas iguais com impedancias Z em série:

i
Z=R——.
R C (75)
Para cada uma das malhas, a expressao para a corrente (complexa) é dada por
Zu = 50 (76)
&o
_ 77
"TR-ijwC (77
Eow
=" . 78
wR—1i/C (78)
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Quando tomamos o limite citado, o denominador vai para uma constante, mas o numerador vai para
0; assim, com w — 0, u = 0 = I — 0, mesmo resultado obtido a partir do limite da resposta a
questao 7. A carga (complexa) é obtida dividindo u por iw.

o 1 Eow

" iwwR—1i/C (79)

~iwR+1/C (80)
lim z = C& = Q, (81)
w—0

como esperado também.
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