Topico 4 - Leis de conservacao
2020

o FUNDAMENTOS DE MECANICA DO
CONTINUO APLICADA A SOLIDOS
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As solucoes dos problemas de mecanicas dos solidos devem satisfazer
simultaneamente (tempo e posicao) tres condicoes:

- equacoes de equilibrio (ou de movimento)

- condicoes geométricas (ou compatibilidade entre deslocamentos e
deformacoes)

- leis constitutivas de materiais (ou relacoes entre tensao e
deformacao)

Condicoes iniciais e de contorno nos esforcos e nos deslocamentos
estao embutidas nos dois primeiros itens
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Condicoes estaticas (ou dinamicas)

0, — campo de tensoes
pb. — forcas de campo

F.—forcas de superficie

Equacoes de equilibrio para uma analise estatica:

nos pontos da superficie nos pontos internos

Z momentos =0

Z forcas =0

o
5 =+ pb, =0
(trés equacoes de equilibrio) X
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2 Lei de Newton — Principio Fundamental da Dinamica

u, — deslocamento F.—forca

v.— velocidade m — massa

a, — aceleracao
Quando aplicamos uma mesma forca em dois corpos de massas
diferentes observamos que elas nao produzem aceleracao igual.

A 2? lei de Newton diz que a Forca é sempre diretamente
proporcional ao produto da aceleracao de um corpo pela sua

Imassa, ou seja:
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A lei da conservacao da quantidade de movimento /1, de elemento

pequeno do corpo de volume AV de massa m deriva da 2* lei de
Newton e determlna que a taxa de Varlagao da quantidade de

Para um meio continuo a forca resultante consiste nas forcas de
campo que atuam no volume AV e das tracoes que atuam na
superficie AS. Entao, a lei da conservacao da quantidade de

movimento fica:

2 ([[ pvdv = [[[ pbdv + [[¢"ds
Dt -5 AV AS
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2 ([[ pvdv = [[[ pbdv + [ ¢"ds
Dt -5 AV AS

como: ti(”) =0o;n,

2 ([[ pvav = [[[ pbav + [[o,n,ds
Dt -5 AV AS

' ivergénci o
Aplicando o Teorema da Divergéncia ” o, dS = J J j . i gy
av 9X;

AS

Bl
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Se estas condicoes sao validas para um qualquer volume AV
entao sao validas para todo o volume V

No caso de equilibrio
estatico e desprezando o

dox,  ox, peso préprio
Jdo,, N d0,,
dx,  0x,

A0, N d0
ox, 0x,
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Balanco da quantidade de movimento em termos de outros tensores de tensoes e
deformacoes:
Tensor de tensoes de Kirchhof
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A lei da conservacao de momento cinética de elemento pequeno
do corpo de volume AV de massa m deriva determina:

Para um meio continuo o momento cinético consiste nas forcas de
campo que atuam no volume AV e das tracoes que atuam na superficie
AS vezes o braco x. Entao, a lei da conservacao de momento cinético

fica:  Had j”xxpvdV = mXx pbdV + HXX t"dS
Dt AV AV AS

2 [ffew xpmdv = [[[ey xphav-+[[e, xivds
AV AV AS 9
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Dﬂt ”Jeijk X, pv,dV = ”Jeijk x;pb dV + Heijk x;t."dS
AV AV AS

como: ti(") =0o,;n,

”J-e ik X;pv,dV = J”e ik X;Pby dV+”e X0, 1,dS

Aplicando o Teorema da Divergéncia € X0
[[en xounds =[]
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J,” S ik X;0 +Xpb —Xpa,;| dV—e |: ’

=j”e 0.0,dV =0

ijk > jr~rk
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Se a conservacao de momento cinético e valida para um
qualquer volume AV entao é validas para todo o volume V

— S o) 40, =0

j j |y 8,0,dv =0
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dv

——=det(F)=J ial é i ivel: =
v (F) Se o material é incompressivel: [(EENEN!

Para pequenas deformacoes:

det(F) =1+ 2
0X.

1

INIEIEIEIER A = =tr(e) =€, +€, + &,
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Forma Lagrangeana

A massa de um volume AV material permanece constante
durante a deformacao, entao:

Considerando: Fole Al&moﬁ—"? e [y
0 0

» Para a deformagcao ser fisicamente'admissivel [ S(E B,
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Forma Euleriana

Considere-se elemento pequeno do corpo AV com superficie
AS fixa no espaco relativamente a referencial fixo. A
conservacao de massa pode ser expressa em termos do
equilibrio da massa de entra e sai pela superficie AS.

Aplicando 0 teorema da divergéncia: ” pv>a ds :f” Vikpv)dV 8
AS AV

M[ +V>{pv} dv =0
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Forma Euleriana

Como AV é uma regiao arbitraria, isto é, valido para qualquer
volume. Entao:

d
a—€+V><PV) = ou %—€+va+pr =0

Derivada material: el B_p + V. B_p
Dt ot ' ox

« q s . = D :
Se o0 material eé incompressivel, entao: p é constante em
t

cada particula

P P ov.,
IR St R S R
el o ok P ok

Entao: v,

Ol — =0 Logo:m 0 tr(D)=0

X

1
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A energia cinética K elemento pequeno do corpo (de volume AV que
contem o ponto P) é definida por:

2AV

A energia de deformacao F acumulada devido a aplicacao de forcas
externas em um elemento pequeno do corpo (de volume AV que
contem o ponto P) em termos da densidade de energia ¢ é definida

por:
AV
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De acordo com a primeira lei da termodinamica para haver
conservacao da energia (desconsiderando as trocas de calor) num
elemento pequeno do corpo (de volume AV que contem o ponto P) a
taxa de trabalho e igual a taxa de energia interna: iy

—(K+E) =

Dt
Onde a taxa de trabalho é definida:

W= ”t(”)v ds +m,obvdV =(|n,o,v.ds + ||| pbv,dv
AS AV

Aplicando o Teorema da Divergéncia
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Considerando Considerando
a conservacao : oo s o [ONE OV a conservagao
de momento 2 -2 . = de quantidade
cinético 0; =0 j; de movimento
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JJ] pavdv = fﬂp

gt(K+E Dtmp vvd +£tmpedE

_”J GjiDij-I_paivi dV ”JO'J-I-DU-CIVJ“ ”Paivl.dV:
AV T 13

vdV = ﬂfﬂm dV——mp vv,dV

W=

D
—pe=0.D
Dtp

= jAgcfj,-D,-jdV + D%wp %v,-v,-dV Dﬂtwpedv = jAjVjaﬁD,.jdV
e 2 ————— . 20
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Forma diferente de escrever a equacao para o balanco para a
quantidade de movimento

Define-se um campo de velocidade virtual admissivel
cinematicamente 6v(x)=0 (i.e continuo e diferenciavel) em um
elemento pequeno do corpo de volume AV que contem o ponto P.
dv representa uma perturbacao na velocidade mantendo as
condicoes de fronteira.
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Equacao do trabalho virtual:

_[,”( O-ijaDij + pai5V,- ) dV = J-f pbl.é'vl.dV + jjti(n)ﬁvids
AV N "

ext

Taxa de trabalho virtual devido Taxa de trabalho virtual devido
as forcas internas as forcas externas
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PRINCIPIO DOS
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0,0D, + pa,év, = ai( o ,0v,| + pbdv,

J
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Principio dos trabalhos virtuais em termos de outros tensores de tensoes e

S (([(0,6D, + padv,| av = [[[ pbdvav + [[sv,ds
AV AV AS

L st Taxavironalidolsradientepliaxavitiialidoitensor de
Gradiente de deformacao) deldelormaAGAo (eI OTNACADNdENFACEANIDE

Em termos do tensor de tensoes de Kirchhof
m( 7,6D; +p,a,év, | dV, = _[” pb,ov,dV, + ” t!"v,dS,
AV AVy AS,

Em termos do tensor de tensoes de Piola-Kircchof 1°
[|[( B6E+ poadv) av, = [[[ pybdvidV, + [[ (" 5v,ds,
AV, AV, el

Em termos do tensor de tensoes de Piola-Kircchof 2°
[|[(z,68+ pyaidv,) av, = [[[ pobiSv,dV, + [[ 1" 6vds,
Vo AVy AS,
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Principio dos trabalhos virtuais para deformacoes infinitesimais:

Relembrando: Taxa virtual do tensor de
deformacao de infinitesima

Fica:

Esta expressao pode ser usada para uma analise estatica considerando a=0.

o0
Entao, o estado de tensao, satlsfaz as condicoes de equilibrio ( L N pb.=0) e as
X
condicodes de fronteira (i =71;0;) 3

s
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