MAC 414
Autématos, Computabilidade e

Complexidade
aula 4 — 23/09/2020



Transicoes A
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Transicoes A

Funcionam como uma adivinhacao para mudar de
estado.
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Transicoes A

Funcionam como uma adivinhacao para mudar de
estado.

N

Notacao: ¥ =3 U {1}
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Automatos

Definicao
Um autémato nao deterministico consiste de 5
componentes,
o = (K,5,A,S,F),
onde:

—~3 @ K é um conjunto finito, de estados.
) @ XY éum alfabeto

s 0 ACKxY xK éocguntode@g
transicoes

~> @ S € K é o conjunto de estados iniciais
—= @ F C K sao os estados finais
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O grafo de um AND
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O grafo de um AND

Gy € um grafo dirigido, com rétulos nas arestas.
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O grafo de um AND

Gy € um grafo dirigido, com rétulos nas arestas.

V(Gy) = K
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O grafo de um AND

Gy € um grafo dirigido, com rétulos nas arestas.
V(Gy) =K

Arestas: para cada (p, o, q) € A, existe uma aresta
a de p a g, cujo rétulo p(a) é o.
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O grafo de um AND

Gy € um grafo dirigido, com rétulos nas arestas.
V(Gy)=K

Arestas: para cada (p, o, q) € A, existe uma aresta
a de p a g, cujo rétulo p(a) é o.

A definicao de rétulo de um passeio estende a vista
para AD.
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O grafo de um AND

Gy € um grafo dirigido, com rétulos nas arestas.
V(Gy)=K

Arestas: para cada (p, o, q) € A, existe uma aresta
a de p a g, cujo rétulo p(a) é o.

A definicao de rétulo de um passeio estende a vista
para AD.

Um passeio é vencedor sevaide S a F.
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A linguagem de um AND
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A linguagem de um AND

L(&) = {p(P)| P é um passeio vencedor}
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A linguagem de um AND

L(&) = {p(P)| P é um passeio vencedor}

Definicao temporaria: uma linguagem é
N-reconhecivel se for a linguagem de um AND.
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Exemplo
Desenho:

abaa
O

® Q,_a(}_b.(}i.gi.()

-
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Exemplo
Desenho:

abaa

o—2aba ~ ~a b anan

{x e (a+b)"| x tem fatores aab e aba}
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AD x AND
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AD x AND

O grafo de um AD pode ser visto como de um AND:
S ={s}
A={(p,o,po)|peK, ocek}.
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AD x AND

O grafo de um AD pode ser visto como de um AND:
S ={s}
A={(p,o,po)|peK, ocek}.

A linguagem aceita pelo grafo é a mesma. Assim, todo
AD pode “ser visto” como AND.
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AD x AND

O grafo de um AD pode ser visto como de um AND:
S ={s}
A={(p,o,po)|peK, ocek}.

A linguagem aceita pelo grafo é a mesma. Assim, todo
AD pode “ser visto” como AND.

Autémato deterministico é caso particular de nao
deterministico.
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AD x AND

O grafo de um AD pode ser visto como de um AND:
S ={s}
A={(p,o,po)|peK, ocek}.

A linguagem aceita pelo grafo é a mesma. Assim, todo
AD pode “ser visto” como AND.

Autémato deterministico é caso particular de nao
deterministico. Parece piada de mau gosto.
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AD x AND

O grafo de um AD pode ser visto como de um AND:
S ={s}
A={(p,o,po)|peK, ocek}.

A linguagem aceita pelo grafo é a mesma. Assim, todo
AD pode “ser visto” como AND.

Autémato deterministico é caso particular de nao
deterministico. Parece piada de mau gosto.

Portanto, se uma linguagem é reconhecivel, entao ela
€ N-reconhecivel
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ED para AND
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ED para AND

Principal operacao: encontrar passeios em Gy dado o
rétulo.
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ED para AND

Principal operacao: encontrar passeios em Gy dado o
rétulo.

Conjuntos como K e ¥ podem ser armazenados de
qualquer forma; € bom poder indexar por inteiros.
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ED para AND

Principal operacao: encontrar passeios em Gy dado o
rétulo.

Conjuntos como K e ¥ podem ser armazenados de
qualquer forma; € bom poder indexar por inteiros.

A pode ser representado por uma tabela K x %,
em que cada entrada € uma lista de estados.
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ED para AND

Principal operacao: encontrar passeios em Gy dado o
rétulo.

Conjuntos como K e ¥ podem ser armazenados de
qualquer-ferma; € bom poder indexar por inteiros.

A pode ser representado por uma tabela K x ¥,
em que cada entrada € uma lista de estados.

A coluna A pode ser incrementada por meio de uma
busca, colocando na linha p todos os estados
acessiveis de p por passeios de rétulo A. A estrutura

fica maior.
»
(}/9\%
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ED para AND

Principal operacao: encontrar passeios em Gy dado o
rétulo.

Conjuntos como K e ¥ podem ser armazenados de
qualquer forma; € bom poder indexar por inteiros.

A pode ser representado por uma tabela K x %,
em que cada entrada € uma lista de estados.

A coluna A pode ser incrementada por meio de uma
busca, colocando na linha p todos os estados
acessiveis de p por passeios de rétulo A. A estrutura
fica maior.

D& para eliminar a coluna A ao custo de multiplicar o
tamanho da estrutura toda por O(|K]).
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AND e operagoes booleanas
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AND e operacoes booleanas
2O a@Sah N

Tentando imitar as construcgdes que
funcionaram para AD
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AND e operagoes booleanas

Tentando imitar as construcgdes que
funcionaram para AD

Intersecao:
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AND e operagoes booleanas

Tentando imitar as construcgdes que
funcionaram para AD

Intersecao: funciona facil
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AND e operagoes booleanas

Tentando imitar as construcgdes que
funcionaram para AD

Intersecao: funciona facil

Uniao:
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AND e operagoes booleanas

Tentando imitar as construcgdes que
funcionaram para AD

Intersecao: funciona facil 5= S/l ~ SZ
Unidao: funciona, mas precisa pensar. Ff E{fz\/ @2

fx
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AND e operagoes booleanas

Tentando imitar as construcgdes que
funcionaram para AD

Intersecao: funciona facil
Uniao: funciona, mas precisa pensar.

Complemento:
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AND e operagoes booleanas

Tentando imitar as construcgdes que
funcionaram para AD

Intersecao: funciona facil
Uniao: funciona, mas precisa pensar.

Complemento: falha feiol
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O Teorema de Kleene

Definicao

As familias de linguagens seguintes coincidem:
a) Reg: o conjunto de linguagens regulares.
b) Rec: o conjunto de linguagens reconheciveis.

c) NRec: o conjunto de linguagens
N-reconheciveis.
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O Teorema de Kleene

Definicao

As familias de linguagens seguintes coincidem:
a) Reg: o conjunto de linguagens regulares.
b) Rec: o conjunto de linguagens reconheciveis.

c) NRec: o conjunto de linguagens
N-reconheciveis.
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O Teorema de Kleene

Definicao

As familias de linguagens seguintes coincidem:
a) Reg: o conjunto de linguagens regulares.
b) Rec: o conjunto de linguagens reconheciveis.

c) NRec: o conjunto de linguagens
N-reconheciveis.

Ja vimos que Rec C NRec.
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Facilidades diferentes
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Facilidades diferentes

O reverso de uma palavra x é xR = XpXpo1° " X1-
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Facilidades diferentes

O reverso de uma palavra x é xR = XpXpo1° " X1-

Definicao formal:
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Facilidades diferentes

O reverso de uma palavra x é xR = XpXpo1° " X1-

Definicdo formal: AR = A, (xo)R = oxR.

Tomatinhos — 2° sem 2020 43/89



Facilidades diferentes

O reverso de uma palavra x é xR = XpXpo1° " X1-

Definicdo formal: AR = A, (xo)R = oxR.

ParalL CY ,LR={xR|xelL).
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Facilidades diferentes

O reverso de uma palavra x é xR = XpXpo1° " X1-

Definicdo formal: AR = A, (xo)R = oxR.

ParaL CY,LR={xR|xelL).
Sem o Teorema de Kleene:
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Facilidades diferentes

O reverso de uma palavra x é xR = XpXpo1° " X1-

Definicdo formal: AR = A, (xo)R = oxR.

ParaL CY,LR={xR|xelL).
Sem o Teorema de Kleene:

Ex: Se L é regular, entao LR também é.
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Facilidades diferentes

O reverso de uma palavra x é xR = x,,x,_1 - x7.

Definicdo formal: AR = A, (xo)R

ParalL CY ,LR={xR|xelL). (I(agl 8

Sem o Teorema de Kleene:

Ex: Se L é regular, entao LR também é.

(AUB)R = ARUBR, (AB)R = BRAR, AR = AR,
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Facilidades diferentes

O reverso de uma palavra x é xR = XpXpo1° " X1-

Definicdo formal: AR = A, (xo)R = oxR.

ParaL CY,LR={xR|xelL).
Sem o Teorema de Kleene:

Ex: Se L é regular, entao LR também é.
(AUB)R = ARUBR, (AB)R = BRAR, AR = AR,

Ex: Se L é N-reconhecivel, entao LR também é.
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Facilidades diferentes

O reverso de uma palavra x é xR = XpXpo1° " X1-

Definicdo formal: AR = A, (xo)R = oxR.

ParalL CY ,LR={xR|xelL).
Sem o Teorema de Kleene:
Ex: Se L é regular, entao LR também é.
(AUB)R = ARUBR, (AB)R = BRAR, AR = AR,

Ex: Se L é N-reconhecivel, entao LR também é.
Bico:
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Facilidades diferentes

O reverso de uma palavra x é xR = XpXpo1° " X1-

Definicdo formal: AR = A, (xo)R = oxR.

ParalL CY ,LR={xR|xelL).
Sem o Teorema de Kleene:
Ex: Se L é regular, entao LR também é.
(AUB) — ARUBR, (AB) — BRAR A*R = AR~
Ex: Se L é N-reconhecivel, entao LR também é.
Bico: Reverta o automato.
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Facilidades diferentes

O reverso de uma palavra x é xR = XpXpo1° " X1-

Definicdo formal: AR = A, (xo)R = oxR.

ParalL CY ,LR={xR|xelL).
Sem o Teorema de Kleene:
Ex: Se L é regular, entao LR também é.
(AUB) — ARUBR, (AB) — BRAR A*R = AR~
Ex: Se L é N-reconhecivel, entao LR também é.
Bico: Reverta o automato.

Ex: Se L é reconhecivel, entao LR também é.
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Facilidades diferentes

O reverso de uma palavra x é xR = XpXpo1° " X1-

Definicdo formal: AR = A, (xo)R = oxR.

ParaL CY,LR={xR|xelL).
Sem o Teorema de Kleene:

Ex: Se L é regular, entao LR também é.
(AUB) — ARUBR, (AB) — BRAR A*R = AR~
Ex: Se L é N-reconhecivel, entao LR também é.
Bico: Reverta o automato.

Ex: Se L é reconhecivel, entao LR também é.
Dificil, s6 com mais teorial!

Tomatinhos — 2° sem 2020 52/89



Automato com dois terminais
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Automato com dois terminais

E um AND com um Gnico estado inicial, s, um UGnico
final, f, e tal que nenhuma aresta entraem s e
nenhuma sai de f.
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Automato com dois terminais

E um AND com um Unico estado inicial, s, um Gnico
final, f, e tal que nenhuma aresta entraem s e
nenhuma sai de f.

Prop: Toda linguagem N-reconhecivel o é por um
autdémato com 2 terminais.
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Automato com dois terminais

E um AND com um Unico estado inicial, s, um Gnico
final, f, e tal que nenhuma aresta entraem s e
nenhuma sai de f.

Prop: Toda linguagem N-reconhecivel o é por um
autdémato com 2 terminais.

Dem: Dado & = (K, %, A, S, F) seja &’ o resultado de
adicionar a &/ dois novos estados s,f, e as
transicoes

(s,\,p),peS (p, A, f), peF.

Entao existe uma correspondéncia bijetora entre os
passeios vencedores dos dois autdbmatos que
preserva rétulos. O
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Automato com dois terminais

A
R
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Uniao de linguagens de A-2t
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Uniao de linguagens de A-2t
52{,‘ - (Ki,z,Ai,Si, fi)' i = 1,2, Kl N KZ - @.
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Uniao de linguagens de A-2t
o= (K, X,A,s,67), i=1,2,K N Ky =0.
Y =(K,%,A,s,f), s,f novos
K=K,UK, v{52]
A=AUAU{(s,A,51),(s,A,55),(f1, A1), (2, A, F)}

B

4‘2
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Uniao de linguagens de A-2t
b= (K, S, As;,f), i =1,2,K; N K, =0.
Y =(K,%,A,s,f), s,f novos
K=KyUK,
A=AUAU{(s,A,51),(s,A,55),(f1, A1), (2, A, F)}

Prop: L(&) = L(%) U L(%)
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Uniao de linguagens de A-2t
b= (K, S, As;,f), i =1,2,K; N K, =0.
Y =(K,%,A,s,f), s,f novos
K=KyUK,
A=AUAU{(s,A,51),(s,A,55),(f1, A1), (2, A, F)}

Prop: L(&) = L(%) U L(%)

Dem: Correspondéncia entre passeios vencedores. O
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Uniao de linguagens de A-2t
b= (K, S, As;,f), i =1,2,K; N K, =0.
Y =(K,%,A,s,f), s,f novos
K=KyUK,
A=AUAU{(s,A,51),(s,A,55),(f1, A1), (2, A, F)}

Prop: L(&) = L(%) U L(%)
Dem: Correspondéncia entre passeios vencedores. O
Obs:n=n;+n,+2
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Uniao de linguagens de A-2t
b= (K, S, As;,f), i =1,2,K; N K, =0.
Y =(K,%,A,s,f), s,f novos
K=KyUK,
A=AUAU{(s,A,51),(s,A,55),(f1, A1), (2, A, F)}

Prop: L(&) = L(%) U L(%)

Dem: Correspondéncia entre passeios vencedores. O
Obs:n=n;+n,+2

Obs: podia ter identificado s; com s>, f; com f>5.
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Uniao de linguagens de A-2t
b= (K, S, As;,f), i =1,2,K; N K, =0.
Y =(K,%,A,s,f), s,f novos
K=KyUK,
A=AUAU{(s,A,51),(s,A,55),(f1, A1), (2, A, F)}

Prop: L(&) = L(%) U L(%)

Dem: Correspondéncia entre passeios vencedores. O

Obs:n=n;+n,+2

Obs: podia ter identificado s; com s>, f; com f>5.
n=n;{+n,—2
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Produto de linguagens de A-2t

)
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. Produto de linguagens de A-2t

\9{1' :(Ki,Z,A,-,Si,fi), I: 1,2, KlmKZZQ.
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Produto de linguagens de A-2t

:(Ki,Z,A,-,Si,fi), I: 1,2, KlmKZZQ.
(

KA
% K]_UKz,Z,Al UA2U{(f1,/\,52)},Sl,f2)
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. Produto de linguagens de A-2t
\9{1' - (Ki,z,A,-,Si,f,-), I - 1,2, Kl mKZ :0.
= (Ki UKy Y, A UAU{(f1, A, 55)),51,12)
Obs: n =n; +n,
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. Produto de linguagens de A-2t
= (K5, A0 s, ), i =1,2,K N Ky = 0.
% = (Kl U Kz,Z,Al UAZ U {(fl,A,Sz)},Sl, fz)
Obs: n =n; +n,

Prop: L(&) = L(&4)L(%5)
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. Produto de linguagens de A-2t

= (K, L,A,s,f),i=1,2,KiNK, =0.
= (KUK X, A1 UA, U{(fy, A, 85)} 51, F2)
Obs: n =n; +n,

Prop: L(&) = L(%)L(%5)

Dem:

D Caminhos vencedores em &, %, se juntam
para formar um em &
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. Produto de linguagens de A-2t

\9/,' — (Ki,z,A,-,Si,f,-), I: 1,2, KlmKZ :m.
= (Ki UKy Y, A UAU{(f1, A, 55)),51,12)

Obs: n =n; +n, 4
Prop: L(&/) = L(#4)L(s%2) . e
Dem: ’

D Caminhos vencedores em &, %, se juntam
para formar um em &

C Caminho vencedor em & deve usar a aresta
(f1, A, s5); assim decompde em caminhos
vencedores nos automatos dados. O
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. Produto de linguagens de A-2t

= (K, L,A,s,f),i=1,2,KiNK, =0.
= (KUK X, AL UA, U{(f, A, s5)), 51, 12)
Obs: n =n; +n,
Prop: L(&) = L(%)L(%5)
Dem:
D Caminhos vencedores em &/, % se juntam
para formar um em &

C Caminho vencedor em & deve usar a aresta
(f1, A, s5); assim decompde em caminhos
vencedores nos automatos dados. O
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. Produto de linguagens de A-2t

= (K, L,A,s,f),i=1,2,KiNK, =0.
= (KUK X, AL UA, U{(f, A, s5)), 51, 12)
Obs: n =n; +n,

Prop: L(&) = L(%)L(%5)

Dem:

D Caminhos vencedores em &, %, se juntam
para formar um em &

C Caminho vencedor em & deve usar a aresta
(f1, A, s5); assim decompde em caminhos
vencedores nos automatos dados. O

Obs: podia ter identificado f; com s».
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. Produto de linguagens de A-2t

= (K, L,A,s,f),i=1,2,KiNK, =0.
= (KUK X, AL UA, U{(f, A, s5)), 51, 12)
Obs: n =n; +n,

Prop: L(&) = L(%)L(%5)

Dem:

D Caminhos vencedores em &, %, se juntam
para formar um em &

C Caminho vencedor em & deve usar a aresta
(f1, A, s5); assim decompde em caminhos
vencedores nos automatos dados. O
Obs: podia ter identificado f; com s,. n=n; +n, -1
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Estrela de linguagem de A-2t
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Estrela de linguagem de A-2t
= (K, %, Aq,54,11)
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Estrela de linguagem de A-2t
= (K, %, Aq,54,11)

% - (Kl U {S; f}lzlAIS) f)
A = Al U {(S, A'Isl)’(fll A., f),(s, A, f),(f]_, /\,51)}
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Estrela de linguagem de A-2t
= (K, %, Aq,54,11)

& = (K U sf}ZAsf)
A:Al SA.S]_ @_—,//f) (SA,f

Prop: L(&) = L(8)"
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Estrela de linguagem de A-2t
= (K, %, Aq,54,11)

% - (Kl U {S; f}IZIAIS) f)
A = Al U {(S, A'Isl)’(fll A., f),(S, A, f),(f]_, /\,51)}

Prop: L(&) = L(8)"
Obs:n=n;+2

Tomatinhos — 2° sem 2020 80/89



Outro pedaco do T. de Kleene
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Outro pedaco do T. de Kleene

Prop: Toda linguagem regular é N-reconhecivel.
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Outro pedaco do T. de Kleene

Prop: Toda linguagem regular é N-reconhecivel.

Dem: Vamos mostrar um algoritmo que, para toda ER
E constréi um autémato 2t & tal que £ (E) = L(&).
O algoritmo é recursivo;
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Outro pedaco do T. de Kleene

Prop: Toda linguagem regular é N-reconhecivel.

Dem: Vamos mostrar um algoritmo que, para toda ER
E constréi um autémato 2t & tal que £ (E) = L(&).
O algoritmo é recursivo; mais tradicionalmente, a
prova é por inducao.
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Outro pedaco do T. de Kleene

Prop: Toda linguagem regular é N-reconhecivel.

Dem: Vamos mostrar um algoritmo que, para toda ER
E constréi um autémato 2t & tal que £ (E) = L(&).
O algoritmo é recursivo; mais tradicionalmente, a
prova é por inducao.

Base: E=ce€b
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Outro pedaco do T. de Kleene

Prop: Toda linguagem regular é N-reconhecivel.

Dem: Vamos mostrar um algoritmo que, para toda ER
E constréi um autémato 2t & tal que £ (E) = L(&).
O algoritmo é recursivo; mais tradicionalmente, a
prova é por inducao.

Base: E=ce€b - >C)
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Outro pedaco do T. de Kleene

Prop: Toda linguagem regular é N-reconhecivel.

Dem: Vamos mostrar um algoritmo que, para toda ER
E constréi um autémato 2t & tal que £ (E) = L(&).
O algoritmo é recursivo; mais tradicionalmente, a
prova é por inducao.

o

Base: E=ce€b - >C)

Passo: E se expressa em termos de ERs menores e
uma das operacoes. Use as construcoes

anteriores. KM er?b&v\ &S % _T:Aﬂ'(/wj O
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O tamanho do automato

Comecando com uma ER E.
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O tamanho do automato

Comecando com uma ER E.

Cada letra de E da dois estados.
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O tamanho do automato

Comecando com uma ER E.
Cada letra de E da dois estados.

Cada simbolo +,* d4 mais dois estados.
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O tamanho do automato

Comecando com uma ER E.
Cada letra de E da dois estados.
Cada simbolo +,* d4 mais dois estados.

Total de estados menor que 2|E|.
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O tamanho do automato

Comecando com uma ER E.
Cada letra de E da dois estados.
Cada simbolo +,* d4 mais dois estados.
Total de estados menor que 2|E|.

De cada estado% saem no maximo 2 arestas!
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O tamanho do automato

Comecando com uma ER E.
Cada letra de E da dois estados.
Cada simbolo +,* d4 mais dois estados.
Total de estados menor que 2|E|.

De cada estados saem no maximo 2 arestas! Tabela
com informacao de tamanho fixo por estado.

Tomatinhos — 2° sem 2020 93/89



O tamanho do automato

Comecando com uma ER E.
Cada letra de E da dois estados.
Cada simbolo +,* d4 mais dois estados.
Total de estados menor que 2|E|.

De cada estados saem no maximo 2 arestas! Tabela
com informacao de tamanho fixo por estado.

Al < 4|E|.
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