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Contetdo da Aula

Neste capitulo, apresenta-se como se analisar a estabilidade de um
sistema em malha fechada do ponto de vista entrada-saida, que é
Critério de Estabilidade de Nyquist. Apresenta-se também como
relacionar o grafico/diagrama de Nyquist a fun¢do sensibilidade
complementar (malha fechada) para o caso SISO. Apresentam-se
também as margens de estabilidade (margens de ganho e de fase)
para sistemas SISO e como estas sdo usadas para medir a robustez
de um sistema em malha fechada. Apresenta-se entdo uma forma
mais adequada de se medir robustez, através de uma margem de
estabilidade nova a partir da funcdo sensibilidade S de malha
fechada. Por fim, pre



Graficos de Nyquist 1

m Dada uma fun¢do de transferéncia F(s), se fizermos s = jw,
esta pode ser encarada como uma fungdo F : R — C, que
descreve uma curva no plano complexo conhecida como
grafico de Nyquist.

m |F(jw)| € o comprimento do vetor posicdo, e ZF (jw) o angulo
com o semi-eixo real positivo
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Graficos de Nyquist 2

m Pode-se dividir o grafico de Nyquist aproximadamente em trés
regides: 1) baixas frequéncias; 2) médias frequéncias e 3) altas
frequéncias;

m Seja uma func3o de transferéncia genérica da forma:

oy KA+ jwT) 1+ jwTp)- -
F(jw) = o) 4 jwTa) (Lt jwTa) com K >0

m O comprimento do vetor F(jw) em funcdo de w é dado por:

K1+ jwT,||1 4 jwTp]| - -

Fljw)| = : ‘
IFG) WINL + jwTa||1 + jwTa| -

m O angulo em funcdo de w é:

LF(jw) = ZK + Z(1+ jwT,) + Z(1+ jwTp) + - -
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Graficos de Nyquist 3

m Para as baixas frequéncias, isto é
w<min(Tyh - T - -) tem-se que:
K
(jw)¥
Ou seja, € o tipo do sistema que determina as caracteristicas
em baixas frequéncias.

F(jw) =~

m Para as altas frequéncias, isto é w > max( Tl_l, e T
tem-se que:
K
F(jw) ~ —
(Jw)n—m

m Se n > m, o m6dulo sempre vai tender 3 origem, mas
LF(jw) ~ —(n — m)Z(jw).



Graficos de Nyquist 4

m O formato nas médias frequéncias vai depender da posicio
relativa de pdlos e zeros.

Exemplo:
1
Fjw) = —
) =25
Como ZF(jw) = —90 graus e |F(jw)| = 1/|wl:
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Graficos de Nyquist 5

Exemplo:
1
Fliw) = ———
Uw) =177
Para w = 0 temos F(j0) = 1. Para w — oo vemos que o grafico
termina na origem. ZF(jw) = —Z(1+ jwT), vemos que a fase varia de

0 a —90 graus. O moédulo é dado por |F(jw)| =1/vV1—w?T?, de
modo que ele comeca em 1 e vai descrescendo até 0.
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Graficos de Nyquist 6

Exemplo:
1

FU) = A joma o)
Como ZF(jw) = —Z(1+ jwTy) — Z(1 + jwT,), a fase comeca em 0
graus e deve terminar em —180 graus. O mddulo comeca em 1 para
w = 0 e termina em 0 para w — oco. Se multiplicar por K > 0, o novo
grafico de Nyquist fica como a curva em vermelho. A fase nunca é
alterada, pois ZK = 0.
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Graficos de Nyquist 7

Exemplo:
F(jw)

1

T jw(lfjwT)

tem-se que ZF(jw) = —Z(jw) — £Z(1 + jwTy) = =90 — £(1 + jwT3). O
modulo é dado por |F(jw)| = 1/wv1 — w? T2, de modo que para
w = 0, tem-se que a fase é -90 graus e o modulo é oco.
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Figura: Diagrama de Nyquist de dois Pélos Reais
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Principio do Argumento 1

Consideremos a funcdo de transferéncia:

(s—z)(s—2z5)(s — z6)(5 — z7)
) e oG = ) — )

F(»)

(0]

£ [F = [5-34 +[2-3s +[2-3¢ + [2-3=

AP ~[A-P - [2-F

F(50) - JEG =-3.360°+36¢f =-7o°
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Principio do Argumento 2

m Se s percorre curva fechada em torno de zs, partindo do ponto
s1 e terminando em sp ~ s1, todos os vetores terminam no
mesmo angulo que comegaram, exceto (s — zs), que da uma
volta completa de 360 graus no sentido horario, e
ZF(sp) — ZF(s1) = —360 graus;

m Se s percorre a circunferéncia cinza pontilhada, o
deslocamento angular é:

ZF(sq) — £F(s3) = —3 x 360° + 360° = —720°  (2)
o que corresponde a duas voltas no sentido horario. Note que
no interior desta curva temos um polo e trés zeros.

m Se a curva cinza fosse deformada para incluir py, o vetor
(s — p2) daria também uma volta completa, e o resultado seria
—360 graus.
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Principio do Argumento 3

Principio (do Argumento)

Supondo que a curva fechada no dominio esta orientada no sentido
horério, o nimero de voltas no sentido horario que F(s) da em
torno da origem é igual ao nimero de zeros de F(s) menos o
nimero de pdlos de F(s) no interior da curva.

Estabilidade de um sistema em malha fechada: contar pélos de
malha fechada (zeros da funcdo F(s) =1+ G(s)K(s)) no
semiplano direito. Os polos de F(s) sdo os pélos de MA.

Corolarios

Supondo uma curva fechada no dominio de F(s) que esta orientada
no sentido horario, o ndmero de voltas que F(s) =1+ G(s)K(s)
da em torno da origem no sentido horario é igual ao nimero de
polos de malha fechada menos o nimero de pélos de malha aberta
no interior da curva.
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Contorno de Nyquist

E necessario entdo um contorno que envolva o semiplano direito
para se poder usar o principio do argumento. Este contorno & uma
curva fechada que contém o eixo imaginario inteiro (no limite para
R — oo, e ainda contém uma semi-circunferéncia de raio

R — 00).
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Critério de Estabilidade de Nyquist 1

Podemos ent3o reescrever o principio do argumento da seguinte
forma:

Corolarios

Supondo o contorno de Nyquist, o nimero de voltas que G(s)K(s)
dé em torno de —1 no sentido horario (ou seja, N) é igual ao
nimero de pdlos de malha fechada no SPD (ou seja, Z) menos o
niamero de pdlos de malha aberta no SPD (ou seja, P). Isso pode
ser escrito como:

Z=N+P



Critério de Estabilidade de Nyquist 2

Para o caso da funcdo

Ko
= Ko, T1, T
G(s)(Ks) AT A com Ko, T1, T >0 (3)

P~
W-R | \‘AUJO
y“l: v';7
w0’ \ /T30
(a) (b)
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Critério de Estabilidade de Nyquist 3

A primeira parte corresponde a curva |, que é o semi-eixo
imaginario positivo. Este diagrama ja foi tracado
anteriormente.

m A segunda parte do esboco corresponde a regido Il, que é a
semi-circunferéncia de raio infinito, representada por s = Re/?.

Ko
(1+ TaR)(1+ ToRe)
m Para R — oo, tem-se que G(Re/’)K(Re’’) = 0, ou seja, para toda

a semi-circunferéncia de raio infinito, o grafico de Nyquist
permanece na origem.

G(RIK(RE?) = (4)

m Para o caso da regido lll, como s estd no semi-eixo negativo, devido
a propriedade que G(—jw)K(—jw) = G*(jw)K*(jw), entdo o
grafico de Nyquist é o complexo conjugado do caso da regido |, ou
seja, simplesmente troca-se o sinal da parte imaginaria.
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Critério de Estabilidade de Nyquist 4

m Nota-se que o ponto —1 n3o é envolvido nenhuma vez, de
modo que N = 0.

m N3o existe nenhum pélo de malha aberta no semi-plano
direito, o que significa que P = 0.

m Pelo critério de estabilidade de Nyquist, tem-se que
Z =P+ N =0, ou seja, o sistema em malha fechada é
estavel para quaisquer valores de Ky, T1, T» > 0.

17



Critério de Estabilidade de Nyquist 5

Para o caso da funcdo de transferéncia:

G(s)K(s) = - Ko com Ko, T >0 (5)

(1+sT)
o problema deve sofrer uma modificacdo, pois o contorno de Nyquist
passa exatamente em cima do pdlo que esta na origem.
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Critério de Estabilidade de Nyquist 6

m Nota-se agora que ha duas semi-circunferéncias: uma com raio
tende para o infinito R — oo e outra cujo raio tende a zero
p— 0T,

m A regido | ja foi obtids anteriormente para esta funcdo de
transferéncia

m Para a regido Il, ocorre 0 mesmo que no problema anterior, ou
seja, o grafico de Nyquist permanece parado na origem
enquanto o ponto s percorre a circunferécia de raio infinito.

m Para a regido lll, devido a simetria par do médulo e impar da
fase, o grafico é a imagem espelhada em relcdo ao eixo real.

10



Critério de Estabilidade de Nyquist 7

m Para o caso da regido IV, temos s = pe/?. Entio:
Ko
pel’(1+ Trpel?)
m Se p— 0, o termo 1 + Tppel? fica aproximadamente igual a 1.

Deste modo, tem-se que:

G(pe”)K(pe’) = (6)

m A fase deste nimero complexo é —6 varia de —90 a 90 graus
no sentido anti-horario (ponteiro amarelo). Deste modo,
G(pel®)K(pel?) ~ (Ko/p)e™ 9, que descreve uma
semi-circunferéncia, porém com raio muito grande, e no
sentido horario.

m Esta semi-circunferéncia deve comecar no ponto final do
trecho Ill e terminar no ponto inicial do trecho I, preservando
o sentido.
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Critério de Estabilidade de Nyquist 8

Aplicando o critério de estabilidade de Nyquist,temos que N =0 e
P =0, de modo que Z = 0, ou seja, o sistema é estavel em malha
fechada para qualquer Ky > 0.

w>0 4

wy- A

w307

wy oY
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Critério de Estabilidade de Nyquist 9

Para o caso da funcdo de transferéncia em malha aberta da forma:

Ko

CKE) = ST ) (Tos 2 1)

=P

if[/ \\ N = z:;
) N /
S0 T

I
AP ¥
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Critério de Estabilidade de Nyquist 10

A FT de malha aberta:

GEIK() = s

que é de fase ndo-minima, pois tem um zero no semiplano direito.
Qualquer que seja o valor de K, o sistema em malha fechada sera
instavel. De fato, tem-se que P=0, N=1,logo Z=P+ N =1.

y




Critério de Estabilidade de Nyquist 11

A FT de malha aberta:

K(s+3)
(s+2)(s—2)
que é uma funcio de transferéncia instavel. Nota-se que um valor
pequeno o suficiente de K fard com que o sistema em malha
fechada seja estavel. De fato, P = 1 e s6 teremos estabilidade
quando N = 0 (na figura, tem-se que N = —1).

G(s)K(s) =

N

24



Margens de Estabilidade 1

m Os parametros da planta quanto do controlador podem mudar
com o tempo: envelhecimento, variaces dos pardmetros
ambientais (temperatura, pressdo,...) dentre outras.

m Estas variacdes podem transformar um sistema em malha
fechada que foi projetado para ser estavel, em um sistema
instavel ao longo do tempo.

m O projetista deve se preocupar, durante o projeto, em garantir
que o sistema tenha capacidade de permanecer estavel mesmo
havendo estas incertezas na planta.

m Tal propriedade de um sistema em malha fechada e conhecida
como robustez de estabilidade.

m A forma classica de se medir robustez em malha fechada é
através das margem de ganho e margem de fase.

25



Margens de Estabilidade 2

Na figura abaixo, mostra-se como definir os pardmetros margem de
ganho, margem de fase e as frequéncias de cruzamento de ganho e
de fase a partir do diagrama de Nyquist. Estes parametros se
encontram na regido de médias frequéncias e ddo uma boa ideia
sobre a robustez do sistema, bem como o seu desempenho nominal,
quando a malha for fechada.

T\ GK(jo) ‘P
) \ (Dlso
1 50 4 S >
I [GK(iw) T \
< “ E | Cema R, M- -
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Margens de Estabilidade 3

m A frequéncia onde o médulo de G(jw)K(jw) vale exatamente
1 (ou seja, 0 dB), é a chamada frequéncia de cruzamento de
ganho, e é representada por we.

m A frequéncia onde a fase de G(jw)K(jw) vale exatamente
180° é a chamada frequéncia de cruzamento de fase, e é
representada por wigp.

m A margem de ganho MG é o valor (em decibéis) de
|G (jwiso) K (jwiso)|, e indica o quanto o valor do ganho desta
func3o de transferéncia poderia ser aumentado sem que isso
acabasse com a estabilidade do sistema em malha fechada.

m A margem de fase MF (ou ) é dada por
/G (jwe)K(jwe) + 180°, e representa o quanto de atraso e ¢
pode ser acrescentado em G(jw)K(jw) sem que isso cause
instabilidade no sistema em malha fechada.
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Margens de Estabilidade 4

m A faixa de frequéncias médias é delimitada aproximadamente
por w¢ € wigp, Ou seja, é esta faixa de frequéncias que esta
relacionada com a estabilidade e a estabilidade relativa (ou
robustez de estabilidade) do sistema em malha fechada.

m Quanto mais préximo o grafico de Nyquist estiver do ponto
—1, pior é a robustez de estabilidade do sistema em malha
fechada (supondo que é estavel).

m A correlacdo existente entre a posicio dos pélos dominantes
de malha fechada, o maior pico de ressonancia do diagrama de
Bode em malha fechada e o diagrama de Nyquist ja foi
apresentado.




Margens de Estabilidade 5

A menor distancia entre —1 + j0 e o diagrama de Nyquist é
resultado da minimizacdo na frequéncia:

1 - 1
ME = min |1 + L(jw —<maXA-> = max, [SGa)
inlL L) = (max ) = oo ()

-1 [14L(jw) /‘ N

L{jo)




Margens de Estabilidade 6

m De modo geral, no caso SISO, ME é um indicador de robustez
de estabilidade mais confiavel

m Para o caso MIMO, ela continua tendo a mesma definic3o,
enquanto MG e MF possuem generalizacdes complexas, como
serdo vistas mais adiante.

- [1+L(jw) /—

Lijo)

W




Margens de Estabilidade 7

m MG (margem de ganho), MF (margem de fase) e ME (nova
margem de estabilidade) que consideram que n&o tenho
nenhum tipo de informacdo a mais sobre as incertezas da
planta.

m O conceito de familia de plantas, que representa todas as
possibilidades de modelos que uma planta pode ter durante a
sua operacdo serd usado mais adiante

m Planta (sistema) nominal: serd uma planta média nesta
familia.

m Por enquanto, podemos dizer que estamos somente
trabalhando com a planta nominal de um sistema (Gnica que
conhecemos)

1



Estabilidade Interna 1

m O grafico de Nyquist depende somente dos pélos de L(s) que
sao controlaveis e observaveis.

m Aqueles que sdo n3o-controlaveis e/ou ndo-observaveis
cancelam com zeros e ndo aparecem em L(s)

m N3o esta garantida a estabilidade em MF se houver algum
cancelamento de pélo com zero no semiplano direito e interno
a G(s), a K(s) ou entre G(s) e K(s).

m Um sistema em MF é internamente estdvel se para uma
repreentacdo em espaco de estados do sistema, a origem do
espaco de estados é assintoticamente estavel para quaisquer
sinaisd, ed, er

9



Estabilidade Interna 2
Du(s) Dy(s)
Y(s)
) e {528

> k(s +1) 1
s+ s —
K(s) = G(s) =
() s(s—=1) "’ (s) s+1
tem-se que um polo do controlador cancela com um zero da planta no
semiplano direito.

k(s+1)s—1 &

T s(s-1)s+1 s
23
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Estabilidade Interna 3

m O diagrama de Nyquist seria o diagrama de k/s, que indicaria
que, para qualquer valor de k > 0, o sistema em malha
fechada seria sempre estavel.

m De fato: S(s) =s/(s + k).
m Mas
k(s+1)
D,
(s —1)(s + k)
ou seja, o sinal de controle diverge, embora n3o possa ser
observado na saida, qualquer que seja D,

U= —KSD, =

U



Estabilidade Interna 4

Podemos dizer entdo que para que o sistema seja internamente
estavel, é necessario que:
N3o haja polos internos nem a K nem a G que sejam ocultos
e instaveis
N3o haja cancelmento de pélos de K com zeros de G no
semiplano direito (e vice-versa)
para L = GK, o critério de Nyquist resulte em Z = 0.
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Estabilidade Interna 5

Teorema

Suponha que G e K n3o tenham polos ocultos e instaveis. Ent3o, o
sistema realimentado na Fig. 7?7 é internamente instdvel se e s6 se
as funcées de transferéncia em malha fechada:

(1+GK)™t, K1+GK)™t, G(1+GK)™t, GK(1+GK)™!

forem todas estaveis

Uma consequéncia é: se (Ac, Bc, Cc, Dc) € um realizacdo minima
do sistema em malha fechada, ent3o os autovalores de A, estdo no
semiplano esquerdo.



Controladores Estabilizantes 1

Du(s) Dy(s)
Y(s)
R(s)__, K(s) aé» G(s) %

Se G(s) for uma planta estavel, o teorema acima sera satisfeito
paraQ(s) = K(s)(1+ G(s)K(s)) ! seja estavel. Deste modo:

GR=GK(1+GK) ' '=T=1-5S—-G6GR=1—(1+GK)™*
1-6R=(14+GK) 1 =1+GK=(1-6G6Q)!

GK=(1-GQ)'-1-K=Q(1-GQ)™!
27



Controladores Estabilizantes 2

Deste modo, se mantivermos @ dentro do conjunto das funcdes de
transferéncias estaveis (o que garante a estabilidade em malha
fechada para plantas estéveis), entdo todo controlador estabilizante
(internamente) seria dado por K = @(1 — GQ)~!. Se pensarmos
em Q(s) como pertencente a um espaco de funcdes de
transferéncia, o controlador seria entdo parametrizado por pontos
neste espaco K. Este espago de controladores estabilizantes para
um dado G pode ser representado por CE.

Qualquer controlador dentro deste espaco estabiliza o sistema em
malha fechada. Entretanto, quando impomos especificacdes de
desempenho, estamos nos restringindo a um subconjunto menor de
controladores.
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Contetdo da Aula

Neste capitulo, veremos como um sistema de controle em malha
fechada pode ser especificado no dominio da frequéncia, usando-se
os diagramas de Bode. Veremos como o grafico de Nyquist se
relaciona com os diagramas de Bode de malha fechada e com os
seus principais parametros de desempenho. Veremos também como
o projeto olhando-se para a funcdo de transferéncia em malha
aberta (loop shaping) pode ser realizado. Por fim, veremos como a
norma H.,, que n3o sera introduzida de forma rigorosa por
enquanto, pode ser usada para analisar e especificar desempenho.

20



Desempenho a Partir do Grafico de Nyquist 1

m F(jw) =1+ G(jw)K(jw) & um vetor partindo do ponto —1:

. G(w)K(jw) _ OA
TU9) = 176 GKGw) ~ op

/N
—4 /_\

-

v

-
-
-

~ G(e)HGo)

40



Desempenho a Partir do Grafico de Nyquist 2

m Gostariamos de saber quais sdo os lugares geométricos (LG) de
médulo constante e fase constante para malha fechada. P

) —
m Se GH = X + Y, pode-se escrever os vetores OA e OP que
sdo utilizados para formar os lugares geométricos.

m A curva do LG onde 0 médulo de malha fechada é constante e

igual a M é dado por:

X 4
M= X+l

|14+ X+ Y]
que apdés algumas manipulacdes algébricas, vai resultar em:

M2, M2

Y= ——

w1 Y Ty

(X +

que é uma circunferéncia.
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Desempenho a Partir do Grafico de Nyquist 3

Diagramas M e N e Grafico de Nyquist de G{s)H(s)
! !
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\ 12 L N P ]
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N 2 i 9,
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g // //\ izi 30 %Hmn 6"} 4 /\<\
Y i ! & =) \ V2 !
5 \ = //}//“ = R
= \\ >\/\ ﬁ%g&’f‘ﬁf“ 70°_g0° L N \/\\
B &1 \ -40°
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by // \\\
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Desempenho a Partir do Grafico de Nyquist 4

m Para encontrar as curvas de fase constante, basta tirar a fase
de T(jw) e igualar a uma constante N arbitraria, o que resulta
em:

LT(w) =Z(X +jY) = LA+ X +jY) =«

onde N = tan a. Usando-se uma conhecida identidade
trigonométrica da funcdo tangente, tem-se que:

Y
N:b
X2+ X+ Y?

m Manipulando-se adequadamente esta identidade, chega-se a:

1 1 1 1)’
X+=P4+(Y - =P ="+(=—
X537+ (Y =35) 4+<2N)
que fornece uma circunferéncia para cada valor diferente de N.

Entretanto, como N = tan «, cada vez que o completa uma volta,
os valores de N se repetem.
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Desempenho a Partir do Grafico de Nyquist 5

m Na figura estdo plotadas, em vermelho, as curvas para «
constante, mas n3o as circunferéncias inteiras, devido a
periodicidade acima citada.

m As curvas correspondentes a o« = 0° e @ = 180° correspondem
a trechos circunferéncias de raio infinito e centradas no infinito.

m O trecho da curva de v = 180° é simplesmente o segmento do
eixo real que liga a origem ao ponto —1, que também
corresponde a —180°.

m O trecho correspondente a o = 0° é o trecho que liga —occ a
—1 e o trecho que liga 0 a +00. As curvas que estdo plotadas
correspondem somente a alguns valores de a entre o = —180°
e a = 180°.
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Desempenho a Partir do Grafico de Nyquist 6

m E possivel ter-se uma ideia do formato dos diagramas de Bode
em malha fechada a partir do diagrama de Nyquist de
G(jw)K(jw) plotado contra as curvas M e N

m Permite também saber o que as modificacdes em GK
(advindas de mudangas no controlador K) vdo causar no
sistema, tanto na estabilidade quanto no desempenho.
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Desempenho a Partir do Grafico de Nyquist 7

Diagramas M e N e Gréfico de Nyquist de G(s)H(s)
¢ \
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