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Testes de hipdteses para a média

Seja X,,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuicdo normal
p-variada com vetor de médias p e matriz de variancias e covariancias ¥.
Sejam X e S o vetor de médias amostrais e a matriz de variancias e
covariancias amostrais.

Queremos avaliar se

Ho:p= 14, contra

Hl Y 7& ’L~LO’
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Testes de hipéteses para a média

Relembramos o resultado anterior

Resultado
= >
@ (n—1)S ~ Wishart(n—1).
© X e S sdo independentes.

Além disso, sob Hp,

n—1

1
T2 = Va(X — )" (ﬂ ) V(X — 1) ~
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Testes de hipéteses para a média

A quantidade

2_ % \Te-1(x% _ (n—1)p
To=n(X—p) S (X QO)NTPFp,n—p

é conhecida como a Estatistica T2 de Hotelling.
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Testes de hipéteses para a média

Assim, rejeitamos Hp a um nivel de significancia a se

T = (X — 1) (X~ pr) > (=20

obs 2o n— p Fp,nfp,a

em que gr,, , . € o quantil a—superior de uma distribuicdo Fp p—p.
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Regidao de Confianca

Seja X;,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuicdo Ny(u, X).

Uma regido com 100(1 — «)% de confianca para € dada pelo elipsdide
determinado pelos valores de p* que satisfazem

- N\T c—1(< * (n — l)p
nx—p) STE-p)<——"Fonpa=c
£ K’ n—p
em que X e S s3o, respectivamente, a média e a matriz de varidncias e
covariancias amostrais observadas.
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Regidao de Confianca

Seja X;,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuicdo Ny(u, X).
Uma regido com 100(1 — «)% de confianca para € dada pelo elipsdide

determinado pelos valores de u* que satisfazem

1 n—1
n(x — B*)TS Hx - pr) < (n_gpr,np,a =c

em que X e S s3o, respectivamente, a média e a matriz de varidncias e
covariancias amostrais observadas.

Assim, para verificar se 1, esta dentro da regido de confianca, verificamos
se

= Te 1/ (n—1)p
n(xX —p) ST(X—p) < Tap [Prpe
Se for verdadeiro, Iy esta dentro da regido de confianca.
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Comparacdo de médias multivariadas

Considere o problema de avaliar a igualdade de médias multidimensionais
de diferentes populacdes.

Para isso, vamos considerar trés casos basicos:
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Comparacao de médias multivariadas

Considere o problema de avaliar a igualdade de médias multidimensionais
de diferentes populacdes.

Para isso, vamos considerar trés casos basicos:
@ ComparacGes pareadas ou medidas repetidas
@ Comparacio de médias em duas populacGes independentes

© Comparacdo de médias em mais que duas populacdes independentes
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Comparacdes pareadas

Sejam
e X,;,...,X,, vetores aleatérios p x 1 referentes a uma populagdo
normal multivariada antes de um tratamento com E(X ;) = [, para
j=1...,n,
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Comparacdes pareadas

Sejam
e X,;,...,X,, vetores aleatérios p x 1 referentes a uma populagdo
normal multivariada antes de um tratamento com E(X ;) = [, para
j=1...,n,
e X,,,...,X,, vetores aleatérios p x 1 referentes a uma populacdo

normal multivariada apds de um tratamento com E()~(2j) = [, para
j=1...,n,
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Comparacdes pareadas

Sejam

e X,,,...,X,, vetores aleatdrios p X 1 referentes a uma populacdo
normal multivariada antes de um tratamento com E(X ;) = [, para
j=1,...,n,

e X,,,...,X,, vetores aleatérios p x 1 referentes a uma populacdo
normal multivariada apds de um tratamento com E()~<2j) = [, para
j=1...,n,

sendo que X;;,...,X;, € X,q,...,X,, sdo amostras aleatérias de uma

mesma populacdo em diferentes situacées, em que )~<1j e )~<2j sao
correlacionadas (por exemplo, vetores aleatérios de medicdes antes e apds
um tratamento).
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Comparacdes pareadas

Sejam K, &K, 0s vetores de médias em situacdes 1 e 2, respectivamente.
Deseja-se testar se ndo ha diferenca entre as situacSes 1 e 2 para verificar,
por exemplo, que o tratamento n3do produz nenhum efeito, ou seja, se

H’l - Ez'

Para avaliar as hipdteses

Ho : Ly =, contra
Hyzp # 1,

vamos considerar as diferencas

Assim, D,,...,D, sdoiideD; ~ N(HD’ZD)'
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Comparacdes pareadas

Ent3o, avaliamos se

Ho : piy = Q contra
Hy:pp, 70

com a estatistica T2 de Hotelling:

= = -1
= n(D-0)7s5'(D-0) < Vg
n—p
em que D e Sp s30 o vetor de médias e a matriz de varidncias e

covariancias amostrais de D.
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Comparacdes pareadas

Um teste andlogo poderia ser desenvolvido para avaliar

Ho : L = Hpg contra
Husip 7 tpg

com a estatistica T2 de Hotelling:

) sob_Ho (n—1)p

2 _ n_ _
T“=n(D—p oo " p

D—p,) S5 (D

p,n—p>

em que D e Sp sdo o vetor de médias e a matriz de variancias e

covaridncias amostrais de D.
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Comparacdes pareadas

A regido de confianca, com nivel de confianca 100(1 — «)% nesse caso
seria

* 7 * —-1/7 * n—1
{a (@ ) TS5 @ - ) < 1P

— n— Fp,n—p,a}

p

em que D e Sp s3o o vetor de médias e a matriz de variincias e
covariancias amostrais de D.
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Comparacao de médias de duas populacées independentes

Sejam
e Xy, ’)~<1n1 vetores aleatdrios p x 1 referentes a uma populacdo
com E()~<1j) = p, para j = 1,...,n,

© Xy, X,,, vetores aleatérios p x 1 referentes a uma populacdo
com E()~<2j) = [, para j = 1,...,n,

supondo que a populacdo 1 é independente da populacdo 2.
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Comparacdes pareadas

Temos

Média amostral Matriz de covariancias amostrais

— 1 & -
Populacdo 1  X; = n—lz)jlj S5 = —Z X1 = X1)(Xy; - X"
j:

— 1 & v
Populacdo 2 X, = P ZZ(QJ- S2=— Z Xy — X5) ij )A(z)T
j=1
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Comparacdo de médias de duas populacGes independentes

Suposicoes adicionais
@ Ambas as populacdes tém distribuicdo normal multivariada
QX ==X

Deseja-se avaliar as hipéteses

Ho : Ly =, contra
Hocp #
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Comparacdo de médias de duas populacGes independentes

Primeiramente, consideramos um estimador para X, por exemplo

Z(le A - X ) Z()S2j - XQ)()N(QJ' - XQ)T
Jj=1 =1

S = Spooled =

ou seja

(n1 — 1)51 + (n2 — 1)52
ni+ny—2

Spooled =
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Comparacao de médias de duas populacées independentes

Ent3o, reescrevemos as hipéteses de interesse na forma mais geral

Hy : g~y = 4§, contra
Hy :gl_ﬂz#éO'

e rejeitamos Hp ao nivel de significancia « se

- 1 1 -1
Tgbs = ()~(1 — X5 _QO) |:<n_1 + n—z) 5:| (51 — X, _QO) > 2
2:(n1+n2—2)p

com ¢ F I
nl + n2 _ p _ 1 p,n1+ny—p—1,a
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Comparacao de médias de duas populacées independentes

Note que

° E(Xl - Xg) = E(Xl) - E(XQ) = 'I~L1 - H2

e Var(X, — X,) = Var(X,) + Var(X,) pois X, é independente de X,
Logo, como as populacdes originais tem distribuicdo normal multivariada,

— 1 1
)~<1_)~<2 ~ N(ljl _B27 <n_1+n_2> z)
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Comparacao de médias de duas populacées independentes

Temos:
(m —1)S; ~ Wishart(n; — 1,%)
(n2 —1)Sy ~ Wishart(ny — 1,X)

Como as observacdes da populacio 1 sdo independentes das da populacio
2, 51 é independente de S». Uma propriedade garante que
(m —1)S1 + (n2 — 1)So ~ Wishart(ny + np — 2,%).
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Comparacao de médias em duas populaces independentes

Entao

-1
Spooled [Xl . Xz . (El . /jz)] :

T2 [X, - X ! _Zpooked__

o que é novamente o produto de uma v.a. normal multivariada pela inversa

de uma v.a. Wishart dividida pelos seus g.I. e uma normal multivariada.
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Comparacdo de médias em duas populacGes independentes

Se as hipéteses de interesse sdo

Ho : t, = W, contra Hy Ly #* Ly

ent3o a estatistica se simplifica, sob Hy, em

Y Y S7ololed v v (m+nm—2)p
T = ()~<1 B )~<2)Tp—()~<1 - )~<2) ~ p—1 p,m+n—p—1-

ni+ny—2 n+ny —

Prof. Cibele Russo SMEO0822 Andlise Multivariada e ANS

21/21



