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Distribuicao Exponencial.

X tem distribuicao exponencial com taxa A > 0 (anotamos como
X ~ exp(N)), se a sua densidade é
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A distribuicao acumulada é
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A média (primeiro momento) é
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Distribuicao Exponencial.

Para calcular a variancia, calculamos o segundo momento
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Logo obtemos a variancia:
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Distribuicao Exponencial. Falta de memoria. Dizemos que
uma variavel aleatoria X nao tem memoria se

P(X>s+t|X >s)=P(X >t) para todos s,t > 0.

Esta propriedade destaca a distribuicao exponencial entre outras
distribuicdes. Provamos agora que uma variavel aleatdria expo-
nencial nao tem memoaria. Observe primeiro, que se X ~ exp(),
entdo P(X >t) = e . Assim,
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P(X>S—|—t|X>s):
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Observe que a propriedade pode escrita de seguinte forma

P(X >s+41t) =P(X > s)P(X >1t).



Distribuicao Exponencial. Falta de memoria.

Naturalmente, podemos perguntar: existe uma outra distribuicao
(que nao seja a exponencial) que possui a mesma propriedade
de falta de memoria? A resposta € nao. Somente a distribuicao
exponencial possui esta propriedade. Para mostrar isso, suponha
que uma variavel X satisfaz propriedade. Seja F(z) = P(X > ).
Entdo, F(xz) tem que satisfazer

F(s+1t) = F(s)F(t).
Ou, tem que satisfazer seguinte equac¢ao funcional:
g(s+1t) = g(s)g(t).

Mas, a unica solucao continua a direita é:

xT

g(z) = e 2.
Por isso,
F(z)=e™ou F(z)=P(X<z)=1-—e"

O que significa que X tem distribuicao exponencial.



Distribuicao Exponencial. Exemplo 5.1. A duracdo de vida
de uma lampada distribuicao exponencial com média igual a 10
meses (ou com a intensidade \ = 1—10). Qual € a probabilidade
de que a lampada dure mais do que 15 meses? Qual € a proba-
bilidade de que ela dure mais do que 15 meses, se depois de 10
meses, ela ainda esta funcionando?

Seja X o tempo de vida da lampada. Entao,
P(X > 15) = e 1% = ¢73/2 ~ 0.220.

Para responder a segunda pergunta, precisamos lembrar que o
tempo de vida de lampada possua a propriedade de auséncia de
memaoria, por isso, sabendo que a lampada ja durou 10 meses,
O resto da vida dela tem distribuicao exponencial de novo, com
a mesma taxa A. A pergunta pode ser reformulada da seguinte
forma: qual € a probabilidade de que a lampada dure mais 5
meses, sabendo que ela ja durou 10 meses? Ent3ao, em vez
de calcular a probabilidade condicional, precisamos calcular a
simples probabilidade

P(X >5)=¢e 2 =¢12~0.604.



Distribuicao Exponencial. Exemplo 5.2. Suponha que vocé
entrou numa estacao de metrd para comprar uma passagem. A
estacao tem dois caixas na bilheteria, e ambos estao ocupados.
Vocé comprara a passagem no primeiro caixa que ficar livre.
Suponha que o tempo de compra de uma passagem para um
passageiro tem distribuicdo exponencial. Qual € a probabilidade
de vocé ser o dltimo a sair dos caixas (existem trés pessoas
envolvidas, vocé e as duas pessoas que estao comprando o0s
bilhetes nos caixas)?



Distribuicao Exponencial. Exemplo 5.2. Suponha que vocé
entrou numa estacao de metro para comprar uma passagem. A
estacao tem dois caixas na bilheteria, e ambos estao ocupados.
VOCé comprara a passagem no primeiro caixa que ficar livre.
Suponha que o tempo de compra de uma passagem para um
passageiro tem distribuicao exponencial. Qual € a probabilidade
de vocé ser o ultimo a sair dos caixas (existem trés pessoas
envolvidas, vocé e as duas pessoas que estao comprando os
bilhetes nos caixas)?

O raciocinio pode ser o seguinte. No momento que um caixa
fica livre, seu tempo de compra e o tempo de compra para a
outra pessoa que ainda esta comprando a passagem, tém dis-
tribuicdes exponenciais, com o mesmo parametro (pelo propri-
edade de falta da memoria). Por isso, a probabilidade de que
VOCE vai ser o ultimo a sair dos caixas € igual a 1/2. O



Distribuicao Exponencial. Exemplo 5.3. Como no exemplo
5.1, suponha que o tempo de funcionamento de uma lampada
eletrica tem distribuicnao exponencial. Suponha que a média
deste tempo € igual a dez horas. Uma pessoa entra em uma
sala com luz acesa. A pessoa quer trabalhar na sala durante
5 horas. Qual € a probabilidade de que ela consiga trabalhar
durante todo este tempo com a luz acesa? O que podemos
dizer sobre esta probabilidade quando a distribuicao do tempo
de vida de lampada nao € exponencial?

Pela falta da memoria, a distribuicao do tempo de luz acesa €
exponencial com a mesma média, cujo valor é de 10 horas. Por
iISSO, a resposta é

P( resto da vida da lampada >5)=1— F(5) = e > = ¢ /2.
Se a distribuicao ndao é exponencial, a probabilidade desejada &
1—-F(t+5)

1—F(t)
onde t € o tempo de funcionamento da lampada antes da pessoa
entrar na sala. Por isso, para calcular esta probabilidade junto
com a informacdao sobre a distribuicao do tempo de vida da

lampada, n0s vamos precisar saber quanto tempo a lampada foi
usada. [

P(tempo de vida >t+ 5| tempo da vida >1t) =



Distribuicao Exponencial. Taxa de falha.

Seja X uma variavel continua com funcao de distribuicao (distri-
buicdo acumulada) F' e densidade f. A taxa de falha, denotada
por r(t), € definida pela formula seguinte:

f@)

r(t) = T F)’

Para interpretacao, vamos supor a variavel X é o tempo de
funcionamento de um sistema. Suponha que o sistema estava
funcionando durante ¢t horas. Queremos saber a probabilidade
de que este sistema falhe durante o proximo tempo adicional
dt :

P(X € (t,t4dt), X > t)

P(X >1t)
_ P(Xe(t,t+dt))  f(t)dt
- P(X >t) T 1-F()

P(X € (t,t+dt) | X >t) =

= r(t)dt.




Distribuicao Exponencial. Taxa de falha.

F(b)dt

PIX € (tt +di) | X > ) = 370

= r(t)dt,

assim, r(t) representa a taxa (risco) que um item com a “idade” ¢
falhar. Para a distribuicao exponencial, lembrando a propriedade
de falta de memoria, esperamos que a taxa de falha de um
sistema com idade t e a taxa de falha de um item "recém-
nascido” (de idade 0) deveriam ser os mesmos, entdo r(t) deve
ser constante. Acharemos esta constante:

f@) e At —
C1-F(@) e




Distribuicao Exponencial. Taxa de falha.

A funcdo de risco r(t) determina unicamente a funcao de distri-
buicao F'. Realmente:

O
rO=1T"Fn "1 —dF(t)'

Integrando as duas partes de equacao, obtemos:

IN(1-F(t)) = —/ r(s)ds+C — 1—F(t) = % exp {—/ r(s)ds} :
0 0

Para ¢t = 0, acharemos que a constante C = 0. Assim,

F(t) =1 —exp {—/ T(s)ds} :
0



Distribuicao Exponencial. Exemplo 5.4. Suponha que

numa caixa tem n diferentes tipos de pilhas com respectivas

proporcoes p;, Z?lej = 1. Seja X; o tempo de funcionamento

da pilha do tipo j, supomos que tempo X; € exponencial com

média % Escolhemos ao acaso uma pilha da caixa. Qual é a
J

distribuicdo do tempo de funcionamento da pilha escolhida?

Seja N tipo de pilha escolhida, P{N = j} = p;,7 = 1,...,n,
fi(t) a densidade do tempo de vida da pilha do tipo j, e Xy
0 tempo de funcionamento da pilha escolhida. Obtemos hiper-
exponencial

F) = fv) =Y N =p; =Y fi(p; =Y pidje

Jj=1 Jj=1 Jj=1
Com funcao de falha
n —At
D1 Pirje
n ). *
Dy Pie N

1-F() = / f(s)ds = ije_’\jt = r(t) =
t i—1



Distribuicao Exponencial. Exemplo 5.4. Suponha que

numa caixa tem n diferentes tipos de pilhas com respectivas
~ n . .

proporcoes p;, § i=1Pi = 1. Seja X; o tempo de funcionamento

da pilha do tipo j, supomos que tempo X; € exponencial com

média Ai Escolhemos ao acaso uma pilha da caixa. Qual € a

c/istribuijcé'o do tempo de funcionamento da pilha escolhida?

Observe, que se tempo de funcionamento € grande, provavel-
mente é tempo exponencial com menos \ e taxa de falha deve
ser constante. Realmente, supomos A1 = min(A1,...,\,), entdo

Z?:l pidje Nt pidr+ z;;z pjAje” At

n . ) . — )\1.
Zj:l pje_/\]t b1 + Z]:Q pje_(/\]_)\l)t

r(t) =




Capitulo 5.2.3. Provamos pela inducao que a soma de n
exponenciais (com mesma taxa \) independentes tem densidade

fn(t) = Ae‘”%ﬁ’i—)i (gamma distribuicao com parametros n e A,

~v(n,A)). Para n =1 é 6bvio. Provamos a formula para n + 1:

far1(t) = fxipot Xt X () = / fxoa (= 8) fxy44-x,(8)ds
0

t n—1 n
= [ aerepe s DT oAD"
0 (n—1)! n!



Capitulo 5.2.3. Outro calculo que vamos explorar com
frequéncia: sejam X1 e X, duas exponenciais independentes
com as taxas \1 e \p, respectivamente, calcule a probabilidade
P(X1 < X5).

P(X1 < Xp) = / P(X1 < X5 | X1 = :C))qe_)‘lxdaj
0

— / P({U < X2)>\1€—)\1xdx — / e—AgﬂC}\le—)\lxdx
0 0

— )\16—()\1+>\2)$dx — L
0 A1+ A2



Capitulo 5.2.3. Exemplo 5.5. Sejam Xi,...,X, i.i.d. expo-
nenciais com taxas Mi,..., A\, respectivamente. Achar a distri-
buicdo de v.a. X

X = min(Xq,...,X,).

P(X >z) =P(min(X1,...,X,) >x) =P(X1>z,...,X, >x)

n

= ﬁ P(X; >x) = He_)‘it
i=1

=1

n
= exp Z i |t
=1
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