MAE326 - Aplicagoes de Processos Estocdsticos

Revisdo.

Cadeias de Markov em Tempo Continuo.

E uma colegdo de varidveis aleatorias (v.a.)

4X, £ eTS

indexadas por um conjunto T= IK,= {t ¢ K, : 4+ 720},

que podemos imaginar ser o tempo, satisfazendo uma condi¢do a
respeito da dependéncia entre essas varidveis em tempos distintos
(condicdo de Markov abaixo).

As v.a. assumem valores num conjunto S finito ou infinito enumerdvel,
que podemos chamar de "espaco de estados”. Esse conjunto deve descrever
o conjunto de todas as "situacdes possiveis” do sistema de interesse num
determinado instante. Deve conter toda a informacgdo necessdria para que
se possa identificar "as probabilidades de cada evolugdo a partir deste
instante”.
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Obs: Um conjunto é dito enumerdvel se posso associar um niimero natural a cada um de seus
elementos, seu "ID"” ou "niimero de identificacdo”; dessa forma posso ir "enumerando”, fazer uma
chamada a partir desta "lista de presenca”, tal que todo elemento seja eventualmente chamado.

Exercicios: O conjunto dos niimeros naturais é claramente enumerdvel.
O conjunto de miimeros inteiros é enumerdvel? O conjunto dos niimeros racionais é
enumerdvel? O conjunto dos niimeros reais é enumerdvel? Para cada caso, se a resposta for
afirmativa, apresente uma possivel "lista de chamada”. Por outro lado, suponha que vocé suspeita
que algum desses conjuntos ndo é enumerdvel, como "mostrar isso matematicamente”? Um
conjunto "ndo-enumerdvel” seria "mais infinito” que o conjunto dos mimeros naturais?



Condigio de Markov: Dizemos que {X, £&T} é uma cadeia de Markov se

P(X'én'” :J‘X'toz Lo’ th-;Li) Y ><"6I)—l =L.n-l ) Xi'n: <.> -

AIX, =3 Xm0

para toda colecio de instantes 0 € i< 4,4... % én < zém_, L
e estados (elementos de S) io, (J_ ey bp-th Ly Y-

Obs: considere os trés eventos:

"Passado” = jLX‘fa__ Lo, th =1.'1, eee X*‘-n—: =L.n—1§
"Presente” = =1
IL an L 3

"Futuro” = Z} X o \\ j

a condigdo de Markov estabelece que

P("Futuro” | "Passado” (" "Presente”) = P("Futuro” | "Presente”)

Isso implica que "conhecendo o presente, o passado e futuro sdo independentes”

Ou seja: ) B
P("assado™ N "Fokoro' / "Presente’) = (exercicio:

demonstre isso

P( ”?assac)o " / "ﬁ«asavdré\) . PO "Fokpe'! / "ﬁ*ZSQVkJrZ‘D a partir da condi¢do
de Markov)

Defini¢do:  Dizemos que a cadeia é homogénea se

A *S“A]X5=L> P(X, =3 %o=t) (1)

para todo i, j em S e instantes Sno € €20.

Obs: O lado esquerdo de (1) pede a prob. da cadeia estar em j apds um tempo extra t, se sei que "agora”,
quando meu reldgio indica o instante s, a cadeia estd em i. A identidade indica que essa prob. ndo depende
do "hordrio do relégio”. Pense num exemplo que esta identidade vale e num exemplo na qual ndo vale.



O lado direito da identidade (1), para cada t 20 é uma matriz na qual
cada termo é identificado por dois estados, i (linha) e j (coluna).

Malme Y com

(FL0),: = POXO=S [X@=) = REU)  parm vyes

S 7 —

~ t/'\ ﬁ) e 220
termo de indica que

na é para simplificar
linha i uma defini¢io a notagdo.

e
coluna j

"oz tdenhdade '
Obs: Note que P(o) - 1L = " MamMz //.chcfo =
“ S 1 =2 (7Y de. kronetker"
) C AN - L—l - )\ O Cﬁﬁo CDV\ Mn-o

Para todo t 30 essa matriz [P4) é uma "matriz estocdstica”, ou
seja, satisfaz:

e
BoO20 o 2902 o 2 Rye)=2
3 ‘ )

Obs: Em geral, achar uma expressdo concreta para P4)  ndo é simples, mesmo
no caso em que S é finito. Vamos ver alguns exemplos, principalmente nessa
situacdo finita, na qual temos um problema de dlgebra linear (no caso geral,
surgem diversas questdes e fendmenos novos; envolve, basicamente, uma drea da
matemdtica conhecida como andlise funcional)

Obs: Para uma cadeia de Markov em tempo Discreto, a matriz
definida por: ) .
(ff?)‘-j = X =31 Xo=¢)

é chamada de Matriz de Transi¢do da Cadeia de Markov (em tempo
discreto).

Alguns exemplos:



Tempo discreto:

1)S=1{01}, 6>(nf] com - -4

n20

o I O/E\/Q
P- O[\*Pf] o] . %l
{ (1 1 -

£
sendo p e q dois pardmetros,com O< P& A e o=q=1l.

2) Problema do "duelo triplo” (ex 4, lista de revisdo 1)

S={000,001, ..., 111 }; cada trio de valores1e 0, 1= "vivo” e

0 = "morto” (lembre que é apenas uma brincadeira de paintball...),
indica a situacdo de cada jogador, respectivamente, A, B e C.
Vocé pode, claro, representar S de outras formas.

Por definicdo do problema (certo?) a cadeia é homogénea. Por exemplo,
temos

P{, -0 se =l e J:OOO (Porqué?)

Tempo continuo:
1) S={0,1}, 6 )(ﬁf]épfo com

R =P ) Gimpse’) B 0= PO & o)

onde N (+) ,para €20, sdo v. a.independentes e com distribuicdo Poisson
com pardmetro A .

Exercicio: encontre a férmula para todos os quatro elementos da matriz 2 por 2

P4

Obs: Voltaremos a discutir este exemplo. Ainda ndo recordamos a no¢do da matrix de taxas
de uma cadeia em tempo continuo, mas vocé jd pode ir pensando: quais sdo as
taxas desta cadeia?



2) Exercicio 4 da lista "exerciciosRevisdo2.pdf” (trés funciondrios que alternam
entre "trabalhar” e "tomar um cafesinho”)

Para a cadeia {<, 5, podemos tomar o mesmo espago de estados S do problema
do duelo triplo, com 1 = "trabalhando” e 0 = "tomando café”.

Para (.}, temos uma cadeia de dois estados. E 0o mesmo P4 ) que no exemplo
acima?

Equacio de Chapman-Kolmogorov.

ﬁ‘\ (6+t) = %g :PLK(‘::) E()('—e> Para r}'OO‘D L.‘s em 5

Demonstragio: [ X=X ) Po,qvﬁ‘q @

Prlsvt) 2 P X9 =) | X(o)= ) = L P Ls)=3 | X ()= [><(0> 0)
4=

@ = Plxlers) =) , X (D=k  K6)=¢)
P(Xlo)=¢)

weed
XY=k /x=

Bxes) =) | Xr=k X@=0) (Pixte =k, KB =Y
e o Ny Pxto)= 1)

PK (£5) =) | X(5)=1<)
e~

. h‘omogunzl&dl

Plx )= | x©)=%)

Mot
P o)
e segue a equacgdo de Chapman-Kolmogorov. 7

Paracadat 20 , (%)  éuma matrix com linhas e colunas indexadas por
elementos de S, o espaco de estados. Entdo essa identidade de Chapman-Kolmogorov

diz que
q Pls++) :[%>W?m§0b e
WG 225 .



A informacdo disponivel sobre uma cadeia de Markov num determinado
instante é representada por uma distribuicdo de probabilidade em S.

Distribuicdo de probabilidades no espacgo de estados S.

Dizemos que T ¢é uma distribuicdo de probabilidade em S se for uma
fungcdo TS —v IR tal que

Y70 FteS e I TW=L
&5

Notagdo: T= ATW) e g que podemos imaginar como um "vetor linha”,

uma matriz com apenas uma linha e colunas indexadas por S.

Ao estudar uma cadeia de Markov frequentemente comegcamos
fixando a distribuicio de probabilidade no instante zero, T,
a distribuicdo inicial da cadeia.

E estamos interessados na distribuicao de probabilidade no
instantet 70 , que é dado por

T,0) = Z Totdt) (verifore! )

(eSS

ou, usando a notacdo usual de matrizes W:é = T, ['P(—é) y At 20

Cada estado da cadeia de interesse representa "a presente situagdo” de algum sistema
que pode ser bastante complicado e que foi iniciado numa situacdo bastante particular,
digamos , "o sistema comega vazio e com todos os seus componentes em perfeito
estado de funcionamento”. Frequentement hd alguma v.a. de interesse (por exemplo,

0 "lucro” ou "custo do sistema”) e estamos preocupados com o 1) valor médio desta
v.a "ao longo de um grande periodo de tempo de funcionamento do sistema” ou

2)"no valor esperado desta v.a. num "instante t grande”.

Sdo duas questées distintas, mas intimamente relacionadas. Basicamente elas



tém a ver com a "perda de memoria” de uma cadeia de Markov, que acontece
sob certas condigdes, e faz com que "o particular estado inicial” se torne irrelevante.
Mais precisamente, temos que o limite

ln  F )

tt®0

vai existir (sob condigdes) e ndo depende de i (estado inicial). Vocés devem ter visto
estes resultados para cadeias de Markov em tempo discreto. Vamos recaptular e
notar que cadeias em tempo continuo envolvem basicamente as mesmas idéias.

Definigio: dizemos que uma distribuicdo de probabilidade AT gq
é invariante pela evoluc¢do da cadeia de Markov com 4 Pl )Y e0

se 'TI—(SB = Z T((()P(_‘S (’b) / ¥ teT (caso discreto ou continuo)

LED

. Ty = =
Exercicios: 1) Mostre que T, com o) = Ptq <€ ) P9

é invariante para o exemplo da cadeia discreta de dois estados acima.
= L
2) Mostre que T , com Tl0) = _lz e T >

é invariante para o exemplo da cadeia continua de dois estados acima.

3) Considere a generalizagdo do exercicio 6, listaRevisdol.pdf: N bolas numeradas
de 1 até N sdo colocadas de uma forma qualquer entre duas urnas A e B; a cada
instante escolho, com distribuicdo uniforme, um niimero entre 1 e N+k, sendo k um
niimero inteiro ndo-negativo qualquer; se o niimero escolhido for menor ou igual a
N, troco a bola correspondente de urna; caso contrdrio as bolas permanecem onde
estio e passo ao instante seguinte, quando o procedimento se repete. Xy , N20
indica o niimero de bolas na urna A no instante n. Verifique que

esta é uma cadeia de Markov (modelo de urnas de Ehrenfest). Qual é o espaco de
estados? Considere a distribuicdo Binomial( N, p ); ela é invariante?



Equagio de Balanceamento: Suponha que 4 X, ji ., €uma cadeia de Markov

em tempo continuo em S com probabilidades de transicdo ol = @)9 t 20

tal que ATW)§ é uma distribui¢do de probabilidade estaciondria, ou seja

les

’rrm:Z’TCDﬁJ-ee\ ¥ £20
3eo

Podemos reescrever essa equagﬁo como

T = —Z: Tg)ﬁj £\ = T@PL.J. £ + ch)-FL- [ GE)

)es ye S\ ‘
w SR ) QMMO‘O =
et g
"L Aqfanceomewk’
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No caso discreto a equagdo de balanceamento pode ser escrita em termos da Matriz
de transi¢cdo em um passo:

Ty (1= By = ZTOE paen fodo €es
J &S
e
Nesse caso discreto a matriz de transicdo [P ¢é conhecida e a solugdo deste sistema
de equacdes fornece a distribui¢do de probabilidade estaciondria da cadeia.

Mas no caso de cadeias de Markov em tempo continuo ndo temos Pé‘:j 0/
Note que @ estabelece uma identidade, para todo t, entre duas funcées do tempo,
uma no lado esquerdo e outra no lado direito.



Como sdo os termos da matriz de transicdo em tempo continuo?

Dz sthisges qara B8 = FX4= (xay=0)

ONES! & <=

P (=t XB)=() =|

P(oy=j) Xwy=( ) =0
]
Sem entrar em detalhes matemdticos, parece claro que

——J— Pt'g&\ 20 ?dra Ll#i CGPW‘O omegz em O e 50’}9009 aumem(dr‘-..\
d4

4 Pt) L0 paex (4i ((aprob comag em ] e = pede dimino'r =)
d+

Notagdo: Defina a Matriz de taxas Q, cujos componentes sdo estas derivadas no
instante zero

_ 0
ww?mmj@ o NIGEI0 ‘/W AR e
VV\a\‘V\-—E & wa \A,\\\Cﬁ‘,D &\cokda om

+=0

Obs: esta matriz indica a velocidade ("taxas”) com que as probabilidades 1% (&) variam.
Como indicado acima, temos

O{L'_g‘ >0 L‘;f_-\ e QLL\éO

ou seja, apenas os termos da diagonal de Q podem ser negativos.

Umkop;a’,o . d@%w\o di oMo
A=~ i 79



Z '?L) {é> =1 pam +odo (¢S 2€>0
jes

Note que

e "portanto” (pergunte para o professor de cdlculo...)

¢
4z Zame =

jes jes

ou seja, Z qL'j':O , PR fodo (eSS
jes

Entdo, derivando os dois lados da equagdo de balanceamento @

acima, temos que uma distribuicdo { 7/?:J§{ . é estaciondria se e somente se
65

7(’([)?’- - Z TGy } YeebS
1&5
¢

Obs: no caso discreto, a maneira mais simples para definirmos uma cadeia de

Markov é indicarmos sua matriz de transi¢do (em um passo) [,

No caso continuo, a maneira mais natural é apresentar sua Matriz de Taxas Q.

Exemplo: Considere a cadeia de dois estados com

9- P A sam D50 e KO
m

Qual é a distribuicdo estaciondria?

Note que a relacdo entre [P£) e (O é dada pela equacio

0} ,p(_a] - & com  P0)= _ﬂ ( mah2 (‘n[eméajkob)
BZ t=0



Condicdo de Markov e v.a. exponenciais.

-Seja 4 X, 6{7/0 uma cadeia de Markov em tempo continuo em S

Suponha que esta cadeia comeca num certo estado i em S, ou seja, suponha que a
distribuicdo de probabilidade no instante 0, 11“170( L) 3K .
<

) 1 Ae k=¢
é dada por 770_(;<)= P(X(0)= k) = gck = ﬁ
A

O caso conlé o

o] Q'Lﬂ/u' a\:::

O que vai acontecer ao longo do tempo? O "natural” seria imaginar que a cadeia

permanece certo tempo aleatério 7, neste estado inicial i, ao cabo do qual "salta”
para outro estado j; uma vez que alcanga este estado j, permanece um tempo aleatorio

T;  quando "salta” novamente e assim sucessivamente.

_I"E ] (RPN
salto

il L T,
—~—A—
e . e . —0

~.

JQWII‘VD

7978
d a%% }M}OS

A condig¢do de Markov garante uma enorme simplicidade.

Tanto com respeito aos sucessivos tempos de permanéncia como na maneira
como sdo escolhidos os sucessivos saltos visitados.

Basicamente temos que estes sucessivos tempos de permanéncia sdo independentes

e tem distribuicdo exponencial As sucessivas transi¢des ocorrem conforme uma
cadeia de Markov em tempo discreto.



Obs: a varidvel aleatdria exponencial aparece basicamente por ser uma v.a. continua

que tem a propriedade de "ndo ter memoria”, ou seja, se T é uma v.a. com distribui¢do
exponencial, entdo

Pt s ort) T7s) = P(T>7) verfepe |

Em palavras: suponha que T seja o tempo que certo aparelho demora para falhar. Se sei
que o aparelho estava funcionando no instante s (\T > 54 ), a probabilidade dele funcionar
por mais um tempo t (lado esquerdo da identidade) é a mesma que se tivesse acabado de

ligar um "aparelho novo” (lado direito da identidade). O aparelho ndo lembra que jd
funcionou pelo tempo s”.

Pode parecer surpreendente, mas hd diversas situagdes "reais” de "tempos de
falha” que tem esta propriedade de "perda de meméria”. Em fisica qudntica, por
exemplo, isto é exatamente o que acontece para tempos de fissdo de dtomos instdveis.

Obs: Existe uma v.a. discreta (que vocés certamente conhecem) que também tem esta
propriedade de "perda de memdria”. Qual é?

Por conta deste resultado, temos a construgdo de cadeias de Markov em tempo
continuo que jd mencionei (e aparece no exercicio 7 da listaRevisdol.pdyf).

Uma cadeia de Markov em tempo continuo, com matriz de
taxas Q, pode ser construida em duas etapas independentes.

I) Pardmetros dos sucessivos tempos exponenciais de permanéncia em cada estado.

Os sucessivos tempos de permanéncia tém distribuicdo exponencial e sdo
independentes. Os pardmetros dos sucessivos tempos em cada estado sdo iguais.

Defino uma fungdo, que denoto por q, de S nos niimeros reais ndo negativos

Cf:S"‘P /Eq_

de tal forma que q(i) = 9, é o pardmetro associado ao estado i. Mais precisamente,
se i é um estado, denote por

Kk ~ y ~A . .
Z{TL j a colecdo de sucessivos tempos de permanéncia neste estado i.
K2



. . . ) 7
(ou seja, na primeira visita, permanece pelo tempo 7~ , quando salta para
outro estado; se ele retornar eventualmente, vai permanecer por um tempo 7,~
; e assim sucessivamente).

K -
Temos que ZZTL jkﬂ /CGS

sdo v.a. exponenciais independentes, com T, <~ exp(q,

II) Matriz de transicdo da cadeia (discreta) "imersa”: I
Ao final de cada tempo de permanéncia num dado estado i em S a cadeia salta

para um estado j com probabilidade (JP); = 2
P
A relagdo entre estre a fungdo q e a matriz P com a matriz de taxas Q é
dada por: Qs
7

Demonstracdo: E um pouco longa, pois vou detalhar para tentar ser claro.
(Exercicio, complete os argumentos)
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Note que os dois casos s@o "pouco provdveis”, pois exigem, entre outras condicbes, que

Tt om Trvepld)

—g,bt AL
Exercicio: Verifique que Pl(T: <M= |- € = ?4 + o4t )



Notagio: Dizec que Yx)=S(z) pama vma foncen £

efﬂ’? f=) o Ov é%Q
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i1

,( val & DHero mais m/?:fdfo qUe )\"V\QCU‘MCZW}‘G”

e Dizer gue 5@[1):9(12) ng‘@‘ca gue lim £ -0

20 x2

i
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—xqm;;ﬁog . Se 7(.7(9()1 xZ enkbio Lo)=e@)

Usando esta notacio, vejamos os dois termos da decomposicio de 7?) (A%) acima
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7
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A dindmica de uma cadeia de Markov em tempo continuo.

Equacédes de Kolmogorov:

"Adiantada” ("Forward”):
ﬁls' k) = %SP('K&) T, ou /fé ) = JPH). QR
"Retrégrada” ("Backward”): i mf\;ﬂml
ﬁ&u) = %&6 9k () o IPl+)= Q1P

Nolpcco

onde PH)E %ﬁ)(ﬁ> Q (/)O(f)) = ‘}?J (£

) Ly

Demonstracgdo:

As duas equacgdes sdo bastante parecidas mas ndo sdo equivalentes. A equagdo
retrogada é mais "fundamental”, no sentido que é satisfeita sob hipdteses mais fracas.
No nivel deste curso podemos supor que essas duas equagdes sdo sempre vdlidas.

Vou apresentar apenas uma "demonstrag¢do intuitiva” da equagdo adiantada, que
desconsidera algumas questdes matemdticas (que vocé pode tentar identificar).

A equagdo diferencial considera
‘ ; P (aht) — Pl
fy=dgm= Gm 7o :

+ AFVO Lt
df’f‘\'o\ \‘?547

Comegcamos com 52( £+ AZ'-‘) = ‘P(X (J°+A"&> =) { X(©) :{‘>

=D Pxlarht)=), Xy =k [ Xwo)=C)

kes
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As equacgoes de Kolmogorov estabelecem o valor da derivada
para todo t ndo-negativo
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Quando S é finito, todas essas matrizes sdo finitas. A solucdo
da equacdo de Kolmogorov é

_&a @ _é/C 7]
Puy-e = 2 5
=0 @

Exemplo. Considere a cadeia de Markov em tempo continuo
mais simples: Uma cadeia com dois estados, S={0, 1}

A matriz de taxas mais geral é 2\
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A solucio para  |[P/+) envolve um sistema de equacdes diferenciais

bastante simples e sua solugdo pode ser encontrada em diversos livros de
processos estocdsticos (por exemplo, item 6.11, pdgina 381, do livro
Intr. Prob. Models, S. Ross)

Vou ilustrar a solucdo atraves da exponencial de matrizes. O cdlculo de
potencias de Q ndo parece simples, mas podemos usar dlgebra
linear elementar e comegar encontrando uma transformagdo A que diagonaliza Q.
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