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Exercicio 1 - Lista 1 Extra

Seja (X,p)n > 1 uma sequencia de varidveis aleatérias com distribui¢Ses
geométricas de pardmetro p. Prove que, com probabilidade 1, somente um
ndmero finito dos X, sdo maiores do que n.
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Exercicio 1 - Lista 1 Extra

Solucdo Seja (Ap)n>1 uma sequéncia de eventos A, = { X, > n}.
Devemos calcular

P(liminf A7) =1 — P(limsup A,) =

1— P(limAy) =1 —lim P(A,)

A pentltima igualdade vale pois a sequéncia An é decrescente e a Ultima
igualdade resulta da continuidade da probabilidade.
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Exercicio 1 - Lista 1 Extra

Temos

P(A,) = P(X, > n) = Z(l—

k=n+1

p-(1-p)"
T—p 0

Concluimos que lim P(A,) = 0, e, portanto, P(A, i.v.) =0.
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Exercicio 2 - Lista 1 Extra

Seja X uma varidvel aleatdria positiva e (X,)p>1 uma sequéncia de
varidveis aleatérias definidas por

n

X k-1
Xo=2 (x) 0 n2t
k=1

Considere os (Ap)n>1 com A, = {X, > %} para m € N. Prove que
P(A, iv.) =1
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Exercicio 2 - Lista 1 Extra

Solucdo Primeiramente observe que

Xn*anlz( )n_1>0

Entdo a sequéncia (X,)n>1 € crescente, e, portanto, a sequéncia de
eventos A, = {X, > %} para m € N fixado, também o é.
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Exercicio 2 - Lista 1 Extra

Além disso

P(limsup A,) = P(lim A,) = lim P(A,) =1,

pois, além da continuidade (pentltima igualdade), temos

n
. - : Z X \k-1_ 1, 1
1
P(X>—-1)=1

O resultado vale pois X é positiva. Concluimos que P(A, i.v.) =1
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Exercicio 1 - Lista 2 Extra

Seja (Xn)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias tais que

1 1

P(Xn=n®) = —

Considere, para cada nimero natural m, o evento
1
Ak = {|Xk —X| > ;}

Prove que > 3% P(Ak) < 0o, ache o limite X e mostre que E[X%] n3o
converge para E[Xk] para k=1,2,3,...
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Exercicio 1 - Lista 2 Extra

Considere X = 0 um candidato a limite para X. Temos:

PUAR) = P(Xn = X| > ) = P(X, > )

Observe que # é sempre positivo. Ent3o
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Exercicio 1 - Lista 2 Extra

Concluimos que

Z’D Zn2:€<oo
=1 n=1

e, portanto, por Corolario,

X, X% X =0
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Exercicio 1 - Lista 2 Extra

Agora, temos
EIXX] =Y i*P(X,=1i)=
i=0
1
0“.P(X, =0) + 0+ ... + (n*).P(X, = n*) +0... = n2’<F =
n2k—2 N2

Por outro lado, E[X*] = E[0K] = 0.

Concluimos que E[XX] n3o converge para E[X*] para k=1,2,3,...
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Exercicio 1 - Lista 4 Extra

Seja (Xn)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas com distribuicdo de Bernoulli com pardmetro p

1
(0 < p <1). Defina Y, = ([Tr_1 Xk)"-

a) Calcule P(Y, > 0) e E[Y,].
b) Verifique se Y, converge em probabilidade.
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Exercicio 1 - Lista 4 Extra

Solucao

Observe que X; assume apenas valores 0 e 1. Logo Y, também.
Temos

P(Y, > 0) P(ka ):P(ﬁXk>0):
k=1
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Exercicio 1 - Lista 4 Extra

A antepenultima e a pendltima igualdades valem pois X sdo i.i.d
Bernoulli(p).

Concluimos que Y, tem distribuicdo de Bernoulli(p”), e,
portanto E[Y,] = p"
Verifiquemos se Y,, converge em probabilidade.

lim P(|Yy] >¢)= lim P(Y,>¢)= lim p"=0.
n—oo n—oo n—oo

A pentltima igualdade vale pois Y, assume valores positivos com
oy , P
probabilidade p”. Concluimos que Y,, — 0.
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