EQUACOES DIFERENCIAIS DE ORDEM 1 - TEOREMA DE
EXISTENCIA E UNICIDADE

O objetivo aqui ¢ apresentar um esboco da demonstracao do seguinte
teorema fundamental

Teorema 1. Seja Q) C R?, aberto, f : Q — R uma funcdo de
classe C' . Entao, para cada (z9,10) € Q, existe um intervalo
aberto I contendo xy e uma unica funcao diferencidvel  : I — R
com (x,P(x)) € Q, para cada x € I, que ‘e solugdo do problema
de valor inicial:

dy __
(D { dz (33 ; y)
y(xo) = Yo
O primeiro passo é transformar a equacao diferencial em outra do

tipo integal.

Lema 2. Seja Q) C R?, aberto, f: Q) — R uma funcdo de classe
C! . Entdo, uma funcao continua ® : I — R é uma solucdo do
problema de valor inicial no intervalo I se e somente se for
uma solucao da equacao integral:

) o) =w+ [ flsyls)ds,
para todo x € I.

Demonstracao: Teorema Fundamental do Calculo. ]
Esboco da demonstracao do Teo [1; A ideia é usar o Método
das Aprozimacoes sucessivas .

Date: September 21, 2020.
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Se definimos o operador integral T': y — yo—l—f;; f(s,y(s))ds
. entao o que queremos encontrar ¢ uma funcao ® que seja um ponto
fizo do operador T', ou seja, tal que y(x) = Ty(x), paratodo xz em
algum intervalo 1.

Inicialmente, tomamos y = y, a funcao constante, que tem a van-
tagem de satisfazer a condicao inicial. Em seguida, consideramos a
funcao y1(x) que é a transformada de yq por aplicagdo do operador
integral

yl(ﬂi’):yoJr/ f(s,90)ds,

Se y1(x) = yo em algum intervalo I contendo xy, o problema esta
resolvido.
Se nao, prosseguimos, definindo:

Y2(z) = yo + /x f(s,y1(s))ds.

e sucessivamente:

i) =+ [ " Flsyuls)) ds.

Para finalizar a demonstracao, precisamos mostrar duas coisas.

e O processo pode ser repetido para todo n.
e O processo converge para alguma funcao continua @.

Se esses dois fatos puderem ser demonstrados, entao teremos nec-
essariamente
Yn — P e T(y,) = Yns1 — @ e da continuidade do operador

T' no espago das funcoes definidas em algum intervalo I contendo xy.
T(yn) = T (D).
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Por unicidade do limite, segue que ® = T(P), o que termina a
demonstracao. ]

Para preencher os detalhes técnicos precisamos, inicialmente, de
algumas definicoes e resultados auxiliares.

Definicao 3. Um espaco métrico é um conjunto M munido de
uma distancia entre seus elementos, isto € uma funcao d : M X
M — R, satisfazendo as propriedades:

edx,y) >0Vr,ye M ed(z,y) =0&x=y.

¢ d(ﬂf,y) = d(y,l’) \V/ZC,y € M.

¢ d(xa Z) < d(l‘,y) + d(ya Z) \V/$, Y,z € M.
Dizemos que o espaco M é completo se toda sequéncia de Cauchy
de elementos de M converge para um elemento de M.

Exemplo 4. Se I C R ¢ um intervalo fechado, entao M =
C(I)={y: I — Ry € continua}, munido da distancia
d(y1,y2) = [y — v2l|, sendo ||y|| = {sup|y(z)| | v € I.

Definicao 5. Seja M um espaco métrico Dizemos que a trans-
formacao T : M — M € uma contracao se existe k < 1 tal que

d(T(y1), T(y2)) < kd(yr,y2) Uy, y2 € M.

Lema 6. Se M ¢ espaco métrico completo e T - M — M ¢é uma
contracao entao existe um unico ponto fixo del' em M, isto é
um ponto y € M tal que T'(y) = 4.

Prova: Seja yy um ponto qualquer de M. Definimos uma sequéncia

yn em M por y, = T(y,_1), Yn > 1. Temos entao

d(y2,y1) = d(T'(y1), T'(yo)) < kd(y1, o), d(yz, y2) = d(T'(y2), T(y1)) <
kd(yo,11) < Kk*d(y1,0), e assim por diante. Por inducao segue
que d(Yn, yn—1) < kK" d(y1,y0). Portanto, como k < 1, a soma

> 7 d(Yn, Yn—1) é convergente e

>or Ay, yn1) < TRy, m0) = d(yi,w0) - - Em con-
sequéncia, para todo nimero real positivo 0, existe N € N tal que
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Z% d(Yn, Yn—1) < €. Como para todo n > m > N, temos
d(yna ym) = d(yna yn—l) + d(yn—la yn—Q) Tt d(ym+1a ym)

S Zd(ynayn—l) S 0
N

segue que a sequencia 1, ¢ de Cauchy. Seja ¢y = lim,,_, y,. Afirmo
que y ¢ o unico ponto fixo de T" em M.

De fato, temos d(T'(y), yn) = d(T'(9), T (Yn-1)| < kd(¥,Yn,) = 0
e segue que y = lim,, o, T'(y,). Por unicidade do limite concluimos
que T'(y) = 4.

Agora, se y* € M ¢é ponto fixo, entdo: d(y,y*) = d(T(y), T(y*)) <
kd(y,y*). Como k < 1, concluimos que y = y*.

[

Observacao 7. Durante a prova do Lema, mostramos também
que a sequéncia das aproximagoes sucessivas y, = T(y,_1( con-
verge par o ponto fixo y, para qualquer valor inicial 1.

Para aplicar esses resultados ao problema ([l)) vamos restingir o
problema a um retangulo fechado R em torno do ponto (zg, yg) con-
tido em (2.

R:={(z,y) eR* ||z — x| < a,|ly —yo| <.}

Lema 8. Existem constantes M e L, tais que |f(x,y)| < M e

|f(z,y1) — f(2,92)| < Llys — yol para quaisquer (z,y), (x,y1) e
(z,y2) no retangulo R.

Prova: A limitacao de f em conjuntos compactos ¢ uma consequéncia
de sua continuidade conhecida como Teorema de Weirstrass , que
nao vamos demonstrar aqui. Por outro lado, do Teorema do Valor
Médio, temos

‘f(xayl) - f(xayQ)‘ S ’g_]yc(xag)“yl _ y2‘7
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sendo & um numero entre y; e yo. Sendo % continua, sua limitacao
em R também segue do Teorema de Weirstrass. ]

Observacao 9. Uma funcao satisfazendo real g a propriedade
19(y1) — 9(y2)| < Llyr — ya| Yy1,92 em S C R € dita Lipschitziana
em S, com constante de Lipschitz L.

Lema 10. Seja 0 < a < a e S ={y : [vo — a,z9 + o] —
R | |y(x) — yo| < b} . Entdo S € um espago métrico completo
com a distancia induzida de C([xg — o, xo + ).

Prova: Basta observar que S € subconjunto fechado de C([xy —
o, xo+ af). O

Consideremos novamente o operador 7', definido por y — yo +
f;; f(s,y(s))dsem C(I), I =|xg— a,xy+ al.

Em vista do Lema [2 para terminar a demonstracao, basta mostrar
que o operador é uma conracao em S = {y : [xg — a,z9 + o] —
R | |y(x) — yo| < b}, para o convenientemente escolhido. Este é o
conteudo do préximo resultado.

Lema 11. Sejam M e L as constantes dadas no Lemal§. Entao,
se a < min{%,a}ea[j < 1, o operador T' € uma conracao em
S={y:|lvg—a,xo+al = R | |ylx) —yo| < b}.

Prova: Se y € S, entao temos:
T() (@) —vol < [, |f(s;9(s))lds < M|z — x| < aM < b.
Portanto T" é uma aplicacao de S em S para todo x € [zg—a, zo+a.
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Além disso, se y1,y2 € S

Ty(a) = Ton(o)] = | (s an(s) — F(sa(s))] ds
< [ Do) - wls)lds

0

< / Ld(ys, o) d s

L0

S aLd(yla y2)

Portanto |T'yy(z) —Tyq(x)| < aLd(yy1, y0) VYV € [x0— 0, xp+a] =
d<Ty17 TZUQ) < @Ld(yla y2> [



