
Capítulo 3

Desempenho Nominal em Malha

Fechada

Neste capítulo, veremos como um sistema de controle em malha fechada pode
ser especi�cado no domínio da frequência, usando-se os diagramas de Bode.
Veremos como o grá�co de Nyquist se relaciona com os diagramas de Bode de
malha fechada e com os seus principais parâmetros de desempenho. Veremos
também como o projeto olhando-se para a função de transferência em malha
aberta (loop shaping) pode ser realizado. Por �m, veremos como a norma H∞,
que não será introduzida de forma rigorosa por enquanto, pode ser usada para
analisar e especi�car desempenho.

3.1 Desempenho a Partir do Grá�co de Nyquist

Curvas M e N

Como já foi visto, o grá�co de Nyquist é a curva no plano C descrita pela função complexa
G(jω)K(jω). Entretanto, podemos também olhar para a função F (jω) = 1+G(jω)K(jω),
que é um vetor partindo do ponto −1, conform pode ser visto na Fig. 3.1. Pode-se então
escrever a função de transferência em malha fechada da forma:

T (jω) =
G(jω)H(jω)

1 +G(jω)H(jω)
=

−→
OA
−−→
OP

Gostaríamos de saber quais são os lugares geométricos (LG) onde o vetor T (jω)
tem módulo constante e os LG onde T (jω) tem fase constante. Para tanto, escrevendo
G(jω)H(jω) na forma cartesiana, ou seja, GH = X + jY , pode-se escrever os vetores

−→
OA

e
−−→
OP que são utilizados para formar os lugares geométricos. A curva do LG onde o módulo

de malha fechada é constante e igual a M é dado por:

M =
|X + jY |
|1 +X + jY |

que após algumas manipulações algébricas, vai resultar em:

(X +
M2

M2 − 1
)2 + Y 2 =

M2

(M2 − 1)2
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Figura 3.1: Vetores

que é uma circunferência. Para cada valor diferente deM , corresponde uma circunferência
de centro e raio diferentes, conforme mostrado na Fig. 3.2, sendo as curvas pontilhadas
azuis.

Para encontrar as curvas de fase constante, basta tirar a fase de T (jω) e igualar a uma
constante N arbitrária, o que resulta em:

∠T (jω) = ∠(X + jY )− ∠(1 +X + jY ) = α

onde N = tanα. Usando-se uma conhecida identidade trigonométrica da função tangente,
tem-se que:

N =
Y

X2 +X + Y 2

Manipulando-se adequadamente esta identidade, chega-se a:

(X +
1

2
)2 + (Y − 1

2N
)2 =

1

4
+

(
1

2N

)2

que fornece uma circunferência para cada valor diferente de N . Entretanto, como N =
tanα, cada vez que α completa uma volta, os valores de N se repetem.

Na �gura 3.2 estão plotadas, em vermelho, as curvas para α constante, mas não as
circunferências inteiras, devido à periodicidade acima citada. As curvas correspondentes a
α = 0◦ e α = 180◦ correspondem a trechos circunferências de raio in�nito e centradas no
in�nito. O trecho da curva de α = 180◦ é simplesmente o segmento do eixo real que liga a
origem ao ponto −1, que também corresponde a −180◦. O trecho correspondente a α = 0◦

é o trecho que liga −∞ a −1 e o trecho que liga 0 a +∞. As curvas que estão plotadas
correspondem somente a alguns valores de α entre α = −180◦ e α = 180◦.

3.2 Função Sensibilidade Complementar T a Partir do Grá-
�co de Nyquist e das Curvas M e N

É possível ter-se uma ideia do formato dos diagramas de Bode em malha fechada a partir
do diagrama de Nyquist de G(jω)K(jω) plotado contra as curvasM e N , que fornecem ao
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Figura 3.2: Curvas M e N

projetista toda a informação necessária sobre a estabilidade e desempenho do sistema
em malha fechada, além de permitir saber o que as modi�cações em GK (advindas
de mudanças no controlador) vão causar no sistema, tanto na estabilidade quanto no
desempenho. Na Fig. 3.3, tem-se alguns diagramas de Nyquist para sistemas do tipo
0, ou seja, sistemas sem nenhum integrador em L = GK (lado esquerdo), e um esboço
dos correspondentes diagramas de Bode de malha fechada do lado direito. Passemos agora
para a análise destes grá�cos:

Baixas Frequências

Lembremos que T (jω) = L(jω)/(1 + L(jω)). Como se pode ver na Fig. 3.3 do lado
esquerdo, para a frequência ω = 0, as três curvas partem do semi-eixo real positivo. O
LG de fase constante em malha fechada (em vermelho tracejado) que está em cima deste
eixo é o correspondente a zero graus de MF. Ou seja, a defasagem é zero em MF para
ω = 0, e isso não muda se multiplicarmos a função L(jω) por um ganho K > 0. Por outro
lado, quanto maior for |L(0)|, o LG de ganho constante em MF (em azul tracejado) que
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corta a curva de Nyquist de L é cada vez mais próxima de 1. Isso indica também que se
multiplicarmos L por um ganho K > 0, quanto maior for esse K, mais próximo T (0) será
de 1. Pelo Teorema do Valor Final:

ess = lim
t→∞

= lim
s→0

sE(s) = lim
s→0

sS(s)R(s)

e no caso de R(s) = A/s (degrau de amplitude A), teremos que ess = S(0)A = A(1−T (0)),
ou seja, quanto mais próximo T (0) for de 1, menor será o erro estacionário.

Essa análise pode ser estendida para outros valores de ω (por exemplo, valores próximos
de zero). Quanto maior for |L(0)|, mais tempo a fase leva para �car mais negativa. De fato,
pode-se observar da �gura da esquerda que os LG's de fase em MF vão se afastando do semi-
eixo real positivo. Então, a fase demora mais para cair em MF, como pode ser observado
na �gura da direita. Da mesma forma, o módulo em MF mais demora para se afastar de 1.
Isso também pode ser concluído pela seguinte análise: como |T (jω)| = |L(jω)|/|1+L(jω)|,
podemos concluir que quanto maior for |L(jω)|, mais próximo |T (jω)| de 1 vai �car. Em
termos de fase, temos que ∠T (jω) = ∠L(jω)− ∠(L(jω) + 1) e quanto maior for |L(jω)|,
temos que |L(jω)| ' |1 + L(jω)| e, consequentemente, ∠L(jω) ' ∠(L(jω) + 1), o que
implica que ∠T (jω) ' 0 graus para valores maiores de ω. De fato, quanto maior for
a faixa de frequências onde |T (jω)| ' 1 e ∠T (jω) ' 0, melhor será a características de
seguimento de referência que o sistema em MF possuirá. Para os sistemas na Fig. 3.4, como
|L(0)| =∞, tem-se que |T (0)| = 1, e para as baixas frequências vale que |T (jω)| ' 1.

Figura 3.3: Curvas M e N e Nyquist para Sistemas Tipo 0

Altas Frequências

Nas altas frequências, ou seja, para ω → ∞, o que se observa nos grá�cos de Nyquist é
que |T (jω)| tende a zero para todos os grá�cos, já que as curvas de Nyquist tendem para
a origem, e os LG azuis tracejados que circundam a origem tem ganhos cada vez menores.
Pode se observar este comportamento nos grá�cos do lado direito. Para o caso da curva
amarela, a fase de malha fechada vai tender para o valor −90 graus. Para o caso da curva
verde, a fase �ca menor que isto, e se aproxima de −180 graus, já que se aproxima do eixo
real. Para o caso azul, a curva ultrapassa o eixo real (ou seja, cruza o segmento ±180)
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Figura 3.4: Curvas M e N e Nyquist para Sistemas Tipo 1

e acaba assumindo valores até 90 = −270 graus. De fato, como |L(jω)| → 0, tem-se
que |L(jω) + 1| → 1, o que signi�ca que |T (jω)| ' |L(jω)|. Da mesma forma, tem-se
que ∠T (jω) = ∠L(jω) − ∠(L(jω) + 1) ' ∠L(jω) − ∠1 ' ∠L(jω). Para os sistemas na
Fig. 3.3, o comportamento é semelhante nas altas e independe do tipo. Já para os sistemas
na Fig. 3.4, tem-se que esta última fórmula continua válida (de fato, ela independe do
número de polos e zeros na origem).

Vê-se que os diagramas de Bode de malha fechada apresentam bastante similaridade
um com o outro. No caso do diagrama de módulo, assumem valores tipicamente próximos
de 1 nas baixas frequências (se queremos erro estacionário pequeno, isto acaba sendo uma
necessidade), tem ganho próximo de zero nas altas frequências, e a maior diversidade ocorre
justamente nas médias frequências, pois pode ou não haver picos de ganho (conhecidos
como picos de ressonância). Além disso, importa também os valores da faixa de frequências
médias e a inclinação do grá�co de módulo. No caso da fase, deve ser próxima de zero nas
baixas frequências (o comportamento nas altas é bem variado, dependendo do número de
pólos menos o número de zeros em malha aberta).

Médias Frequências

Nesta faixa de frequências, temos os valores ω180 e ωc. De modo a ter margem de ganho
positiva, devemos ter |L(ω180)| < 1. Para fazer uma melhor análise nas médias frequências,
observemos a Fig. 3.5. Podemos de�nir a Banda Passante da função T como sendo a
frequência ωBT onde |T (jωBT)| = 1/

√
2 ' 0.707 e a Banda Passante da função S como

sendo a frequência ωB onde |S(jωB)| = 1/
√

2 ' 0.707. Tipicamente ωB < ωc < ωBT. Em
controle clássico, quanto maior fosse ωBT melhor seria a capacidade do sistema seguir um
sinal de referência, pois signi�ca que, se o sistema fosse projetado de forma que |T (0)| ' 1,
a faixa de baixas frequências, onde |T (jω)| ' 1 e ∠T (jω) ' 0 seria bastante ampla. Para
controle H∞, veremos que o mais adequado é olhar para ωB, pois para valores abaixo
desta frequência |S(jω)| ' 0 (caso |T (jω)| ' 1), o que signi�ca também bom segmento de
referência, além de boa rejeição a distúrbios. Como visto nas �guras anteriores, o módulo
de T (jω) pode ou não ter um pico, conhecido como pico de ressonância. A frequência
onde ocorre este pico é conhecida como frequência de ressonância ωress. O pico ocorre se
L(jω) tangencia um dos LG de módulo constante em MF (e a frequência onde isto ocorre
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é ωress). Sabemos que a amplitude do pico de ressonância está ligada ao valor do máximo
sobressinal da resposta ao degrau. De fato, se o sistema em malha fechada possui um par
de pólos dominantes complexos conjugados (o que geralmente é o caso, pois o projetista
cuida para que isso aconteça), o valor do pico de ressonância é dado por:

Mress =
1

2ξ
√

1− ξ2

sendo que 0 < ξ < 0.707. Neste caso, ωress = ωn
√

1− 2ξ2. Sendo assim, pode-se usar
as fórmulas dos parâmetros relacionados à resposta ao degrau apresentados na Fig. 3.6,
que estão ligados ao desempenho do sistema. Tais parâmetros são: tempo de subida
tr = (π − β)/ωd, tempo de pico tp = π/ωd, tempos de acomodação de 2%, dado por
ta(2%) = 4/ξωn, tempo de acomodação de 5%, dado por ta(5%) = 3/ξωn e porcentagem
de sobressinal Mp = 100 exp(−πξ/

√
1− ξ2). Pode-se mostrar que quanto maior for Mress,

maior será a porcentagem de sobressinal.

Figura 3.5: Comportamento em Médias Frequências

Figura 3.6: Comportamento em Médias Frequências

Evidentemente, é possível avaliar a robustez olhando-se para as médias frequências,
pois é nesta faixa que que olhamos margem de ganho e margem de fase. Podemos então
dizer que as médias frequências governam o desempenho em regime transitório e a robustez
de estabilidade, enquanto as baixas frequências governam o regime estácionário, e as altas
a rejeição ao ruído de medida.
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3.3 Projeto Loop Shaping

Considerando-se as análises feitas na seção anterior, concluímos que os diagramas de Bode
de L(jω), conhecida como função de transferência em malha aberta, ou loop transfer
function, podem ser usados como ferramentas de projeto de sistemas de controle em
malha fechada. O formato adequado de L(jω) dará um formato adequado para T (jω)
e consequentemente S(jω). Esta técnica é conhecida como Loop Shaping, pois procura
dar um formato adequado para |L(jω)| e ∠L(jω) de forma a garantir bom desempenho
e robustez ao sistema. Devemos então escolher um controlador K(s) tal que proveja o
sistema com as seguintes propriedades:

1. baixas frequências: |L(jω)| = |G(jω)K(jω)| deve ser grande o su�ciente de forma
a ter |T (jω)| = |L(jω)|/|1+L(jω)| próximo de 1, o que garante também ∠T (jω) ' 0
nesta faixa. O erro estacionário será pequeno e referências com espectro concentrado
nesta faixa serão bem seguidas. Como |S(jω)| será pequena nesta faixa, distúrbios
com espectros concentrados nesta faixa serão bem rejeitados. Para se conseguir tal
efeito, pode se fazer o ganho deK(jω) grande ou introduzir integradores. Entretanto,
cada integrador introduzindo em K signi�ca um atraso adicional de fase de −90◦,
o que torna mais difícil estabilizar o sistema ou garantir uma boa robustez de
estabilidade.

2. médias frequências: quanto maior for ωBT , maior será a faixa de baixas frequên-
cias, o que garante melhor �delidade no seguimento de referências e rejeição de
distúrbios. Isto tipicamente se consegue com aumento de ganho e/ou redes de avanço
de fase. A presença de picos de ressonância implicará respostas transitórias piores,
pois vimos que a amplitude deste está positivamente relacionada com o máximo
sobressinal (valores altos de sobressinal são indesejáveis). Da mesma forma, a
robustez é menor quando há altos picos de ressonância, pois signi�ca que os polos
dominantes em MF estão próximos do eixo imaginário. Tipicamente, queremos que
Mress < 1.25, o que é equivalente a 2dB. Em projetos clássicos, procura-se garantir
que 30◦ < MF < 60◦ e MG > 6dB para se ter bom desempenho e robustez.

3. altas frequências: Em altas frequências, tem-se que tipicamente |T (jω)| cai para
zero. Entretanto, pode ser desejável que essa queda se dê rapidamente em relação à
frequência, o que signi�ca uma maior número de pólos de MF em relação ao número
de zeros. Isto é desejável para que haja boa rejeição de ruído de medida. Para
conseguir isso, como T (jω) ' L(jω) nesta faixa, quanto maior o saldo de pólos de
K(jω), maior é essa queda. Entretanto, quanto maior o número de pólos de K(s)
(contando-se ai os integradores), maior o atraso de fase nas altas frequências, o que
di�culta a estabilização e/ou robustez de estabilidade do sistema. Tipicamente um
bom compromisso é ter uma queda de −20 dB/década nas frequências médias.

Não há controlador K(s) perfeito! Deve-se achar um compromisso entre bom desempe-
nho (em regime permanente e transitório) e robustez, além de boa capacidade de rejeitar
distúrbios e ruídos de medida. Veremos ainda que há mais restrições que deveriam ser
respeitadas, que normalmente não são levadas adequadamente em conta no projeto Loop
Shaping clássico. A mais importante é a energia do sinal de controle u(t) (essa é entretanto
levada em conta no projeto H∞).
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3.4 Preparação para Controle H∞

3.4.1 Desempenho Usando Funções S e T

Na Fig. 3.7, mostra-se os diagramas de Bode de módulo das funções de malha fechada T e
S. Já sabemos quais as propriedades que |T | deve ter para que haja bom desempenho. De
fato, para que haja bom seguimento de referência, ωBT deve ser grande o su�ciente. Cabe
agora fazer a uma das mais importantes de�nições de controle H∞, que é:

‖T‖∞ = max
ω
|T (jω)|

que é a chamada norma H∞ da função de transferência T . Porque ela é uma norma (no
sentido da álgebra linear) será visto mais adiante, mas o mais importante no momento é
que ela é igual ao valor máximo que o módulo atinge, ou seja, é igual ao pico de ressonância
neste caso. Deste modo, para que o sistema tenha uma boa robustez e desempenho, já
vimos que tipicamente fazemos ‖T‖∞ < 1.25.

Figura 3.7: Comportamento em Médias Frequências

Podemos também de�nir ‖S‖∞ da mesma maneira, que é o pico de ressonância da
função S. Como:

||S| − |T || ≤ |S + T | = 1

para qualquer frequência, tem-se que se ‖T‖∞ é grande, então ‖S‖∞ também deve ser.
Como já foi dito, em controle H∞ é preferível se utilizar S no lugar de T . Deste modo,
podemos traduzir as propriedades desejáveis que o sistema deve ter, de acordo com o
projeto Loop Shaping, para a função S da seguinte forma:

1. Baixas frequências: |S(jω)| ' 0 para as baixas frequências a �m de ter bom
seguimento de referência e rejeição de distúrbios;

2. Médias frequências: ωB deve ser grande o su�ciente para se ter boa �delidade,
ou seja, seguimento de referência. ‖S‖∞ deve ser menor 2 (6 dB) para se ter boa
robustez e pequeno sobressinal. Para se ter um bom compromisso entre rejeição de
ruído de medida e robustez, a queda nas médias deve ser em torno de −20 dB/década.

3. Altas frequências: Quanto maior a queda nas altas, o efeito do ruído de medida é
menor. Porém, tem-se que respeitar o compromisso nas frequências médias descrito
acima.
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No próximo capítulo, iremos introduzir os primeiros problemas de controle H∞ a partir
dos conceitos apresentados até agora. Em particular, veremos que o desempenho é sempre
especi�cado em termos da função S. Estes primeiros problemas serão de�nidos de forma
rigorosa como problemas de otimização.
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