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Funcao limitada

Definicdo 1
Uma funcao f : D — R é limitada se existe M € R tal que
|f(x)| < M, para todo x € D.

Teorema 1
Toda funcdo continua definida em um intervalo fechado é limitada.

Teorema 2
Toda funcio integrdvel € limitada.



Motivacao para definir integral imprépria

Em alguns casos queremos calcular a drea abaixo de um
gréfico de uma fun¢do que tem dominio ilimitado (da forma
[a,00[, | — o0, b] ou R).

Quando a fung¢&o tende a 0, no oo e/ou no —oo, a drea pode
ser finita.

Em outros casos a funcdo estd definida num intervalo limitado,
mas € uma func¢3o ilimitada, e, portanto, n3o é integrével.
Mesmo assim, podemos tentar calcular a drea abaixo do seu
grafico, que pode ser finita.

Em todos esses casos, a ideia é aproximarmos a area abaixo
do gréfico por regides que sabemos integrar.

Uma quantidade finita de pontos de descontinuidade n3o
impede que a funcdo seja integravel, desde que ela seja
limitada.

Mas se em algum ponto de descontinuidade a funcdo tende a
00, ou a —oo, ou oscila entre ambos, ent3o precisamos usar
integral imprépria.



Integral Imprépria

Seja f : dom(f) — R uma fun¢do. Definimos as seguintes
integrais imprdprias, quando os referidos limites existirem em R:

b
(I) Se dom(f) = [a,00] e / f(x)dx existe, para todo

b > a, definimos

/:o f(x)dx = bli_)rr;o /ab f(x)dx.

b
(I1) Se dom(f) =] — oo, b] e / f(x)dx existe, para todo

a < b, definimos

/b f(x)dx = a_li}rPOo /ab f(x)dx.

—0o0



b
(lll) Se dom(f) =R e / f(x)dx existe, para todos

a< bemR, defininams

/_Z f(x)dx:/_(; f(x)dx—i—/ooo F(x)dx

(IV) Se dom(f) = [a, b[ e é f é integravel em todo
[a, c] C [a, b[, definimos

/ab F(x)dc = lim / F(x)dx.



(V) Se dom(f) =]a, b] e é f é integravel em todo
[c, b] Cla, b], definimos

/a ’ f(x)dx = lim / ’ f (x)dx.

(V1) Se dom(f) =]a, b[ e é f é integrdvel em todo
[c, d] C]a, b, definimos

b b
/ f(x)dx = lim / f(x)dx,
a c—at J¢

sendo o integral da direita definida por (V).



(VIl) Se dom(f) =1~ {c}, onde I é um dos intervalos
[a, b], ]a, b], ]a, b] ou [a, b[ e ¢ €]a, b[, definimos

/;, () = / " Flx)dx + / ’ (x)dx.

onde tais integrais sdo como em (IV), (V) ou (VI),
quando tais integrais existem.

(VII) Se dom(f) =]a, 00 e f é integravel em todo
[b, c] C]a, o], definimos

h f(x)dx = I|m f(x
/ A

sendo a integral da direita definida como em (I).



(IX) Se dom(f) =] — o0, a[ e f é integravel em todo
[b, c] C] — o0, a[, definimos

/_ OO f(x)dx = lim /_ boo f(x)dx,

sendo a integral da direita definida como em (lI).

(X) Se dom(f) =1~ {c}, onde | é um dos intervalos
[a,00[ ou ]a, 00 e ¢ > a, definimos

/:O f(x)dx_/: f(x)dx—i—/coo F(x)dx,

onde tais integrais sdo como em (1), (1V), (VI) e¢/ou
(VII), quando tais integrais existem.



(XI) Se dom(f) =1~ {c}, onde | é um dos intervalos
] —o00,a] ou ] — o0, a] e ¢ < a, definimos

/ Oo F(x)dx = / OO F(x)dx + / " F(x)dx,

onde tais integrais sdo como em (Il), (V), (VI) e/ou
(IX), quando tais integrais existem.

(XI1) Se dom(f) =R~ {c}, definimos

/_ Z F(x)dx = /_ Oo F(x)dx + /  f(x)dx.

onde tais integrais sdo como em (X) e (XI), quando
tais integrais existem.



Definicoes e observacoes

Uma integral imprépria é dita convergente quando esta bem
definida em R, e dita divergente quando n3o (isto é, quando o
limite é 0o, —oo ou ndo existe).

As integrais imprdprias descritas em (1) a (lll) sdo chamadas
de integrais imprdprias de tipo 1 (intervalo ilimitado).

As integrais impréprias descritas em (1V) a (VII) sdo
chamadas de integrais imprdprias de tipo 2 (fungdo ilimitada).
As integrais imprdprias descritas em (VIII) a (XII) sdo de tipo
le?2.



Podemos usar a mesma notagao de integral imprépria de tipo
2 quando a func¢3o estd definida em todo intervalo fechado,
mas tem pontos de descontinuidade em que a fung¢do tende a
inﬁnito menos infinito, ou oscila entre ambos. Exemplo:
Jo7 f(x)dx, onde £(0) =0 e f(x) = 1, se x # 0.

A notac;ao para integral imprépria e |ntegra| de Riemann é a
mesma, embora possuam significados diferentes.

A notacdo fab f(x)dx significard integral imprépria sempre que
f for ilimitada no intervalo [a, b].

Quando f for limitada, a definicdo de integral imprépria do
tipo 2 coincide com a de integral de Riemann (estendendo o
dominio).



Exemplo 1
Calcule, se existir:



Exemplo 2

Para quais valores de r a integral

[
1 X

converge?



Exemplo 3

Para quais valores de r a integral

[
o X'

converge?



Exemplo 4
Calcule

1
/ ﬁdx
oo LT X



Exemplo 5
Calcule, se existir:
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Teorema 3 (da Comparagdo)
Sejam f e g fungdes continuas tais que f(x) > g(x) > 0, para
todo x > a. Temos:
[e.@] oo
(a) Se/ f(x)dx € convergente, ent§o/ g(x)dx é
convergente. ?

(b) Se/ g(x)dx € divergente, enté’o/ f(x)dx é
diveragente. )

Observagdo 1

O teorema acima vale também para outros tipos de integral
imprépria.



Exemplo 6
Prove que a integral

é convergente.



Fim



