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Aula 9

Sabemos do Calculo I, que para uma funcdo de uma varidvel real a
valores reais diferenciabilidade implica em continuidade. O
conceito de derivadas parciais introduzido na aula anterior para
funcdes de varias varidveis a valores reais ndo apresenta esta
propriedade, vimos exemplo, de funcdo que tem derivadas parciais
no ponto sem ser continua no ponto.
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Definicao
Seja f: Q CR? 5 R, Q aberto e (xg, ¥o) € Q. Dizemos que f é
diferencidvel em (xg, yo) se:

a) f admite derivadas parciais em (xo, yo) €

b)

(x) lim Elh, k)

-0
(hk)—(0,0) || (hy k)|

onde

of

of
E(h, k) = f(xo + hyyo + k) — f(x0, yo) — a(xomo)h— a(xomo)k
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Teorema

Se f for diferencidvel em (xg, yo), entdo f serd continua em
(X0, Yo)-

Demonstracao: Temos que

of of
f(xo+ hyyo + k) = f(xo0, y0) + &(Xo,)/o)th a(Xo,)/o)kJr E(h, k)

Como f € diferencidvel em (xg, yo) entdo

i E(h, k)
(hk)—(00) i 00 11T K| [Chy K
e of of
j ox h+ - k=0
() (00) ox 0 Y0lh T ay(xwo)
resulta que

li f(xo+h k)=f ;
Moo (x0 + h,yo + k) = f(x0, ¥0)
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Observacoes:
a) Se uma das derivadas parciais ndo existir em (xp, yo), entdo f
ndo serd diferencidvel em (xg, o).

b) Se ambas as derivadas parciais existirem em (xg, yo), mas se o
limite (x) n3o for zero, entdo f n3o serd diferencidvel em (xg, yo).

c) Se f ndo for continua em (xgp, yo) entdo f n3o serd diferenciavel
em (xo, ¥0)-
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Definicao

Dizemos que f € diferencidvel em B C Dy, quando f for
diferencidvel em todos os pontos (x,y) € B. Diremos
simplesmente que f € diferencidvel se f for diferencidvel em todo o
ponto do seu dominio.

Exemplo

Mostre que f(x,y) = xy € uma funcdo diferencidvel
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solucdo: Seja (xg, yo) € Df = R?. Notamos que f tem derivadas
parciais em (xg, yo) €

of of
~(x0,y0) = y0, =—(x0,¥0) = X0.
0x oy
Agora,
of of
E(hyk) = f(xo+ hyyo+k)—f(x0,y0) — 2—(x0,¥0)h — ——(x0, Yo ) k
0x oy
= (xo+ h)(yo + k) — xo¥0 — yoh — xok
= hk
Deste modo,

lim M _ lim hL -0
(hk)—(00) VA2 + k2 (hk)—(00) VA2 + k2
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Exemplo

Mostre que a funcdo

fx.y) = { 2% () #(0,0)

ndo é diferencidvel em (0,0).

solucao:
Basta notar f(t?,t) =1 e f(t,0) =0 e daf

lim £(t2,t) =1 #0 = lim f(t,0)
t—0 t—0

ou seja, f n3o é continua em (0,0), portanto ndo é diferencidvel
em (0,0).



Aula 9

Exemplo

Mostre que a funcdo

2 (%) # (0,0),
flx,y) =< **
) { Oi/ (x,y) =

n3o € diferencidvel em (0,0)

solucao: Vimos na aula anterior que f é continua em (0,0),
%(0»0) =1e g—;(0,0) = 0. Temos que

of of

E(h,k) = f(0+ h,0+ k)—f(0,0)——(0,00h— —(0,0)k
ox oy
3
R
h2_|_k2
—hk?

h? + k2



Aula 9

Dai

E(hy k) —hk?

I(h K| (B2 + k2)V/h2 + k2
Como ﬁ%’?‘)‘ = —2\/%“7‘ entdo limp_y % ndo existe, o que
resulta

im E(h, k)
|
(hk)—(0,0) || (hy k)|

ndo existe. Portanto f n3o é diferencidvel em (0,0).
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Condicao suficiente para diferenciabilidade

Teorema
Seja f: Q CR? 5 R, Q aberto e (xo, yo) € Q. Se as derivadas
parciais % e g—; existirem em Q e forem continuas em (xg, yo)

entdo f serd diferencidvel em (xo, o).

Corolario
Sejaf:Q CR?2 =R, Q aberto. Se f for de classe C1 em Q
entdo f serd diferencidvel em Q).
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Exemplo
Seja

f(x,y)—{ O+ y2) sin(zig2), (x,y)i(o,o),

0, (x,y) = (0,0)
a) Calcule 3£ e g—;
b) Mostre que % e g—; n3o sdo continuas em (0,0)

c) Mostre que f é uma fungdo diferencidvel
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solucao:
a)
of . 1 of . 1
a(oao):iﬂ}]xsm;:oa @(0>0):}!1n0y5m?:0
e

E(X y) = { 2XSin(X2iy2) - X22+Xy2 cos(X2J1ry2), (x,y) # (0,0),
ox 0
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b) N3o existem lime_yo 2 x F(t,t), limeo %ﬁ(t)

ndo sdo continuas em (0,0).

c)

E(h, k) = |lim vh%2+ Kk2sin

lim
(h,k)—(0,0) ||(hy k)| (hKk)—(0,0)

portanto f é diferencidvel em (0,0).

t).

Portanto 5=

o
h?+ k2
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