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Problema 1D:

Condições de contorno:
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Equação do biocalor em coordenadas cilíndricas:
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Mudança de variável:
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Equação homogênea:
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Equação não-homogênea:
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Equação homogênea:

d 2θH
dr 2

+ 1
r
dθH
dr

− c2θH = 0

θH = C1I0(cr)+C2K0(cr)Solução:

I0	é	a	função	de	Bessel	modi3icada	do	1o	tipo	de	ordem	zero	como:	

K0	função	de	Bessel	modi3icada	do	2o	tipo	de	ordem	zero:

K0(x) = (ln2− e)I0(x)− I0(x) ln x −
x2
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Mudança de variável:

Condições de contorno:

θ = T −T∞
θa = Tar −T∞

c2 =
ω bρbcb
k

dθ
dx r=0

= 0

dθ
dr r=R

= − h
k
θ R( )

para r = 0, θ finito
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Perfil de temperatura em 
coordenadas cilíndricas
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Assim, obtemos a solução particular:
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Forma adimensional:
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ω bρbcbR
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Assim: θ * = θ * r*,c*,Bi( )
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Número de Pennes: Pn = ω bρbcbR
2

k
c* = Pn
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Solução - temperatura superficial 
especificada
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Apêndices 
Funções de Bessel e dedução da 
solução da equação diferencial
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J0(x) = 1−
x2

22
+ x4

22 ⋅42
− x6

22 ⋅42 ⋅62
+…Função de Bessel 

de ordem zero

J1(x) =
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−…

Função de Bessel 
de ordem um
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dJ0(x)
dx

= −J1(x)

J0(x) = 1−
x2

22
+ x4

22 ⋅42
− x6

22 ⋅42 ⋅62
+… J1(x) =

x
2
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22 ⋅4
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22 ⋅42 ⋅6
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d
dx

xJ1(x)⎡⎣ ⎤⎦ = xJ0(x)

d
dx
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+ xJ0 = 0 ∴ x

d 2J0
dx2

+
dJ0
dx

+ J0x = 0

J0,	a	função	de	Bessel	de	ordem	zero,	satisfaz	a	equação	diferencial:	

d 2 y
dx2

+ 1
x
dy
dx

+ y = 0
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d 2 y
dx2

+ 1
x
dy
dx

+ y = 0

Y0,	a	função	de	Bessel	do	2o	tipo	de	ordem	0,	também	satisfaz	a	
equação	diferencial	anterior,	sendo	de3inida	por:	

Y0(x) = J0 ln x +
x2

4
+ 3x

4

128
+…

Portanto,	a	solução	da	eq.	de	Bessel	é:

y = C1J0(x)+C2Y0(x)
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Desejamos	resolver:

d 2θ
dr 2

+ 1
r
dθ
dr

− c2θ = 0

Sabemos	resolver:

d 2 y
dx2

+ 1
x
dy
dx

+ y = 0

Fazendo	y	=	θ	e	x	=	z.r	(dx	=	z.dr):
d 2θ
dr 2
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r
dθ
dr

+ z2θ = 0

Fazendo	z	=	i.c:	 d 2θ
dr 2

+ 1
r
dθ
dr

− c2θ = 0

Solução da equação diferencial
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Equação	de	Bessel	modi3icada:

d 2θ
dr 2

+ 1
r
dθ
dr

− c2θ = 0

Solução	particular:

θ = J0(i ⋅c ⋅r)

Função	de	Bessel	modi3icada	do	1o	tipo	de	ordem	zero	como:	

I0(x) = J0(ix) = 1+
x2

22
+ x4

22 ⋅42
+ x6

22 ⋅42 ⋅62
+…

Solução da equação diferencial
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A	função	de	Bessel	modi3icada	do	2o	tipo	de	ordem	zero	também	
é	solução	da	equação	diferencial:

K0(x) = (ln2− e)I0(x)− I0(x) ln x −
x2
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Equação	:
d 2θ
dr 2

+ 1
r
dθ
dr

− c2θ = 0

Solução	geral:

θ = C1I0(cr)+C2K0(cr)

Solução da equação diferencial
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d 2θH
dr 2

+ 1
r
dθH
dr

− c2θH = 0

d 2θ
dr 2

+ 1
r
dθ
dr

− c2θ = −
!q
k
− c2θa

Homogênea

Não-homogênea

Solução:

θH = C1I0(cr)+C2K0(cr)

Solução	geral:

θ = C1I0(cr)+C2K0(cr)+
!q
c2k

+θa

Solução da equação diferencial
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Mudança de variável:

Condições de contorno:

θ = T −T∞
θa = Tar −T∞

c2 =
ω bρbcb
k

dθ
dx r=0

= 0

dθ
dr r=R

= − h
k
θ R( )

para r = 0, θ finitoou
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θ = C1I0(cr)+
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+θa
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K0(x) = ∞ ∴C2 = 0para r = 0, θ finito
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Determinação das constantes

Bi = hR
kcom
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