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Equacao da conducao

) cc
d°T .
k—+wbpbcb(Tar —T)+q =0

CCc2
dx?

x=0 x=L

Caso | condicao de contornoem x=0 condicao de contornoem x =L

A | Temperatura prescrita (Tp) Conveccéo

B | Temperatura prescrita (Tp) | Temperatura prescrita (Ts)
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Caso A

d*T .
k?-waprb(Tar—T)-Fq:O

Ty

conveccao +

radiacao + » h

evaporacao
x=0
Condicdes de contorno:
dT
~k—| =h(T,-T.)
dx|
x=L
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Condicdes de contorno:
T (x = O) =1,

T(x=L)=T,
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Solucao equacao da conducao

2 :
T w,p,.c
ar, P (7 —1)+d=0
dxz k ar k
Mudanca de variavel.
_ q d’0 w,p,c
H_T_Tar_ — —bTh bQZO

Wy, PpCy, dx?
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Solucgao geral

d°0 WPy, 0=0
dx*

>
W, p,C 426
Definindo: m> = bp b_b * ——m =0

Equacao homogénea:
0=Ce™ +C,e™
0
— 5 m 6 =0 » ou
dx
0=C, senh(mx) +C, cosh(mx)
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Condicoes de contorno

Mudanca de variavel:

6=T-T ——1
Wy PpCh

Condic¢des de contorno: 6

q_ 40 :hHL—hE[TOO—Tar+ 1 j
W, P,Cp OU  dx : :

HL(x:L):];_Tar_

Hb (X = O) = Tb _Tar - a)bl[q)bcb
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Caso Distribuicao de temperatura (6 / 6y)
6
coshm(L—x)+" senhm(L—x)+7/ —=senh(mx
A (L) by sntm(L) 1 e scnn(om]
cosh(mL)+ kasenh(mL)
a (HL /6, )senh mx +senhm(L — x)
senh mL
q 2 _ WP, _
O=7T-T - m-=—"+2° M=0.A4 .lkw,p,c
" wpe I b c\/ »Pph

cc
6,=6(L)=T -7, ——1 \
W,p,C, cc2

L 8

W, P4Cy, x=0 X



% Escola Politécnica da
¥ Universidade de Sdao Paulo

Exemplo

Considere uma regiao do musculo com uma camada de pele / gordura sobre ele. A
uma profundidade de Lm = 30 mm no musculo podemos assumir que a temperatura &
igual a temperatura corporal central Tc = 37 °C. A condutividade térmica muscular é
k = 0,5 W / m-K. A taxa de geragcao de energia térmica dentro do musculo é
q = 700 W / m3. A taxa de perfuséao € de 0,0005 s-1; a massa especifica e o calor
especifico do sangue sao de 1000 kg/m3 e 3600 J/kg-K, respectivamente, e a
temperatura do sangue arterial Ta € a mesma que a temperatura corporal central.
Considere uma pessoa com uma camada de pele / gordura de espessura L =3 mm e
condutividade térmica efetiva k = 0,3 W / m-K; perfusao e geracao metabdlica dentro
desta camada podem ser desprezadas. A pessoa tem uma area de superficie de 1,8m2
e esta vestida com um maid. A emissividade da pele é de 0,95. Pretende-se prever a
taxa de perda de calor do corpo e a temperatura na superficie interna da camada de
pele / gordura para ambientes de ar e agua:

1. Quando a pessoa estda em ar parado a T~ = 297 K, qual € a temperatura da
superficie da pele e a taxa de perda de calor para o ambiente? A transferéncia de calor
por convecgcao para o ar é caracterizada por um coeficiente de conveccao livre de
h=2W/mz2K.

2. Quando a pessoa esta na agua a T» = 297 K, qual é a temperatura da superficie da
pele e a taxa de perda de calor para o ambiente? A transferéncia de calor para a agua
é caracterizada por um coeficiente de conveccao h = 200 W / m2K.
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Exemplo

musculo pele/gordura ¢ ¢ = (.95

Tc =37/°C —1 ém — 700 W/m3 L Tz Tsur =297 K—

9y
kg = 0.3 W/m-K
k, = 0.5 W/meK —F—
o = 0.0005 S_l T T T T =297 K
h =2 W/m?K (ar)
< A, >l > ar ou h = 200 W/m#K (4gua
L,=30mm Ly;=3mm agua (agua)

—>»X

ad
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Pele/gordura

_T,-T.
Rtot

q

R:LsfI 1 | 1 _lzlLsf= 1
O kA 1/hA  1/h,. A A\ks h + h,

I ( 0003m I
1.8m* \03W/m-K (2+59) Wm*-K

ar: Ry, = ) =0.076 K/'W

4gua: h.=0 h=200W/m2-K,R, = 0.0083 W/m?-K
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Musculo

2 .
d—Terbprb(Tar—T)”L%:o

dx’ k
Caso Distribuicao de temperatura (6 / 0y)
h L—x)+ h h L—x)+ h 0_00 h
\ COS m( x) /kmsen m( x) /km 0, sen (mx)
cosh(mL)+ ykmsenh(mL)
» B (6, /6,)senh mx + senh m(L — x)
senh mL
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i 6, /0, |senhmx+senhm(L —x) ]
q:—k Ad_T :_kAd 917( Ly b)
"odx| " odx senhmlL
" - Ax=L

m

» (6, /6, )meoshml, —m

b

dx senh mL dx

6, /0, Jmcoshmx—mcoshm(L —x) do
d@_e ( L, b) * -

senh mL
x=Lm m
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Musculo: temperatura externa

(6, 16,)coshmL ~1 7_7 T wpe T op
q:_k AQbm - = ! >
" senhmL R o =717 -4
L i ar
! a)bpbcb

—k AmR (Tl -T - 1 ]costhm +k AmR 0, =T senhmL —T senhmlL
wbpbcb

—k AmR T coshmlL +k AmR [Ta o+ 9 |cosh mL +k AmR_ 6, =T senhmL —1 senhmlL
a)bpbcb

kmAmRthTar +—1 jcosthm "‘9;)}'7; senhmlL
D,p,C, 5

senh mL + km AmR_ co sh mL
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Musculo

m =V wp,c,/k, = [0.0005 s~ X 1000 ke/m® X 3600 J/ke - K/0.5 W/m - K]'?

=60m™!
sinh (mL,) = sinh (60 m~' X 0.03m) = 2.94

cosh(mL,) = cosh(60m™' X 0.03m) =3.11

dn  _  Gu _ 700 W/m®

WP,C,  WPKCh 0.0005 s~ X 1000 kg/m’ X 3600 J/kg - K

6,=T,—T,—

= —0.389 K

{24°C X294+ 05W/m-KX18m*X60m™’
X 0.076 K/W[—0.389°C + (37°C + 0.389°C) X 3.11]}

= 34.8°C
294 +05W/m-KX1.8m*X60m ' X0.076 K/W X 3.11

T =

l
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Musculo

I — T, 34.8°C — 24°C
- — = 27 =142 W
para ar. 7R 0.076 K/W

T.=282°C
g=3514W

para agua:
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Funcoes hiperbdlicas, deducao dos
casosAeB
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Funcoes hiperbdlicas

Seno hiperbdlico: Cosseno hiperbdlico: Tangente hiperbolica:
X —X
X —X X —X e —_— e
e —e e re tanh x =
senh x = ; coshx = 5 g
sinh0 =0 X —> oo, Sinhx=oco
cosh0 =1 X —> oo, coshx=o0

tanh0 =0 X —>oo, tanhx—1
Propriedades:

sinh” x = cosh x cosh’ x = sinh x

senh(x — y) = senh(x)cosh(y) — senh(y)cosh(x)

cosh(x — y) = cosh(x)cosh(x) — senh(x)senh(y)

18



Deducao do caso A

0=C, senh(mx) +C, cosh(mx)

O=T-T - 1 0 =T —-T +—1
DpPCh PoPrC

Mudanca de variavel nas condicdes de contorno:
T(x=0)=Tb * 9(x=0)=9b

do
_kd_T :h(];_Too) * —ka =hO, —h6_

dx

x=L x=L

0, =0(x=0)=7.-T ——14
com y=6(x=0)=T7,-T, 000

6,=6(x=L)=T,-T, ——1

Dp,PpC), 19
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Deducao do caso A

Partimos da solucao:

0=C, senh(mx) +C, cosh(mx) (1)

Apliquemos as condigdes de contorno:  6_=T7_-T + 1
Oy PKC,
6(x=0)=6, =C,=6,
—kﬁ =ho, —ho_
dx|
x=L
= —k[Clmcosh(mx) +C,m senh(mx)] = h6, — ho_

—km[C1 cosh(mL) +0, senh(mL)] = h[C1 senh(mL) +0, cosh(mL)] —ho_

20
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Deducao do caso A

—km[Cl cosh(mL) +0, senh(mL)] = h[C1 senh(mL) +0, cosh(mL)] — hl_

o0

[C cosh(mL)+0 senh mL /km C senh(mL)+9 cosh(mL)] hka

Cl[ %msenh(mL)+cosh(mL) }——9 senh mL /kme cosh mL /km

senh(mL)+%kmcosh(mL)—ykm% 1 0
b A=— oo

C =-6
1 ’ cosh(mL)+ %m senh(mL) kem Hb

21



Deducao do caso A

Substituindo em (1):
senh(mL)+ %mcosh(mL)+ A

6=-0
’ cosh(mL)+ ykmsenh(mL)

senh(mx) +0, cosh(mx)

h(mL)+ " h(mL)+ A
_sen (m )+/kmcos (m )+ senh(mx)+cosh(mx)

cosh(mL) + ka senh(mL)

0 —senh(mL)senh(mx)— ykmsenh(mx)cosh(mL)— Asenh(mx)+ kasenh(mL)cosh(mxﬁcosh(mL)cosh(mx)

0, cosh(mL) + ykm senh(mL)

9
6b

22
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Deducao do caso A

0 —senh(mL)senh(mx)— %kmsenh(mx)cosh(mL)+ %msenh(mL)cosh(mx)+cosh(mL)cosh(mx)— Asenh(mx)

0, - cosh(mL)+ %msenh(mL)

0 —senh(mL)senh(mx)+ ykm[senh(mL)cosh(mx) — senh(mx)cosh(mL)]+ cosh(mL)cosh(mx)— Asenh(mx)

0, cosh(mL)+ ykm senh(mL)

Podemos usar a relagao: senh(x — y) = senh(x)cosh(y)— senh(y)cosh(x)

0 —senh(mL)senh(mx)+ %msenhm(L - x)+ cosh(mL)cosh(mx)— Asenh(mx)
6

b cosh(mL)+ %msenh(mL)

23
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Deducao do caso A

0 —senh(mL)senh(mx)+ kasenhm(L—x)+ cosh(mL)cosh(mx)— Asenh(mx)

0, cosh(mL) + ykm senh(mL)

Podemos usar a relagao: cosh(x - y) = cosh(x)cosh(x) - senh(x)senh(y)

0 coshm(L—x)+ kasenhm(L—x)— Asenh(mx)

0, - cosh(mL)+ ykmsenh(mL)

g coshm(L—x)+ykmsenhm(L—x)+%m%;senh(mx)
Nossa solucao fica: =

0, cosh(mL) + ykm senh(mL)
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Deducao do caso B

Partimos da solucao:

0=C, senh(mx) +C, cosh(mx) (1)

Apliguemos as condigdes de contorno:

v 7 __ 4
0,=0(x=0)=1,-T, oo

6,=0(x=L)=T,~T, - wbgb%
H(XZO)ZQb =C,=0,
=0, =C, senh(mL)+ 0, cosh(mL)
6, —6,cosh(mL)

C =
— 5 senh( mL) 25
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Substituindo em (1):

o 0, -0, cosh(mL)
senh(mL)

senh(mx) +0, cosh(mx)

B 0, senh(mx) -0, senh(mx)cosh(mL) +0, senh(mL)cosh(mx)
- senh(mL)

o 0, senh(mx) +06, [senh(mL)cosh(mx) — senh(mx)cosh(mL)]

senh(mL)

0 0,/0, senh(mx)+ senhm(L—x)

0, - senh(mL)

26




