
Capítulo 2

Estabilidade Nominal em Malha

Fechada

Neste capítulo, apresenta-se como se analisar a estabilidade de um sistema em
malha fechada do ponto de vista entrada-saída, que é Critério de Estabilidade
de Nyquist. Apresenta-se também como relacionar o grá�co/diagrama de
Nyquist à função sensibilidade complementar (malha fechada) para o caso SISO.
Apresentam-se também as margens de estabilidade (margens de ganho e de
fase) para sistemas SISO e como estas são usadas para medir a robustez de
um sistema em malha fechada. Apresenta-se então uma forma mais adequada
de se medir robustez, através de uma margem de estabilidade nova a partir da
função sensibilidade S de malha fechada. Por �m, pre

2.1 Introdução

2.2 Grá�cos de Nyquist

Dada uma função de transferência (por exemplo, a função de transferência em malha aberta
F (s) = G(s)H(s)), esta pode ser encarada como uma função F : C → C, isto é, como
uma função entre o plano complexo (domínio de F (s)) e o plano complexo (imagem de
F (s)). Em particular, se escolhermos s = jω para ω ≥ 0, teremos que F mapeia a curva
correspondente ao semi-eixo imaginário positivo a uma outra curva no plano imagem,
conhecida como grá�co de Nyquist. A medida em que se caminha para cima no eixo
imaginário, o valor da frequência vai aumentando. Da mesma forma, o vetor F (jω) vai
progredindo ao longo da curva imagem, onde |F (jω)| é o comprimento do vetor, e ∠F (jω)
o ângulo com o semi-eixo real positivo, como pode ser visto na Fig. 2.1.

Pode-se dividir o grá�co de Nyquist aproximadamente em três regiões: 1) baixas
frequências; 2) médias frequências e 3) altas frequências, da mesma forma que se faz com
os diagramas de Bode. Seja uma função de transferência genérica da forma:

F (jω) =
K(1 + jωTa)(1 + jωTb) · · ·

(jω)N (1 + jωT1)(1 + jωT2) · · ·
, com K > 0

onde o grau do polinômio do numerador é menor que o do denominador. O comprimento
do vetor F (jω) em função de ω é dado por:

|F (jω)| = K|1 + jωTa||1 + jωTb| · · ·
|ω|N |1 + jωT1||1 + jωT2| · · ·
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Figura 2.1: F (jω) como mapeamento de curvas

e o ângulo em função de ω é:

∠F (jω) = ∠K +∠(1 + jωTa) +∠(1 + jωTb) + · · · −N90−∠(1 +ωT1)−∠(1 + jωT2)− · · ·

Baixas Frequências

Para as baixas frequências, isto é ω � min(T−1
1 , · · · , T−1

a , · · · ) tem-se que:

F (jω) ' K

(jω)N

o que signi�ca que, nas baixas frequências, o termo que domina são os correspondentes
aos pólos e zeros na origem (integradores e derivadores). Ou seja, é o tipo do sistema que
determina as características em baixas frequências.

Altas Frequências

Para as altas frequências, isto é ω � max(T−1
1 , · · · , T−1

a , · · · ) tem-se que:

F (jω) ' Ka

(jω)n−m

o que signi�ca que o comportamento do grá�co é determinado pela diferença entre o número
de pólos e de zeros da função de transferência. É possível ver que, como há mis pólos que
zeros (por hipótese), o módulo sempre vai tender à origem. Porém, a fase pode ser bem
diferente, pois ∠F (jω) ' −(n−m)∠(jω) , ou seja:

1. n−m = 1, tem-se ∠F (jω) ≈ −90 graus;

2. n−m = 2, tem-se ∠F (jω) ≈ −180 graus;

e assim por diante. Isto signi�ca que o grá�co, para ω →∞, tende à origem por direções
diferentes (sempre diferindo de 90 graus). Quando o número de pólos é igual ao de zeros,
ele termina em algum valor real, e quando o número de zeros for maior que o de pólos
(caso que não tem interesse neste curso, pois se tratam de sistemas não-causais) o grá�co
termina no in�nito.
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Médias Frequências

Nas frequências médias, não há nenhuma aproximação assintóticam de modo que geral-
mente deve se fazer somente um esboço do grá�co. O formato nas médias frequências vai
depender da posição relativa de pólos e zeros. A seguir, apresentam-se alguns exemplos de
esboço de grá�cos de Nyquist.

Exemplo: O grá�co de Nyquist da função de transferência

F (jω) =
1

jω

é apresentado na �gura 2.2. Como ∠F (jω) = −90 graus e |F (jω)| = 1/|ω|, o grá�co de
Nyquist tem que ser uma reta que começa no −∞ e tende à origem e forma um ângulo
de −90 graus com o semi-eixo real positivo. Trata-se portanto do semi-eixo imaginário
negativo.

Figura 2.2: Nyquist do Integrador

Exemplo: O grá�co de Nyquist da função de transferência:

F (jω) =
1

1 + jωT

é apresentado na �gura 2.3. Para ω = 0 temos F (j0) = 1, de modo que o grá�co de
Nyquist começa em 1. Para ω →∞ vemos que o grá�co termina na origem. Como a fase
é ∠F (jω) = −∠(1 + jωT ), vemos que a fase varia de 0 a −90 graus. O módulo é dado por
|F (jω)| = 1/

√
1− ω2T 2, de modo que ele começa em 1 e vai descrescendo até 0.

Exemplo: Para o caso da função de transferência:

F (jω) =
1

(1 + jωT1)(1 + jωT2)

tem-se o grá�co de Nyquist laranja apresentado na �gura 2.4. Como ∠F (jω) = −∠(1 +
jωT1)−∠(1 + jωT2), a fase começa em 0 graus e deve terminar em −180 graus. O grá�co
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Figura 2.3: Diagrama de Nyquist de Pólo Real

Figura 2.4: Diagrama de Nyquist de dois Pólos Reais

de módulo deve começar em 1 para ω = 0 e terminar em 0 para ω → ∞. Se esta FT for
multiplicada por K > 0, ou seja, for introduzido um ganho, tem-se que o novo grá�co de
Nyquist �ca como a curva em vermelho na mesma �gura. A fase nunca é alterada, pois
∠K = 0.

Exemplo: Para o caso da função de transferência:

F (jω) =
1

jω(1 + jωT )

tem-se que ∠F (jω) = −∠(jω) − ∠(1 + jωT2) = −90 − ∠(1 + jωT2). O módulo é dado
por |F (jω)| = 1/ω

√
1− ω2T 2, de modo que para ω = 0, tem-se que a fase é -90 graus e o

módulo é∞. À medida que ω aumenta, o módulo vai caido e a fase diminui até chegar em
-180 graus. O grá�co de Nyquist apresentado na Fig. 2.5. Qual é o efeito de multiplicar a
FT por K > 0 ?
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Figura 2.5: Diagrama de Nyquist de dois Pólos Reais

2.3 Princípio do Argumento

Uma boa forma de se explicar o princípio do argumento é através de um exemplo.
Consideremos a função de transferência:

F (s) =
(s− z4)(s− z5)(s− z6)(s− z7)

(s− p1)(s− p2)(s− p3)

Na Fig. 2.6 tem-se uma ilustração do princípio do argumento. No plano complexo
do lado esquerdo (domínio), vê-se os desenhos dos vetores (s − zi) e (s − pj) que partem
dos pólos e zeros de F (s) e terminam no mesmo ponto s. F (s) é dado por produtos e
divisões destes vetores (já que são números complexos). Se �zermos o ponto s percorrer
uma curva fechada em torno, por exemplo, do ponto z5, partirdo do ponto s1 e terminando
em s2 ' s1, o que se observa é que todos os vetores praticamente terminam no mesmo
ângulo que começaram, porém o vetor (s − z5) dá uma volta completa de 360 graus no
sentido horário, e ∠F (s2)−∠F (s1) = −360 graus, o que corresponde a uma volta de F (s)
em torno da origem no sentido anti-horário.

Para o caso de s percorrer a circunferência cinza pontilhada, que dá uma volta no
sentido horário, o deslocamento angular é:

∠F (s4)− ∠F (s3) = −3× 360◦ + 360◦ = −720◦ (2.1)

o que corresponde a duas voltas no sentido horário. Note que no interior desta curva temos
um polo e três zeros. É fácil notar que se a curva cinza fosse deformada para incluir p2,
o vetor (s− p2) daria também uma volta completa, e o resultado de (2.1) teria sido −360
graus. Deste modo, podemor deduzir a seguinte regra:

Princípio 1 (do Argumento). Supondo que a curva fechada no domínio está orientada no
sentido horário, o número de voltas no sentido horário que F (s) dá em torno da origem é
igual ao número de zeros de F (s) menos o número de pólos de F (s) no interior da curva.

É fácil veri�car isso olhando-se para a curva cinza em Fig. 2.6.
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Figura 2.6: Princípio do Argumento

2.4 Análise de Estabilidade de um Sistema em Malha Fe-
chada Usando o Princípio do Argumento: Critério de
Estabilidade de Nyquist

Para que possamos analisar a estabilidade de um sistema de controle em malha fechada
usando o princípio do argumento, precisamos contar quantos pólos de malha fechada estão
no semiplano direito. Os pólos de malha fechada são as raízes (ou zeros) da função F (s) =
1+G(s)K(s), que aparece no denominador das funções de transferência em malha fechada.
Já os pólos de F (s) são os pólos de malha aberta de G(s)K(s), pois os pólos de ambos são
os mesmos (veri�que !).

Corolários 2.4.1. Supondo uma curva fechada no domínio de F (s) que está orientada no
sentido horário, o número de voltas que F (s) = 1 + G(s)K(s) dá em torno da origem no
sentido horário é igual ao número de pólos de malha fechada menos o número de pólos de
malha aberta no interior da curva.

2.4.1 Contorno de Nyquist

Para analisar a estabilidade de um sistema em malha fechada, é necessário saber quantos
pólos de malha fechada existem no semi-plano direito. Ou seja, é necessário saber quantos
zeros de F (s) = 1+G(s)K(s) estão neste semi-plano. É necessário então um contorno que
envolva o semiplano direito para se poder usar o princípio do argumento. Na �gura 2.7a,
tem-se o chamado contorno de Nyquist, que no limite para R → ∞ envolve todo o SPD.
Pode-se notar que este contorno é uma curva fechada que contém o eixo imaginário inteiro
(no limite para R −→∞, e ainda contém uma semi-circunferência de raio R −→∞).

Podemos então reescrever o princípio do argumento da seguinte forma:

Corolários 2.4.2. Supondo o contorno de Nyquist, o número de voltas que G(s)K(s) dá
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(a) (b)

Figura 2.7: (a) Contorno de Nyquist (b) Grá�co de Nyquist para o exemplo.

em torno de −1 no sentido horário (ou seja, N) é igual ao número de pólos de malha
fechada no SPD (ou seja, Z) menos o número de pólos de malha aberta no SPD (ou seja,
P ). Isso pode ser escrito como:

Z = N + P

Exemplo: Para o caso da função

G(s)(Ks) =
K0

(1 + sT1)(1 + sT2)
, com K0, T1, T2 > 0 (2.2)

como não há pólos no eixo imaginário, o contorno de Nyquist a ser utilizado é o apresentado
na �gura 2.7a. Deste nodo, o esboço pode ser dividido em três partes: A primeira parte
corresponde à curva I, que é o semi-eixo imaginário positivo. Este diagrama já foi traçado
na Fig. 2.4. A segunda parte do esboço corresponde à região II, que é a semi-circunferência
de raio in�nito, representada por s = Rejθ. Fazendo-se a substituição na função em (2.2),
tem-se:

G(Rejθ)K(Rejθ) =
K0

(1 + T1Rejθ)(1 + T2Rejθ)
(2.3)

É fácil notar que no limite para R → ∞, tem-se que G(Rejθ)K(Rejθ) = 0, ou seja, para
toda a semi-circunferência de raio in�nito, o grá�co de Nyquist permanece na origem.
Para o caso da região III, como s está no semi-eixo negativo, devido à propriedade que
G(−jω)K(−jω) = G∗(jω)K∗(jω), então o grá�co de Nyquist é o complexo conjugado do
caso da região I, ou seja, simplesmente troca-se o sinal da parte imaginária. Deste modo,
o grá�co de Nyquist para todo o contorno de Nyquist é apresentado na Fig. 2.7b

Nota-se que o ponto −1 não é envolvido nenhuma vez, de modo que N = 0. Da mesma
forma, não existe nenhum pólo de malha aberta no semi-plano direito, o que signi�ca que
P = 0. Pelo critério de estabilidade de Nyquist, tem-se que Z = P + N = 0, ou seja, o
sistema em malha fechada é estável para quaisquer valores de K0, T1, T2 > 0.

É evidente que se os sinais destas constante fossem trocados, o grá�co de Nyquist
�caria diferente, Os valores de N e P também seriam. Nestes casos, o melhor é recomeçar
o problema.
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Exemplo: Para o caso da função de transferência:

G(s)K(s) =
K0

s(1 + sT )
, com K0, T > 0 (2.4)

o problema deve sofrer uma modi�cação, pois o contorno de Nyquist da Fig. 2.7a passa
exatamente em cima do pólo que está na origem. A modi�cação que normalmente se adota
é modi�car o contorno de Nyquist de modo que este contorne o pólo na origem pela direita,
conforme apresentado na Fig. 2.8a.

(a) (b)

Figura 2.8: (a) Contorno de Nyquist Modi�cado (b) Grá�co de Nyquist para o exemplo.

Nota-se agora que há duas semi-circunferências: uma cujo raio tende para o in�nito,
ou seja, R → ∞, e outra cujo raio tende a zero, ou seja, ρ → 0+. A semi-circunferência
menor é a forma de se fazer o contorno do pólo na origem. Deste modo, o contorno de
Nyquist passa a possuir quatro regiões distintas.

1. O contorno correspondente à região I já foi obtido anteriormente para esta função de
transferência, e é apresentado na Fig. 2.5.

2. Para a região II, ocorre o mesmo que no problema anterior, ou seja, o grá�co de
Nyquist permanece parado na origem enquanto o ponto s na Fig. 2.8a percorre a
circunferêcia de raio in�nito. Isso se deve ao fato de haver mais pólos do que zeros
da função de transferência.

3. Para a região III, devido à simetria par do módulo e ìmpar da fase, o grá�co é a
imagem espelhada em relção ao eixo real.

4. Para o caso da região IV (que é a novidade deste exemplo), é necessário fazer a
seguinte análise: supondo que s percorre IV, ele é expresso, nesta região por s = ρejα.
A função de transferência nesta região �ca então da forma:

G(ρejθ)K(ρejθ) =
K0

ρejθ(1 + T2ρejθ)
(2.5)
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Não podemos, entretanto, fazer diretamente ρ = 0 pois senão não conseguimos extrair
toda a informação que necessitamos para traçar o grá�co para este trecho. Em vez
disso, vamos assumir que ρ é um número bem pequeno (e positivo, obviamente).
Neste caso, o termo 1 + T2ρe

jθ �ca aproximadamente igual a 1. Deste modo, tem-se
que

G(ρejθKH(ρejθ) ≈ K0

ρejθ
=
K0

ρ
e−jθ

Trata-se então de um número complexo com um módulo muito grande (pois depende
do inverso de ρ). Entretanto, precisamos analisar o ângulo deste número complexo:
o que se pode notar da Fig. 2.8a é que o ângulo θ varia de −90 a 90 graus no
sentido anti-horário (ponteiro amarelo). Devido ao sinal negativo na fase do número
complexo G(ρejθ)K(ρejθ) ≈ (K0/ρ)e−jθ, este deve descrever também uma semi-
circunferência, porém com raio muito grande, e no sentido horário. Esta semi-
circunferência deve começar no ponto �nal do trecho III e terminar no ponto inicial do
trecho I, preservando o sentido e a continuidade da curva de Nyquist total. O grá�co
de Nyquist total �ca então como apresentado na Fig. 2.8b. Aplicando o critério de
estabilidade de Nyquist, temos que N = 0 e P = 0, de modo que Z = 0, ou seja, o
sistema é estável em malha fechada para qualquer K0 > 0.

Exemplo: Para o caso da função de transferência em malha aberta da forma:

G(s)K(s) =
K0

s(T1s+ 1)(T2s+ 1)

aplicando-se as regras para o contorno de Nyquist apresentado na Fig. 2.8a, tem-se que há
duas situações distintas para o diagrama de Nyquist, como pode ser visto na Fig. 2.9. Para
o valor de ganho K0 = K, tem-se que não há nenhum envolvimento de −1, o que signi�ca
que N = 0, e como o sistema não tem pólos de malha aberta no semi-plano direito, tem-se
que P = 0 e Z = 0, ou seja, não há pólos de malha fechada no SPD, e o sistema é estável
em malha fechada. Já para o caso de ganho K0 = K ′ > K, tem-se que N = 2, o que
implica que Z = 2, ou seja, há dois pólos de malha fechada no SPD, e o sistema é instável
em malha fechada. Esta situação pode ser con�rmada desenhando-se o Lugar Geométrico
das Raízes (LGR), que está no lado direito da �gura. Nota-se que para o ganho K, todos
os pólos de MF estão no SPE, e para o ganho K ′, dois deles estarão no SPD, o que con�rma
a predição do critério de estabilidade de Nyquist.

Critério de Nyquist para G(s)K(s) de Fase Não-Mínima e Instável

Na Fig. 2.10a tem-se o grá�co de Nyquist para função de transferência:

G(s)K(s) =
K(s− 1)

s2(s+ 2)

que é uma função de transferência estável mas de fase não-mínima, pois tem um zero no
semiplano direito. O que se nota claramente é que qualquer que seja o valor deK, o sistema
em malha fechada será instável. De fato, tem-se que P = 0, N = 1, logo Z = P +N = 1.

Na Fig. 2.10b, tem-se o grá�co de Nyquist da função de transferêcia dada por:

G(s)K(s) =
K(s+ 3)

(s+ 2)(s− 2)
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Figura 2.9: Grá�co de Nyquist para o exemplo

que é uma função de transferência instável (ou seja, o sistema é instável em malha aberta).
Nota-se que um valor pequeno o su�ciente de K fará com que o sistema em malha fechada
seja estável. De fato, P = 1 e só teremos estabilidade quando N = 0 (na �gura, tem-se
que N = −1).

(a) (b)

Figura 2.10: (a) Grá�co de Nyquist de Sistema de Fase Não-Mínima (b) Grá�co de Nyquist
para o sistema instável.

2.5 Margens de Estabilidade

Até aqui, usamos o grá�co e o critério de estabilidade de Nyquist apenas para determinar
se um sistema em malha fechada será ou não estável. Entretanto, sabemos que os
parâmetros, tanto da planta quanto do controlador, podem mudar com o tempo, por
diversas razões: envelhecimento dos componentes, variações dos parâmetros ambientais
(temperatura, pressão,...) dentre outras. Estas variações podem transformar um sistema
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em malha fechada que foi projetado para ser estável, em um sistema instável ao longo do
tempo. O projetista deve então se preocupar, durante o projeto, em garantir que o sistema
tenha capacidade de permanecer estável mesmo havendo estas incertezas na planta (tanto
incertezas e variações nos parâmetros da planta, quanto dinâmica não-modelada). Tal
propriedade de um sistema em malha fechada e conhecida como robustez de estabilidade. A
forma clássica de se medir robustez de um sistema emmalha fechada é através das chamadas
margens de estabilidade (margem de ganho e margem de fase). Para sistemas SLIT MIMO,
apesar de existir o conceito de diagrama de Nyquist multivariável, os conceitos de margens
de ganho e de fase não são adequados, sendo necessário de�nir margens de estabilidade
diferentes.

Margens de Estabilidade e Comportamento nas Frequências Médias

O grá�co de Nyquist pode ser dividido, aproximadamente, como já foi dito, no trecho de
baixas frequências, trecho de médias frequências e trecho de altas frequências. Na Fig. 2.11
mostra-se como de�nir os parâmetros margem de ganho, margem de fase e as frequências
de cruzamento de ganho e de fase a partir do diagrama de Nyquist. Estes parâmetros
se encontram na região de médias frequências e dão uma boa ideia sobre a robustez do
sistema, bem como o seu desempenho nominal, quando a malha for fechada.

/GK(jω) 

|GK(jω)|

Figura 2.11: De�nição de Margens de Ganho e de Fase

1. A frequência onde o módulo de G(jω)K(jω) vale exatamente 1 (ou seja, 0 dB), é a
chamada frequência de cruzamento de ganho, e é representada por ωc.

2. A frequência onde a fase deG(jω)K(jω) vale exatamente 180◦ é a chamada frequência
de cruzamento de fase, e é representada por ω180.

3. A margem de ganho MG é o valor (em decibéis) de |G(jω180)K(jω180)|, e indica o
quanto o valor do ganho desta função de transferência poderia ser aumentado sem
que isso acabasse com a estabilidade do sistema em malha fechada.

4. A margem de fase MF (ou γ) é dada por ∠G(jωc)K(jωc) + 180◦, e representa o
quanto de atraso e−jα pode ser acrescentado em G(jω)K(jω) sem que isso cause
instabilidade no sistema em malha fechada.

Podemos delimitar a faixa de frequências médias como sendo aquela delimitada
aproximadamente por ωc e ω180, ou seja, é esta faixa de frequências que está relacionada
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com a estabilidade e a estabilidade relativa (ou robustez de estabilidade) do sistema em
malha fechada. Quanto mais próximo o grá�co de Nyquist estiver do ponto −1, pior
é a robustez de estabilidade do sistema em malha fechada (supondo que é estável). A
correlação existente entre a posição dos pólos dominantes de malha fechada, o maior pico
de ressonância do diagrama de Bode em malha fechada e o diagrama de Nyquist é mostrado
na Fig. 2.12.

Figura 2.12: Efeito das Frequências Médias

2.6 Preparação para Controle H∞

Nesta seção, apresentam-se novos conceitos que são utilizados no controle H∞.

2.6.1 Margens de Estabilidade Mais Adequadas

A menor distância entre o ponto −1 + j0 e o diagrama de Nyquist é resultado de um
processo de minimização na frequência, ou seja:

ME = min
ω
| − 1− L(jω)| = min

ω
|1 + L(jω)| =

(
max
ω

1

|1 + L(jω)|

)−1

=
1

maxω |S(jω)|

onde S(jω) é a função sensibilidade (vide Fig. 2.13).
De modo geral, no caso SISO, ME é um indicador de robustez de estabilidade mais

con�ável, pois sintetiza as informações da margem de ganho e da margem de fase, evitando
maiores confusões. Para o caso MIMO, ela continua tendo a mesma de�nição, enquanto
MG e MF possuem generalizações complexas, como serão vistas mais adiante.

2.6.2 Sistema Nominal

Os conceitos de MG (margem de ganho), MF (margem de fase) e ME (nova margem
de estabilidade) são métricas clássicas, que consideram que não tenho nenhum tipo de
informação a mais sobre as incertezas da planta. Entretanto, existem uma forma melhor
de fazer esta representação, que é através do conceito de família de plantas, que representa
todas as possibilidades de modelos que uma planta pode ter durante a sua operação (mais
adiante este conceito será de�nido matematicamente). Entretanto, já podemos de�nir
uma planta especial dentro desta família, conhecida como planta nominal. Para todos os
efeitos, tendo ou não informações sobre a incerteza (ou seja, conhecendo ou não a família
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Figura 2.13: Nova de�nição de margem de estbilidade

de plantas) sempre trabalharemos com a planta nominal. Pode-se assumir que até agora, a
função G(s) do modelo da planta é o modelo nominal. Quando trabalharmos com famílias
de plantas, iremos ver como encontrar a planta nominal para uma dada família.

2.6.3 Estabilidade Interna

Para se veri�car estabilidade de um sistema de controle em MF, mostrou-se que pode se
utilizar o chamado critério de estabilidade de Nyquist. O grá�co de Nyquist, entretanto,
depende somente dos pólos de L(s), isto é, dos chamados modos naturais que são
controláveis e observáveis [?]. Aqueles que são não-controláveis e/ou não-observáveis
simplesmente cancelam com zeros e não aparecem em L(s), logo o grá�co de Nyquist
independe deles. Deste modo, não está garantida a estabilidade em MF se houver algum
cancelamento de pólo com zero no semiplano direito e interno a G(s), a K(s) ou entre G(s)
e K(s). Diz-se que um sistema em MF é internamente estável se para uma repreentação
em espaço de estados do sistema, a origem do espaço de estados é assintoticamente estável
para quaisquer sinais du e dy e r [SP05]. Na Fig. 2.14, para o caso de :

K(s) =
k(s+ 1)

s(s− 1)
, G(s) =

s− 1

s+ 1

tem-se uma situação onde um pólo do controlador cancela com um zero da planta no
semiplano direito. Ou seja, tem-se que:

L(s) = G(s)K(s) =
k(s+ 1)

s(s− 1)

s− 1

s+ 1
=
k

s
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Neste caso, o diagrama de Nyquist seria o diagrama de k/s, que indicaria que, para
qualquer valor de k > 0, o sistema em malha fechada seria sempre estável. De fato,
S(s) = s/(s+ k).

+
-

R(s) Y(s)
Du(s)

K(s)

Dy(s)

G(s)

Figura 2.14: Diagrama de Blocos para Estabilidade Interna

Entretanto, pode-se mostrar que:

U = −KSDy =
k(s+ 1)

(s− 1)(s+ k)
Dy

ou seja, o sinal de controle claramente diverge qualquer que seja o distúrbio dy aplicado, o
que indica que o sistema em malha fechada é instável, embora isso não possa ser observado
na saída y. Ou seja, o sistema é BIBO estável, mas não é internamente estável.

Podemos dizer então que para que o sistema seja internamente estável, é necessário
que:

1. Não haja polos internos nem a K nem a G que sejam ocultos e instáveis

2. Não haja cancelmento de pólos de K com zeros de G no semiplano direito (e vice-
versa)

3. para L = GK, o critério de Nyquist resulte em Z = 0.

Teorema 2.6.1. Suponha que G e K não tenham polos ocultos e instáveis. Então,
o sistema realimentado na Fig. 2.14 é internamente instável se e só se as funções de
transferência em malha fechada:

(1 +GK)−1, K(1 +GK)−1, G(1 +GK)−1, GK(1 +GK)−1

forem todas estáveis

Uma consequência é: se (Ac, Bc, Cc, Dc) é um realização mínima do sistema em malha
fechada, então os autovalores de Ac estão no semiplano esquerdo.
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2.6.4 Família de Controladores Estabilizantes

Para o caso da Fig. 2.14, se G(s) for uma planta estável, pode-se mostrar que que o teorema
acima será satisfeito bastando que a função Q(s) = K(s)(1 + G(s)K(s))−1 seja estável.
Deste modo:

GQ = GK(1 +GK)−1 = T = 1− S → GQ = 1− (1 +GK)−1

1−GQ = (1 +GK)−1 → 1 +GK = (1−GQ)−1

GK = (1−GQ)−1 − 1→ K = Q(1−GQ)−1

Deste modo, se mantivermos Q dentro do conjunto das funções de transferências
estáveis (o que garante a estabilidade em malha fechada para plantas estáveis), então todo
controlador estabilizante (internamente) seria dado por K = Q(1−GQ)−1. Se pensarmos
em Q(s) como pertencente a um espaço de funções de transferência, o controlador
seria então parametrizado por pontos neste espaço KQ. Este espaço de controladores
estabilizantes para um dado G pode ser representado por CEG.

Qualquer controlador dentro deste espaço estabiliza o sistema em malha fechada.
Entretanto, quando impomos especi�cações de desempenho, estamos nos restringindo a
um subconjunto menor de controladores.
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