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MATO0311 - Calculo Diferencial e Integral V
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1. Entrega: Até 29/09/2020

2. Para nota serao consideradas questoes cujos valores somem no maximo 10 pontos,
escolhidas dentre as Questoes Q1 e Q10.

Para compor esses 10 pontos, sera considerada a melhor escolha para cada aluno.

BOA PROVA!

PARTE I - Topologia do R"

Exercicio 1 Mostre que em R? o “quadrado sem contorno” (0,1) x (0,1) C R? é um subcon-
junto aberto.

Questao 1 (1.0) Mostre que se F' C R" é fechado e A C R™ é aberto, entao F'\ A é fechado.

Questao 2 (1.5) Na tabela abaixo, M = R ou M = R? conforme indicado, e X ¢ um sub-
conjunto de M. Considere U, A,, = U,enA,. Complete as lacunas com os subconjuntos corres-
pondentes:
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Exercicio 2 Decida se cada subconjunto de R? abaixo tem ou nao algum ponto de acumulacao.
Justifique sua resposta.

(a) {(1/n,1/n) |n € N}.

PARTE II - Topologia de Espagos Métricos

(b) Z x Z. (c) Ax {0} onde A C R é aberto, nao vazio.

Exercicio 3 Sejam (M, d) um espago métrico e H C M aberto ndo vazio, e p € H. Mostre
que H \ {p} é aberto.

Exercicio 4 Seja (M,d) um espago métrico, e A C M aberto, ndo vazio. Decida se cada
afirmacao abaixo é verdadeira ou falsa, e justifique:

(a) A € uma uniao de bolas abertas.

(b) A é uma unidao de bolas fechadas.



Questao 3 (1.5) Na tabela abaixo, considere M como espa¢o métrico com a métrica discreta,
e seja X o subconjunto de M indicado. Considere U, A,, = U,enA,. Complete as lacunas com
os subconjuntos correspondentes:

M XcM X° 0X X' X X é X é
aberto? | fechado?

R r\|n (_%71+%)

R Un [ 37)

3n? 3n—1

R? | U, B1[0]\ B_. (0)

3n+1

Questao 4 (2.0) Seja M = R? com a métrica d(z,y) = max{|z; — y1|,d.(T2,92)}, onde

d.(t,s) = { (1] >e i 75 ¢ a métrica discreta em R.
set=3s
Considere os subconjuntos de M dados, e complete a tabela:

XCcM X é Justificativa X é Justificativa
aberto? limitado?

A=(0,1) x (0,1)

B=1[0,1 x [0,1]

C =[0,1] x (0,1)

D = (0,1) x [0,1]

A=Nx(0,1)
B=(0,1) xN
C =N x[0,1]
D =10,1] x N




Exercicio 5 Mostre que as normas || ||z e || [ls sdo equivalentes em V = R*.

PARTE III - Sequéncias em R*

Exercicio 6 Seja (xn = (z}, 22, ... ,x’,ﬁ))neN uma sequéncia em M = RF
[respectivamente, em M = R:" = (0,00) x (0,00) x - -+ x (0,00) C R¥]
esejaT = (T4,7%,...,7%) € M = RF
[respectivamente, em 7 = (7*,72,...,7) € M = R}* = (0, 00) x (0,00) x --- x (0,00) C R].
Mostre que vale a afirmacao:
T, =T < 1\ > T parai=1,2,... k.

Questao 5 (1.0) Decida se cada uma das sequéncias abaixo converge em R?, e em caso afir-
mativo, calcule seu limite. Justifique suas afirmacoes.

(a) zn = (2 +e ™ ™% g+ a® +a®+---+4a"), n € N, onde a € (—1,1).

(b) @, = (ne™", cos £, (=1)"), n € N.

(2,52 14545+ 47), neN.

(c) n

Questao 6 (1.0) Mostre que em RF, toda sequéncia de Cauchy é convergente, isto ¢, ele é um
espaco métrico completo.

PARTE IV - Sequéncias em Espagos Métricos

Questao 7 (1.0) Releia a questao 6.
A afirmacao continua valida para sequéncias em M e T € M se usarmos
M =R:" = (0,00) x (0,00) x -+ x (0,00)
com a distancia
d(z,y) = d((z1, . 2x), (Y1, uk) = (@1, 2m1) — (- g |+ ‘i - yik‘?

Exercicio 7 Mostre que se uma sequéncia (z,)n,en é convergente num espaco métrico (M, d),
entao ela é limitada.

Exercicio 8 Mostre que se uma sequéncia (z,),en € limitada num espago métrico (M, d) e
p € M, entao existe r > 0 tal que z,, € B,.(p),Vn € N.

Exercicio 9 Mostre que se uma sequéncia (z,),en € convergente num espago métrico (M, d),
entao ela é uma sequéncia de Cauchy.

Questao 8 (2.0) Seja M = C([0,1]) com a norma || ||; e considere em M a sequéncia (fn)nen
definida por f,(t) =t",t € [0,1]. Seja f € M a fungao nula.
Decida se cada uma das afirmagoes abaixo é verdadeira ou falsa, e justifique sua resposta.

(a) Com a métrica dada por || |1, a sequéncia (f,)nen converge para f.
(b) Com a métrica dada por || ||2, a sequéncia (f,)nen converge para f.

(c) Com a métrica dada por || ||e, a sequéncia (f,)nen converge para f.



PARTE V - Continuidade de funcoes de R? em R?

Exercicio 10 Sejam f: R? — R e T = (71,T2,...,T,) € RP.

flx) = flz1,22...,13p)
(filzy, o, .o xp), folTr, @ay .oy xp), ooy fo(Tr, oy .o 2p))

= (f1($)7f2(x)7 ceey fq(x))

(a) Usando a definigdo de continuidade, mostre que
f é continua em T <= fi, fo,..., f; : R» = R sao continuas em 7.

(b) Usando a caracterizagao de continuidade por sequéncias, mostre que
f é continua em T <= fi, fo,..., f; : RP = R sao continuas em 7.

Questao 9 (1.0) Decida se a afirmagao abaixo é verdadeira ou falsa, e justifique.

“A funcéo H(I‘, y) = 3!641:73-@/47 s€ (l’7y) 7é (07 O)a
) O’ 5€ (l‘,y) = (0,0),

¢ continua em (0,0).”

Questao 10 (1.0) Decida se a afirmagao abaixo é verdadeira ou falsa, e justifique.
xy? sian#2
“A funcao G(z,y) = e Se (z,y) # (0,0),
0, se (:L‘,y) = (070)7
¢ continua em (0,0).”



