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PREFACE

During the first years working as professor in Foundation Engineering and Soil
Mechanics at the Faculty of Science, Technology and Communication of the
University of Luxembourg, | got fascinated by the beauty of the analytical solutions of
the bearing capacity of foundations made a century ago. Since the article “About the
hardness of a plastic body”, published by Ludwig Prandtl in 1920, a lot of extensions
have been made, for example with inclination factors and shape factors. Also many
laboratory experiments have been done and many numerical calculations have been
made. The failure mechanism for shallow foundations has even been extrapolated to
the failure mechanism around the tip of a pile. All this scientific work leads back to
the first publication of the so-called Prandtl-wedge of 1920.

This book “100 Year Prandtl’s Wedge” has been made for all those who are interested
in these fundamentals of foundation engineering and their history.

Luxembourg, June 2015 Stefan Van Baars
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1 Introduction

The discipline of Soil mechanics and Foundation Engineering is one of the younger
basic civil engineering disciplines. This discipline has been developed in the
beginning of the 20th century. The need for this discipline arose in many countries,
often as a result of spectacular accidents such as landslides and failures of
foundations. The first important contributions to soil mechanics are due to Coulomb,
who published an important treatise on the failure of soils in 1776, and to Rankine,
who published an article on the possible stress states in soils in 1857. Important
pioneering contributions to the development of soil mechanics were made by the
Austrian Karl Von Terzaghi, who described in 1925 in his book “Erdbaumechanik”
how to deal with the influence of the pressures of the pore water on the behaviour of
soils. His concept of effective stresses is an essential element of the theory of soil
mechanics.

Figure 1-1. Karl Von Terzaghi (Oct. 2, 1883 — Oct. 25, 1963).

The biggest problem for a shallow foundation, just as any other type of foundation, is
a failure due to an overestimation of the bearing capacity. This means that the correct
prediction of the bearing capacity of the shallow foundation is often the most
important part of the design of a civil structure. That is why the publication of Prandtl
in 1920, about the hardness of a plastic body, was a major step in solving the bearing
capacity of a shallow foundation, although it is well possible that he never realised
this, because his solution was not made for civil engineering purposes, but for
mechanical purposes.



Fie 1-3. Overloaded shallow undatio of a group of grain silos.
Transcona Grain Elevator, Manitoba, Canada, October 18, 1913



2 Ludwig Prandtl

About the life of Ludwig Prandtl a lot of details can be found, from Wikipedia, from
the homepage of the Deutschen Zentrum fur Luft- und Raumfahrt (DLR), from the
book “Prandtl and the Gottingen School”, written by Eberhard Bodenschatz and
Michael Eckert, or especially from the book “Ludwig Prandtl, A Biographical Sketch,
Remembrances and Documents” of which there is a German original by Johanna
Vogel-Prandtl but also an English translation by V. Vasanta Ram, published by The
International Centre for Theoretical Physics Trieste, Italy. The information below
follows from these sources.

Figure 2-1. Ludwig Prandtl (Feb. 4, 1875 — Aug. 15, 1953)

Ludwig Prandtl was born in Freising, near Munich, Germany, in 1875. His mother
suffered from a lengthy illness and, as a result, Ludwig spent more time with his
father, a professor of engineering. He entered the Technische Hochschule Munich in
1894. Prandtl passed the final examination in 1898 with the grade "sehr gut" ("very
good").

After this, Professor Foppl offered him the job of a “Hilfsassistent”, which he gladly
accepted. This post, which was meant for earning a doctor's degree, was assigned for
one year only. Professor Foppl helped Prandtl to postpone his conscription for the
military service by one year. The period when Prandtl worked with August Foppl in
his mechanical engineering laboratory can be dated exactly: from October 1, 1898 to
November 30, 1899. In this time Prandtl wrote his dissertation entitled: “Kipp-
Erscheinungen, ein Fall von instabilem elastischem Gleichgewicht” (Lateral torsional
buckling: A case of unstable elastic equilibrium). With this dissertation, Prandtl could
not get a doctor's degree at the Technische Hochschule Miinchen (this institution was

10



given the right to award doctor's degrees only in 1900), so that he submitted his work
to the Philosophische Fakultat of the Munich University. The defence took place on
January 29, 1900.

In 1901 Prandtl became a professor of fluid mechanics at the technical school in
Hannover, now the Technical University Hannover. It was here that he developed
many of his most important theories. In 1904 he delivered his first famous paper,
“Fluid Flow in Very Little Friction™, in which he described the boundary layer and its
importance for drag and streamlining. This paper also described flow separation as a
result of the boundary layer, clearly explaining the concept of stall for the first time.
The effect of the paper was so great that Prandtl became director of the Institute for
Technical Physics at the University of Goéttingen later that year.

Figure 2-2. Ludwig Prandtl with his fluid test channel, 1904.

Prandtl had a good contact with the family of professor Foppl. On Easter 19009,
Prandtl asked Gertrud Foppl to marry him. An agreement had been reached in respect
of religion that Prandtl would remain in the Catholic Church but Gertrud's protestant
ancestry would prescribe the formalities for the marriage. On September 11, 1909,
Ludwig Prandtl and Gertrud Foppl married in Munich according to protestant
formalities. The marriage festivities were held at the Féppl’s house.

Prandtl and his student Theodor Meyer developed the first theories of supersonic
shock waves and flow in 1908. The Prandtl-Meyer expansion fans allowed for the
construction of supersonic wind tunnels. He had little time to work on the problem
further until the 1920s, when he worked with Adolf Busemann and created a method
for designing a supersonic nozzle in 1929. Today, all supersonic wind tunnels and
rocket nozzles are designed using the same method. A full development of
supersonics would have to wait for the work of Theodore von Karman, a student of
Prandtl at Gottingen.
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In 1922 Prandtl, together with Richard von Mises, founded the GAMM (the
International Association of Applied Mathematics and Mechanics) and was its
chairman from 1922 until 1933.

Prandtl worked at Gottingen until he died on August 15, 1953. His work in fluid
dynamics is still used today in many areas of aerodynamics and chemical engineering.
He is often referred to as the father of modern aerodynamics.

The crater Prandtl on the far side of the Moon is named in his honour.
The Ludwig-Prandtl-Ring is awarded by Deutsche Gesellschaft fur Luft- und

Raumfahrt (German Aerospace Association) in his honour for outstanding
contribution in the field of aerospace engineering.
Bl ‘

/ ‘
Figure 2-3. Ludwig Prandtl at his water tunnel in the mid to late 1930s
(Reproduction from the original photograph DLR: FS-258).
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3 Hans Jacob Reissner

About the life of Hans Jacob more information can be obtained from Wikipedia or
from the library of the University of California, San Diego. The information below is
a summary from these two sources.

," -
f

1
Figure 3-1. Josefine und Hans Jacob Reissner.

Hans Jacob was born on January 18, 1874, in Berlin, Germany. He earned a degree in
civil engineering from Berlin's Technische Hochschule in 1897, and then spent a year
in the United States working as a structural draftsman. Reissner returned to Germany
to study physics with Max Planck at Berlin University. In 1900 he changed direction
and attended the Technische Hochschule, where he studied under Heinrich Mueller-
Breslau and completed one of the first engineering doctorates in 1902. His dissertation
was on vibrations of framed structures. Reissner joined the faculty at Berlin's
Technische Hochschule, but he also worked on outside projects, including structural
analysis for Graf (Count) Von Zeppelin. In 1904, he was awarded a fellowship to
study the use of iron in construction in the United States of America.

In 1906, Reissner returned to Germany and was appointed professor of mechanics at
the Technische Hochschule in Aachen. Until this time, his research had dealt with
topics at the intersections of mechanics and physics, but his attention now focused
upon the new field of aviation.

At June 6, 1906, he married Josefine Reichenberger. They got four children; Max
Erich (Eric Reissner), Edgar Wilhelm, Dorothea Gertrud (Thea) and Eva Sabine.

By 1908 Reissner was familiar enough with the basic areas of aircraft stability, control

and propulsion to deliver a seminal paper published as "Wissenschafliche Fragen aus
der Flugtechnik" (Scientifical Aerospace Questions), the first of many articles on
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these topics. Hugo Junkers, who also worked at the faculty in Aachen, and Reissner
designed and constructed the first successful all-metal and tail-first airplane, the
"Ente" (Duck). In this time he also worked for Ferdinand Graf VVon Zeppelin.

After seven years at the Rheinisch-Westfalische Technische Hochschule Aachen
(Aachen University of Technology), Reissner was invited to return to Berlin's
Technische Hochschule in 1913 as professor of mathematics in the civil engineering
department. During World War | he was responsible for the structural analysis of the
Staaken four-engine bomber and designed the first controllable-pitch propellers for
this aircraft. He was awarded the Iron Cross for civilians for his work.

In 1929 he started to cooperate with Moritz Straus, the owner of both Argus-Werke
and Horch. When Reissner was forced to retire in 1935 under the Nazi-Regime due to
his Jewish background, he became an advisor of Argus Motoren Gesellschaft.

Wenn Straus was forced to give the company Argus-Werke away in 1938 due to his
Jewish background and the Aryanisation, Reissner emigrated to the United States,
where he first taught at the Illinois Institute of Technology (1938-1944) and then, until
his retirement, at the Polytechnic Institute of Brooklyn (1944-1954). For his seventy-
fifth birthday in 1949 he was honoured with the presentation of a festschrift, the
Reissner Anniversary Volume, at a dinner in New York. Reissner retired from
professional life in 1954 and died in 1967.

Reissner’s son became Professor Mechanical Engineering at the Massachusetts
Institute of Technology.

14
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4  Prandtl’s publication of 1920

4.1 Introduction

The publication of Prandtl in 1920 is called “Uber die Hirte plastischer Kérper”, or in
English “About the hardness of a plastic body”. It has been published in the journal
“Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Mathematisch.-
physikalischen Klasse” on page 74—85.

The publication can also be found in the appendices of this book (see Chapter 23),
with thanks to the Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
(SUB), Georg-August-Universitat Gottingen, Germany.

The title of the publication is already interesting, because “About the hardness of a
plastic body”, does not suggest that a main problem in the shallow foundation
engineering has been solved. In fact Prandtl was not a geotechnical engineer, not even
a civil engineer.

This explains why the publication of Prandtl did not refer to geotechnical solutions,
which are well-known in the geotechnical world, like the analytical solution of the
vertical stresses below a strip footing, made by Flamant in 1892. And also not to the
solution of the vertical stresses below a circular footing by Boussinesq in 1885. From
laboratory tests it is known that these analytical solutions are very accurate (TUredi
and Ornek, 2016).

The explanation of the title is given at the beginning of the publication: “One owes
Heinrich Hertz a theory about the contact of a solid elastic body”. In fact Hertz solved
in 1881 the elastic, but non-linear, force-displacement relation between two balls or a
ball and a flat surface. This was a major step for mechanical engineers, for example
for checking if a ball bearing will be overloaded and to what extent plasticity would
occur.

The publication of Prandtl was meant to find out at which load, full plasticity would
be reached, and an object could be fully pushed into a solid body.

It is clear from the article that the author is not a geotechnical engineer, but a
mechanical engineer, because it is written partially with the idea that (see the first
page, page 78): “the biggest shear stresses have a constant value C.....and the
difference between the smallest and largest stress should be constant = 2C”.

This is the case for steel since for steel the friction angle ¢ = 0, but for soils this is not
correct because a part of the shear stress comes from the friction angle.

16
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Figure 4-1. Mohr’s circle with Coulomb failure envelope.

In the article, for the friction angle, the parameter & is used, instead of the parameter
¢, also the parameter k is used, instead of sin 6 and the parameter C is used for the
cohesion instead of the parameter c.

There are also two other remarkable points, see Figure 4-1.

First, the Coulomb failure envelope is drawn for geotechnical engineers as mirror
image, because in mechanical engineering tension is positive, while in geotechnical
engineering pressure is positive.

Second, the cohesion is not drawn vertically as it should be, but perpendicularly to the
Coulomb failure envelope. These two points explain why in the final solution
(equation 13b, page 84) there is a —C/k, which is a mistake; it should be only a c.

4.2 Prandtl-wedge

Prandtl was the first to publish the failure mechanism of the solid body due to a strip
load, consisting of three different types of area. This failure mechanism is nowadays
known as “The Prandtl-wedge”

Unfortunately the article is very direct; final solutions are often given without much
explication. For example the most important part of the publication, the “discovery”
of the Prandtl-wedge is discussed in only a few lines, in a style something like:

“There must be an area below the strip load with the principle direction of the largest
stress downwards and an area below the adjacent surface of the strip load, where the
highest principle stress is horizontal and the lowest principle stress points downwards.
These areas have shear surfaces with an angle of a =45°—¢/2 in comparison to the

highest principle stress”.

And then the author simply concludes on page 76: “Closer examination shows that the
solution is found by the zoning depicted in Figure 1”, which is followed by the
famous “Prandtl-wedge” shown in Figure 4-2.

17
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Figure 4-2. The Prandtl-wedge.

A bit further it says:

“Between the first and the two last triangles there are sector shaped parts ACD and
BCE”, because “the curves CD and CE” are a part of “a system of shear lines” which
cross “the radii leaving from A and B”, with “a constant angle 2a”, from which “it
follows directly that the shear lines are logarithmic spirals”.

The way the final solution (equation 13b, page 80) is found is not really given. It only
says on this page: “...in this way, after simple calculations,...”.

Therefore a complete explanation of this solution will be given in Chapter 8.

4.3 Prandtl-wedge, also discovered by Prandtl?

In the past it was very common that the head of a research group got most or even all
the credits for the output of his group. As an example, all astronomical objects
discovered by Pierre Méchain, are not named after him, but after Charles Messier,
“simply” because Méchain was hired by Messier.

The Prandtl Crater on the Moon is named after Prandtl, but was certainly not
discovered by him. In a similar way it is not automatically clear if the Prandtl-wedge
is really discovered by Prandtl himself, or by someone who was appointed by Prandtl.
For an answer to this, some points have to be considered.

First, it is, at least to say, remarkable that the article of the “Prandtl”-wedge of 1920,
which deals about solid mechanics, was published, completely alone, by Prandtl, as a
former professor in fluid mechanics, fully dedicated at that time to supersonic wind
tunnels and rocket nozzles, while having scientific staff working for him, not only on
fluid mechanics, but also on solid mechanics.

Second, another remarkable point can be derived from the list of all publications of
Prandtl, which can be found in the book:

Ludwig Prandtl Gesammelte Abhandlungen

Zur angewandten Mechanik, Hydro- und Aerodynamik

Herausgegeben von Walter Tollmein — Hermann Schlichting - Henry Gortler
Schriftleitung F.W. Riegels

Erster Teil (S.1-574) 1961 Springer- Verlag Berlin Heidelberg GmbH

18



Based on this list, Figure 4-3 has been made, showing the number of publications
Prandtl has made during his career as a single author and the number of publications
together with a co-author.

It is remarkable that Prandtl, while he had scientists working for him and had also his
managerial tasks to do as director of the Institute for Technical Physics at the
University of Gottingen and chairman of the International Association of Applied
Mathematics and Mechanics, still published so many articles per year and also most of
them completely alone.

12

11

10

M single |authoor
D with co-author

G ~ W W

Figure 4-3. Publications of Prandtl, with and without co-author.

Third, the few articles which Prandtl did not publish alone, where almost all co-
authored by his closest research collaborators, like the famous Albert Betz and Max
Munk. Betz made later a fast career; in 1926 he was appointed professor at Gottingen
and in 1936 he even replaced Prandtl under the Luftwaffe command as director of the
Aerodynamische Versuchsanstalt (AVA, aerodynamics laboratory). One could ask the
question; why are there not more co-authorships of the scientific work of the other
colleagues?

Fourth, all scientists working for Prandtl at that time, were saved by Prandtl from the
trenches of the First World War by being declared indispensable. The time of the First
World War in Germany was a time, in which one was glad to escape the war and to do
research “under guidance and responsibility of the director”. It was not a time to
protest if his (or her?) name was missing on a publication. Even nowadays professors
present at conferences the scientific work of their research assistants.

19



Therefore, the possibility cannot be completely excluded that the solution of the
Prandtl-wedge is not really discovered by Prandtl himself, but by one of his research
collaborators instead, working on solid mechanics, unlike Prandtl himself. In this
case, the real discoverer of the famous “Prandtl”-wedge, will most likely stay
unknown for ever.

20



5 Reissner’s publication of 1924

5.1 Introduction

The publication of Reissner in 1924 is called “Zum Erddruckproblem”, or in English
“Concerning the earth—pressure problem”. It has been published in the “International
proceedings of the first International Congress of Applied Mechanics, Delft, the
Netherlands, pages 295-311.

A part of this publication can also be found in the appendices of this book (see
Chapter 24).

The title is rather general because several topics are discussed in the publication.
Remarkably enough, of the 17 pages of the publication, only one page, page 307,
discusses the effect of the surcharge on the bearing capacity.

5.2 Effect of the surcharge

In fact the solution for the surcharge is far more simple then the solution for the
cohesion published by Prandtl 4 years before Reissner. The simple reason why Prandtl
never thought of solving the effect of the surcharge is that the effect of the surcharge
is typically a civil engineering problem and Reissner was a civil engineer and Prandtl
a mechanical engineer.

Reissner gives at the bottom of page 307 in only one or two lines first a solution for an
inclined (unsymmetrical) load, which is incorrect, as can be seen from the solutions
given in Chapter 12. This is directly followed by a solution, in only one or two lines,
for a vertical (symmetrical) load, supported by the figure below.

Go

L 11\111x Do gy

J'e-
42

/

Figure 5-1. Prandtl wedge according to Reissner.

Abb. 6.

The middle part of the Prandtl-wedge in Reissner’s figure does not really look like a
logarithmic spiral, but this was more a drawing problem than a scientific problem.
Having a logarithmic spiral is crucial, because this is the only shape where the effects
of the frictional part of the shear forces, acting along this middle part, are zero. This
will be discussed in Chapter 7.
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6 Prandtl-wedge

The publication of Prandtl in 1920 gives an analytical solution for the bearing
capacity of a soil under a limit pressure, p, causing kinematic failure of the weightless
infinite half-space underneath. The strength of the half-space is given by the angle of
internal friction, ¢ , and the cohesion, c. The solution was extended by Reissner in

1924 with a surrounding surcharge, g. The article of Prandtl subdivided the sliding
soil part into three zones (see Figure 6-1):

1. Zone 1: A triangular zone below the strip load. Since there is no friction on the
ground surface, the directions of the principal stresses are horizontal and
vertical; the largest principal stress is in the vertical direction.

2. Zone 2: A wedge with the shape of a logarithmic spiral, where the principal
stresses rotate through 90° from Zone 1 to Zone 3. The pitch of the sliding
surface equals the angle of internal friction; £=¢ , creating a smooth
transition between Zone 1 and Zone 3 and also creating a zero frictional
moment on this wedge, which will be discussed later.

3. Zone 3: A triangular zone adjacent to the strip load. Since there is no friction
on the surface of the ground, the directions of principal stress are horizontal
and vertical; the largest principal stress is in the horizontal direction.

Ao
Figure 6-1. The Prandtl-wedge.

According to the Mohr-Coulomb failure criterion (see Appendix Chapter 21) the
angles in the triangular zones are defined as:

6=37—5¢ and =47+, sothat ‘91+93=%7T’ (6.1)
or:
6,=45°—3¢ and 6, =45°+,¢ sothat 6 +6,=90° (6.2)

This means that zone 2 has an angle of 90 degrees.

24



The fact that the angle between active and passive failure is an angle of & +6&, =90°

can also be shown with a clay sample with a small aluminium plate as retaining wall,
(see Figure 6-2) which was gravity loaded in a centrifugal clothes dryer (top loaded
clothes washing machine).

Figure 6-2. Active (left) and passive (right) failure plane in a clay sample.

The length of the legs of both triangles (Zone 1 and Zone 3 in Figure 6-1) can be
determined from the width of the load strip (B) and the size and shape of the
logarithmic spiral:

r(0) =r,-e" e’ (6.3)
Giving:

(6.4)

The shape of the failure mechanism has been validated by many researchers, first with
centrifuge tests (see Figure 6-3) and numerous laboratory tests (see Figure 6-4), and
later also with many numerical (Finite Element) calculations.
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Flgure 6-3. Fallure planes in sand for centrlc Ioadlng (Ieft Sellg and McKee 1961)
and eccentric loading (right: Jumikis, 1956).

4 Flgure 6-4. Fallure planes in sand (Muhs and Weil3,1972). o

It was Prandtl who published in 1920 the bearing capacity due to the cohesion and
Reissner who published in 1924 the bearing capacity due to the surcharge. These
solutions were extended by Keverling Buisman (1940) for the soil weight, » . Von

Terzaghi (1943) was the first to write this extension as:

p=cN,+aN, +;7BN, (6.5)

The three bearing capacity factors will be discussed in the following chapters. Since
the surcharge bearing capacity factor N, from Reissner is easier to solve and explain

than the cohesion bearing capacity factor N, from Prandtl, the surcharge factor will
be discussed first.

26



[/ Surcharge bearing capacity factor N,

7.1 Analytical solution

In order to solve the surcharge bearing capacity factor Ny, simply the stresses can be
followed along the 3 zones, for a case in which there is no cohesion and no soil weight
(c=0, y=0).

p
q
B d
O, NG ©
O Qer_? a. _2
o, \ \1 1i 4 ¢ 3 qﬁ:h: TE
4 T\ % ' . @ y /;\-
i \\ 03 13 ,Jij 3
\ o
\\ ,»ﬂ'@‘ ” ) N
\\44:7: _?=e[91 & )tan g =ej‘rtan¢5
loz H

Figure 7-1. The PrandtI-Wedge (copy of Figure 6-1).

Zone 3
For Zone 3 the vertical stress is given by the surcharge (o, =q=0,,,), and the
horizontal stress is given by the Mohr-Coulomb criterion as follows (see Chapter 21):

1+sing

tan® 6. 7.1
1-sing : (7.

Oh = Opmax = OminKK, With K =

The normal stress, o, is found by using the principle of force equilibrium in the
direction of o,:

0. . .

j:Kp-c05203+sm26?3:25|n26?3. (7.2)
The shear stress, z,, is simply found by using the Coulomb criterion (without
cohesion):

ﬁ:ﬁ.tan¢. (7-3)

qa q
Zone 2

The shape of the outside shear line of Zone 2 is a logarithmic spiral with a pitch of
exactly ¢. The important point of this is that along this outside, the additional moment
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AM,, created by the normal &,, and shear forces r,, is for this pitch, for every angle
6., exactly zero during Mohr-Coulomb failure:

AM, = j'; 7, (7, -COS$—0,; -sing)df, =0  because 7,; =0, -tang. (7.4)

This means that a moment equilibrium of Zone 2 depends only on the loads coming
from Zone 1 and Zone 3, so:

ZMg:O = 0K =050, (7.5)
or.

O. T r2 17[tﬁf’l¢ ? T (o

o, 1, N qa q
Zonel

The horizontal stress o, in Zone 1 can be found in the same way as the vertical stress
o, (or q)in Zone 3:
o1 (7.7)
o, 2sin“ 6,

The vertical load or stress p is simply the horizontal stress times the passive earth
pressure coefficient, so:

P_x. (7.8)

Zone 1+2+3
By adding the effects of the three zones, which means by multiplying the previous
steps, the surcharge bearing capacity coefficient N, can be found:

P
N, q
_P %O T
o, 0, 05 Q° (7.9)
:Kp-%-e”w-ZsinZHy
2sin” 4,
=K, -e"™

7.2  Numerical solution

The analytical solution published by Reissner can of course be checked nowadays
with finite element calculations. In this study all solutions will be checked with the
software Plaxis 2D for a (bi-linear) Mohr-Coulomb (c, ¢) soil model without

hardening, softening, or volume change during failure (w =0). There have been
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several researchers working on this numerical comparison, but their publications often

show one or more of the following mistakes:

e Using inaccurate numerical tools, for example the limit-equilibrium analysis
method, instead of the finite element method.

e Using softening (in Plaxis there is a standard “tension cut off”’-procedure which

must be switched off).

e Using volume change during failure, for example by selecting an associated

flow rule (y =¢).

Plaxis produces incremental displacement plots during failure, which indicate the
failure mechanism. For low friction angles the failure mechanism is almost the same
as the Prandtl-wedge failure mechanism, which is the basis of the analytical solution.
For high friction angles though, the failure mechanism looks completely different, see

Figure 7-2.
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Figure 7-3. Normalised force versus displacement for different friction angles.

29



This change in failure mechanism has consequences; the force versus displacement
plot is rather smooth for low friction angles, but becomes very rough for higher
friction angles, see Figure 7-3. This is a sign that constantly new failure plans are
found in the calculation, depending on internal redistribution of stresses.

For a series of different friction angles, the maximum normalised force, or the
surcharge bearing capacity has been plotted, see Figure 7-4. For the Finite Element
Modelling (FEM) two different options have been used; both stress controlled and
displacement controlled. The two options give as expected (almost) the same results.
Remarkable is that the analytical solution of Reissner gives values which are too high,
especially for higher friction angles. This must be explained by the existence of an
easier failure mechanism, which was mentioned before.

N 50 /
45 :
40 ——— Semi-analytical (Author), Eq. 7:10 )
— - Analytical (Reissner) / /|
35 .
30 % FEM (Plaxis; Stress Contr.) , /<)
25 O FEM (Plaxis; Displ. Contr.) ./ /

20 ',/ 9,
15 -
10 /Q

surcharge bearing capacity factor [-] =

0 10 20 30 40

angle of internal friction [ °] ¢

Figure 7-4. Surcharge bearing capacity factors: Reissner versus FEM.

The semi-analytical line in the figure describes much better the surcharge bearing
capacity factors, and can be written as:

N, =cos’¢-K -e™™7, (7.10)

Loukidis et al (2008) already noticed that non-dilatant (non-associated) soil is 15% -
30% weaker than associated soil (y = ¢), and has a rougher failure pattern.

The difference between the analytical solution (eq. 7.9) and the numerical results (eq.
7.10) was explained by Knudsen and Mortensen (2016): The higher the friction angle,
the wider the Prandtl wedge and the more the stresses reduce in this wedge during
failure. So, the analytical formulas are only kinematically admissible for associated
flow (v =¢).

The problem of associated soil is of course, that such a high dilatancy angle is by far
unrealistic for natural soils. This means as well that calculating the bearing capacity
factor based on the analytical solutions is for higher friction angles also unrealistic.
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8 Cohesion bearing capacity factor /V,

8.1 Analytical solution
In order to solve the cohesion bearing capacity factor N, simply the stresses have to
be followed along the 3 zones, for a case in which there is no surcharge and no soil

weight (g = 0, ¥ = 0). In the solution below, the load will be inclined, so that this
solution can also be used later for solving the inclination factor.

‘W—-.C. - C

Figure 8-1. Inclined Prandtl wedge.

The load inclination angle « is causing a rotation of Zone 1 and a reduction of the fan

(Zone 2) with an angle w. The load inclination angle « and the fan reduction angle
are zero for non-inclined, or vertical, loads.

Zone 3
For Zone 3 the shear force follows from the Mohr-Coulomb failure criterion:

7, =C+o,-tang. (8.1)
Vertical force equilibrium yields:

> F,=0 = sing,-r,=c0s6, -0y, (8.2)
or with the first equation implemented in the second:

o, =c tan g, (8.3)

1-tand,-tang

Zone 2
The previous chapter already showed that for Zone 2, which has a shape of a
logarithmic spiral, the additional moment AM,, created by the normal force o,; and

the corresponding frictional shear forces z,;, is zero during Mohr-Coulomb failure.

So along the outside only the cohesion needs to be taken into account for the moment
equilibrium:

31



0

dM,=0 = o3 =051+ _[ rz-c-ﬂdﬁi, (8.4)

G=0—y COS¢
or:
2 %
0,=0,->+2¢ j e*" ™4 g
1 6,=6,-y
1 e
0, =03 2 op| = . g2htnd (8.5)
2tan ¢ o
o, =0, lm)eng cotg- (e(zt—Zy/)tan¢_l)
Zone 1
The shear force along the triangle shaped Zone 1 will be according Mohr-Coulomb:

7,=C+o;-tang. (8.6)

In fact, independently from the rotation angle , force equilibrium in the direction of
w will result in the following equation of the main principle stress p:

> F,=0 = p-sing =cosé, 7, +sing,- o, )
= p=c-cotd, +o,-(1+cotd, - tang). '

For finding the size of the load p, , or its vertical and horizontal components, the fan
reduction angle w has to be solved first.

Zone 1+2+3

By implementing the equations of the three zones, the following equation is found:
p tan 91 (7—2y)tang (7—2y )tang
—=cotf, +q| ———— |-e +cotg-(e —1)¢-(1+cotg -tang). (8.8
c ' {1—tam91-tan¢ ¢ ( ) ( -tang). (88)

This equation can be used later for finding the corresponding inclination factor, but

first the solution of a vertical load p, = p(a =y =0) will be derived:
N, = p(w = 0)'
C

tan @
=coté + i 2™y cotg-(e™™?—1) - (1+cotd -tan @).
' {(1—tan Hl-tan¢j 4 )} ( 1-tang)

(8.9)

From Appendix Chapter 22 it follows after a long derivation that this equation is
exactly the same as:

N, =(N,-1jcotg with: N =K, -e"™*. (8.10)

C

This is the same solution as in the publication of Prandtl, but in the publication of
Prandtl most of this derivation is missing; the reader can only find in the publication
the words “after simple calculations”.
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8.2 Numerical solution

The analytical solution published by Prandtl has been checked with finite element
calculations performed with Plaxis 2D. The incremental displacement plots during
failure indicate the failure mechanism. For low friction angles the failure mechanism
looks very much like the Prandtl-wedge failure mechanism, which is the basis of the
analytical solution. For high friction angles though, the failure mechanism looks
completely different, see Figure 8-2.

B=2m ¢=25°

7=0kN/m* c=10kPa

B=2m ¢ =40°
y=0kN/m* c¢=10kPa

Figure 8-2. Failure mechanism; left: low friction angle; rig'ht:.high friction angle.

This change in failure mechanism has consequences; the force versus displacement
plot is rather smooth for low friction angles, but becomes very rough for higher
friction angles, see Figure 8-3.This is a sign that constantly new failure planes are
found in the calculation, depending on the internal redistribution of the stresses.

For a series of different friction angles, the maximum value of the normalised force,
or the surcharge bearing capacity has been plotted, see Figure 8-4. For the Finite
Element Modelling (FEM) both stress controlled and displacement controlled
calculations have been used. These two gave, as expected, (almost) the same results.
Remarkable is that the analytical solution of Prandtl is a bit too high, especially for
higher friction angles. This can be explained by the loosening of the soil in Zone 2,
due to the logarithmic spiral, leading to an easier failure mechanism, just as happened
for the surcharge bearing capacity factor N.

The semi-analytical line in the figure describes much better the cohesion bearing
capacity factor, and can be written as:

N, =(N,—1)cotg with: N, =cos’¢-K,-e"". (8.11)

c
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Figure 8-3. Normalised force versus displacement for different friction angles.
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9  Soil-weight bearing capacity factor /V,

9.1 Scaled modelling

The effects of the cohesion are taken into account by the cohesion bearing capacity
factor N. and the effects of a surcharge are taken into account by the surcharge
bearing capacity factor N,. So, the soil-weight bearing capacity factor N, regards the
additional effect of the gravity on a frictional, but cohesionless material without a
surcharge. The fact that the failure mechanism for the soil-weight bearing capacity is
different from the bearing capacity for the cohesion, and also for the surcharge, is
already known for some time. Caquot and Kerisel published in their book “Traité de
Méchanique des sols” from 1966 the circular or elliptical failure mechanism of
Figure 9-1.

Membrane

Ellipse de butee
__de Rankine

Equilibre de Boussinesq

Figure 9-1. Failure mechanism for the soil weight bearing capacity factor N,.

This circular failure mechanism can also be observed in the photo of Figure 9-2 which
can be found in the book “Soil Mechanics” of Lambe and Whitman of 1969.

A constant, or rectangular shaped, load p is impossible because just next to the load
there is no strength for a cohesionless material without a surcharge. So, unlike the
effect of the cohesion and the effect of the surcharge, the effect of the soil-weight does
not result in a constant maximum load p. There will be a maximum load in the middle
and a zero load at the edges, where the shear and normal stresses go to zero too. This
explains why, in the figure of Caquot and Kerisel, not a rectangular load, but a
triangle shaped load is drawn. But in fact, finite element modelling shows that the
stress under a footing on non-cohesive soil has a hyperbolic shape (see Figure 9-3).
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Figure 9-3. Finite Element Modelling: Stress under a footing has a hyperbolic shape.

The effect of the condition of zero bearing capacity at the edges, but not in the middle,
explains the shape of a shoe print in the sand (see Figure 9-4), since for a shoe on the
sand there is also no bearing capacity due to a surcharge or cohesion, but only due to
the soil-weight.
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Figure 9-4. Shoe print in sand: bearing capacity in the middle, but not at the edges.

The representation of this spatially variable load as a constant bearing capacity factor
means that only an average component can be calculated for the soil-weight bearing
capacity factor. Although the use of the soil-weight bearing capacity factor, in the
same way as the other two bearing capacity factors, suggests also a constant
maximum load or bearing capacity at the surface, it should be clear that this is
definitely not the case.

9.2 Numerical solution

Keverling Buisman (1940), Von Terzaghi (1943), Caquot and Keérisel (1953, 1966),
Meyerhof (1951; 1953; 1963; 1965), Brinch Hansen (1970), Vesic (1973, 1975) and
Chen (1975) subsequently proposed different equations for the soil-weight bearing
capacity factor N . Therefore the following equations for the soil-weight bearing

capacity factor can be found in the literature:
N, =(K, -e"™ ~1)tan(1.4¢) (Meyerhof, 1963),

N =1.5(Kp grtang —1)tan¢ (Brinch Hansen, 1970), 0.1)

N, =2(K,-e"™’ +1)tang (Vesic, 1973),
N, =2(K,-e"™’-1)tang (Chen, 1975).

The equation from Brinch Hansen is, as he writes, “based on calculations first from
Lundgren and Mortensen (1953) and later from Odgaard and N. H. Christensen”. The
equation of Vesic is almost identical to the solution of Caquot and Kérisel (1953)
because it is, as he writes, based on “the numerical results of an analysis made by
them under the assumption that (the dilatancy angle y =45°+ ¢/ 2)....approximated
with an error on the safe side”.
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The equation of Chen and also others like Michalowski (1997) are based on the limit
analyses, in which the soil is modelled as a perfectly plastic material obeying an
associated flow rule.

Although Chen’s equation is used, without reference, by Eurocode 7, caution is still
needed, because Yu et al. (1998) concluded: “although the limit-equilibrium analysis
is used widely...., its use may lead sometimes to significant errors as both kinematic
and static admissibility are violated in the method”.

Another important point is given by Hjiaj et al (2005), who wrote: “As discussed by
Chen (1975), the analysis of cohesion less (frictional) soil with self-weight is
complicated by the fact that the shear strength increases with depth from a value of
zero at the ground surface. This means that the Prandtl failure mechanism is no
longer capable of yielding exact results, ..., this leads to the conclusion that the
bearing capacity obtained using this mechanism can, at best, only be an upper bound
on the correct value.”

Because of these problems of the current solutions for the soil-weight bearing capacity
factor, these solutions have been checked with displacement controlled calculations
with the finite element model (FEM) Plaxis for a dilatancy angle w =0.

The incremental displacement plots (see Figure 9-5), of these finite element
calculations for the soil-weight bearing capacity factor, indicate that the displaced area
(area with the lightest colour) forms a circular-wedge failure mechanism, which looks
like the circular-wedge failure mechanism of Figure 9-2, and not like the much larger
Prandtl-wedge failure mechanism (Van Baars, 2016).

Figure 9-5. Numerical modelling: circular failure zones under a footing.
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Figure 9-6 shows the results of the soil-weigh bearing capacity factor. For this figure
calculations have been made for both a rough plate (no horizontal displacement of the
soil below the plate) and a smooth plate (free displacement). The results of the
displacement controlled calculations for a rough plate are, for internal friction angles
up to 35°, very similar to the equation of Vesic (1973):

_ rtang
N, =2(K,-e"™™* +1)tang (for rough plates). 9.2)
55 5
/ i o
N 1 an )
50 4 Vi p i
[N
i 45 3 : I' :'.'.
. MY L1
g Author. Eq.93 R i
5 .9: : ; :
> 35 e 1 o I g
g — . Chen 1975 - /><
g“ 30 3 0 ' * ;‘.O
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Figure 9-6. The soil-weight bearing capacity factor N .

The results of the soil-weight bearing capacity factor for a smooth plate are, for
internal friction angles above to 20°, lower than all currently used equations. Van
Baars (2015) proposed therefore to use a lower and safer equation, such as for
example (see the empirical straight line in the figure based on FEM):

N, = 4tan¢-(e”“"‘“¢ —1) (for smooth plates). (9.3)

Since infinite roughness can never be promised in reality, and since the plate should
be strong enough to hold the tension force in the plate, and since the equations of
Prandtl, Von Terzaghi, and Meyerhof are based on pure vertical loading without
shear, it is better to use in design the last equation for smooth plates.
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10 Table of bearing capacity factors

The outcome of the previous chapters can be summarised in the following table.

¢ N, N, N, ¢ N, N, N,
0 5.142 1.000 0.000 20 12.778 5.651 3.112
1 5.360 1.094 0.004 21 13.449 6.163 3.593
2 5590 1.195 0.016 22 14.166 6.724 4.134
3 5.831 1.306 0.038 23 14.933 7.339 4.745
4 6.085 1.426 0.069 24 15.755 8.015 5.432
5 6.353 1.556 0.111 25 16.637 8.758 6.206
6 6.634 1.697 0.164 26 17.584 9.576 7.079
7 6.931 1.851 0.231 27 18.603 10.479 8.064
8 7.244 2.018 0.312 28 19.702 11.476 9.176
9 7574 2.200 0.408 29 20.888 12.578 10.433
10 7.922 2.397 0.522 30 22.172 13.801 11.856
11 8.291 2.612 0.654 31 23.563 15.158 13.469
12 8.680 2.845 0.808 32 25.075 16.668 15.300
13 9.092 3.099 0.984 33 26.720 18.352 17.383
14 9.528 3.376 1.185 34 28.516 20.234 19.758
15 9.991 3.677 1.415 35 30.480 22.342 22.471
16 | 10.482 4.006 1.677 36 32.633 24.709 25.578
17 | 11.004 4.364 1.973 37 35.001 27.375 29.145
18 | 11.558 4.756 2.307 38 37.612 30.386 33.253
19 | 12.149 5.183 2.685 39 40.499 33.796 37.997
20 | 12.778 5.651 3.112 40 43.703 37.671 43.495

Table 10-1: Bearing capacity coefficients.

These factors are for non-dilatant soils and are all based on the Finite Element
calculations mentioned in the previous chapters (Egs. 7.10, 8.11 and 9.3) and are
lower, especially for higher friction angles, and therefore safer and more accurate than
the factors normally used, for example in Eurocode 7.

40



IV Correction factors
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11 Extensions: correction factors

In 1953 Meyerhof was the first to propose equations for inclined loads. He was also
the first in 1963 to write the formula for the (vertical) bearing capacity p, with both

inclination factors and shape factors as correction coefficients, in order to take into
account the shape of the loaded area and the inclination of the load:

p, =i.S.cN, +i,S,aN, +1,s, 37BN . (11.1)

vy 2

In this equation the coefficients i. , iy and i, are correction factors for a possible
inclination of the load (inclination factors), and s; , s, and s, are correction factors for
the shape of the loaded area (shape factors).

Jorgen Brinch Hansen (1970) adopted later this equation. Over the years this equation
has become the standard equation for the bearing capacity of shallow foundations.
There are also some other correction factors which are used nowadays, such as the
correction factors for a footing near a sloping soil surface, or a sloping (inclined)
foundation footing.

Although this equation is widely used nowadays, the applied superposition in this
equation is scientifically speaking not correct, because the failure mechanism
belonging to the soil-weight (N, ) is, as explained in Chapter 9, not the same as the

failure mechanism belonging to both the cohesion (N, ) and the surcharge (N, ).

By using the inclination factors and the shape factors, or even both at the same time,
the risk for additional errors is even larger.
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12 Inclination factors

12.1 Meyerhof and Brinch Hansen

In the case of an inclined load, i.e. loading by a vertical force and a horizontal load at
the same time, the additional horizontal load can considerably reduce the vertical
bearing capacity. At the same time the horizontal component of the load is limited due
to the Coulomb shear failure at the foundation surface:

P, <C+p, tang. (12.1)

Meyerhof published in 1953 his results of laboratory experiments on inclined loading
on “purely cohesion materials” and “cohesionless materials”, (See Figure 12-2) for
cases in which the horizontal component of the load is smaller than its maximum
possible value (due to Coulomb shear failure). The correction factors for a certain load
inclination angle o were in 1963 expressed by him as:

iq:icz(l— ;:)Zj , iyz[l—%j , for: a<é. (12.2)

In the Unites States of America, but also in many other countries, these factors are
mostly used (see also Das, 1999).

Figure 12-1. Model tests with inclined loaded footings (Meyerhof, 1953).

In 1970 Brinch Hansen proposed other inclination factors:

; Pr ; 2 i3
,=1-———, I, =1, | =I.
c C+ pv tan¢ q c 14 (123)
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This solution is often used in Scandinavia and in the Netherlands. It is however a
disallowed mixture of the Coulomb shear failure criterion, which should only be
applied at the interface at the surface, and the Mohr-Coulomb (Prandtl-wedge) bearing
capacity failure of the half-space below the interface. A clear indication of the
incorrectness of this solution is the fact that the surcharge inclination factor, i,
depends here on the cohesion, ¢ , while the factor N, for any inclination, and therefore
also iy , should not depend on the cohesion, c. The same even applies for the cohesion
inclination factor, i. . This indicates that this solution is incorrect and should not be
used.

In the coming chapters, the failure mechanism presented in Figure 12-2 for inclined
loads will be studied; analytical solutions will be derived and compared to the
equation of Meyerhof, based on his laboratory test, and these will also be compared to
the results of finite element calculations.
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Figure 12-2. Prandtl-wedge for inclined load.

12.2 Surcharge fan reduction angle

The surcharge fan reduction angle w4 of Zone 2 can be calculated for non-cohesive
soils from Figure 12-3, which depicts the stresses of the inclined Prandtl-wedge and is
also used by Bolton (1979) in his book “Guide to Soil Mechanics”. The following
three equations follow from this figure. The load angle yields:

% =tana. (12.4)
The radius of the Mohr circle of Zone 1 gives:
z_ (1_ Ka)
P2 with: K, = i_z!:q}- (12.5)
+ i
LTogo S 1, 1 ¢
p 1+sing S sing

The relation between the vertical stress and the maximum stress results in:
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p, +7(1-cos2y,)=p=

12.6
&:1+8(0052qu—1) orfor o < ¢: - ~cosa (12.6)
Y p
[
.

Py

amax “\\\ 2 ph
o wq;ma;\ Zy/q
q p pKa p‘ p 0’
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Figure 12-3. Mohr-Coulomb circles and fan reduction angle.

These three equations can be implemented in a fourth equation:

sinzwq:&,

T
= ph -&.E

P, P 7

1 (12.7)

=tana-[1+8(coszw—1)]-§,
=m+tana-c032w,

sing

from which the surcharge fan reduction angle y can be calculated (iteratively).
With this equation, the following surcharge fan reduction angles can be found:

a=0: w,=0
a<kg: w, = yarcsin w
for: 1+sing
tana =sing: y, = 45°
A nax :¢: Wq,max :450+%¢
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12.3 Cohesion fan reduction angle y,
The cohesion fan reduction angle . will be approximated by writing the cohesion as:

P
c=—2r.
N (12.8)
The radius of the Mohr circle of Zone 1 gives:
T (1_ Ka+2C’\f Ka) e 1—Sin¢
—= with: K, =——. (12.9)
p 2 1+sing
This gives:
sin2y, = Pa P P
P, P 7
_ tana.%. 'ép | (12.10)
1-K, +— ,/K
a IC Cp a

Solving the cohesion fan reduction angle y . would mean, that first the cohesion
inclination factor i, must be solved before solving the fan reduction angle ., and at

the same time the fan reduction angle . must be solved before solving the cohesion
inclination factor i_, which is due to the complexity of both equations, not really

possible. For a relative small load inclination angle «, the fan reduction angle . can
be solved though, because in this case:

P

sina~a; i,=1, —+=cosax=l ., <90°. (12.11)
p
This yields for the cohesion fan reduction angle:
~ i @ -900
w, ~ min( 5 ;90°) (12.12)

a

1-K, + N JK.
Having both a surcharge and a cohesion will result in a single fan reduction angle,
which will be somewhere in between the two fan reduction angles. This means the
cohesion and the surcharge influence each other’s inclination factors. So, writing the
surcharge part and the cohesive part completely separated, as suggested by the
Meyerhof bearing capacity equation, is, scientifically speaking, not allowed.

This solution has been compared with the results of FEM calculations. For this a very
wide mesh is used with 15-node triangular elements, see Figure 12-4. According to
these calculations the principle directions in Zone 1 are indeed rotated with this fan
reduction angle y. This angle influences the total shape of the Prandtl-wedge.
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12.4 The surcharge inclination factor i

In 2014 Van Baars published, based on a rotated Prandtl-wedge failure mechanism,
the analytical solution for the surcharge inclination factor, iq. For this mechanism, the
solution for the surcharge inclination factor can be analytically found by examining
the effect of the inclined load for the three zones independently and multiplying the
individual effects.
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Zone 3
For Zone 3 all equations and even all stresses remain the same.

Zone 2
For Zone 2, the rotation angle (491+¢93:§7r) reduces due to the surcharge fan

reduction angle y; , so the following equation (see Chapter 7 and Figure 12-2) is
changed:

2
2 1
a_a_h_ [9(2”“]“"? =gl (12.13)

2
o; T3 I

Zone 1
For Zone 1, all equations stay the same.

The inclination factors are influenced by the effects of the three zones, but also by the
fact that they are based on the vertical component of the inclined bearing capacity, so:

p, ~cosa-p (12.6)

Analytical solution
Combination of all these effects, results in the following analytical solution of the
surcharge inclination factor, which is defined as the (vertical component) of the
inclined bearing capacity divided by the non-inclined bearing capacity:
£ pv;q(a>0)
I, =——",
pv;q(a:O)

_ cosr - Pat0)

q(a=0)

=C0SQ-igy iy s

I3
I'r

r

I3
I

J (12.14)
1,

=cosa -1 5

(ﬂ—ZI/Iq)tan @
=CoS -

e(n)tanqﬁ
i, =cosa-e "™,

This solution is however limited due to Coulomb shear failure of the load at the
surface. By also taking this into account, the inclination factor becomes:

i, =cosa-e " (a<g),

0 (a>4) (12.15)
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Numerical results

This analytical solution has been compared with the results of FEM calculations. The
cohesion is zero and the saturated weight of the soil is taken equal to the weight of the
water, in order to have zero effective stresses due to the soil-weight. In this way all
effects due to the cohesion bearing capacity N, and the soil-weight bearing capacity N,
are excluded.

The analytical relationship is presented in Figure 12-6, for a load inclination angle of
a = 20°, together with the relationship of the laboratory experiments of Meyerhof
(EQ. 12.2) and with the results of the FEM calculations.

1

load inclination angle & = 20°

0.9
0.8 :
07 — Analytical (Author), Eq. 12:15
" l===-Analytical (Coulomb)
06 l—...—..—..—..

= . Laboratory (Meyerhof) '

0.5 t — X
X FEM (Plaxis; Stress Contr.) — X \k

surcharge inclination factor <™

0.4 * >

0.3 :
1

0.2 '
1

0.1 :

0 R=== === === .
0 10 20 30 40

angle of internal friction ¢

Figure 12-6. Surcharge inclination factor: Analytical, Laboratory and FEM.

The analytical solution is close to the FEM results and even describes them better as
the empirical equation of Meyerhof, as can be seen from Figure 12-6.

12.5 Cohesion inclination factor i,

Analytical solution

In 2014 Van Baars showed that in a similar way as for the analytical solution for the
surcharge inclination factor, iy, an analytical solution for the cohesion inclination
factor, i, can be found, but only at the following two boundary conditions:

2+ 72y,

¢ =0: i,=cosc-
2+71 (12.16)

$p>0: i =I

c q*
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Based on these analytical boundary solutions, one can make a short equation for the
variable i, which goes gradually from the zero boundary into the infinite boundary,

which is:

H — an 2‘//(: -7
|c =COSa-(e 2yt ¢—m'e tan¢j (1217)

This solution is only exact at the boundaries and is an approximation in between.
There is also a way however, leading to the exact solution.

Since the inclination factor is defined as the (vertical component) of the inclined

bearing capacity divided by the non-inclined bearing capacity:
ic _ pv;c(a>0) = COS - pc(a>0) , (1218)
pv;C(a:O) pc(a:O)

the exact cohesion inclination factor is (see chapter 8):

{Cot 0, + (]._tat:r;ﬁtawj lmave g oy - (e(n—ch)tanﬂf_l)} . (1+ cot 4, - tan ¢)
1

i, =CoSc-

(12.19)

tan @
cotg +| — 1 |.e™ i cotgh- (e —1) - (1+cot @ -tan
{ ' (1—tan el-tanqﬁj d )} ( L tang)

or with simplification of the denominator:

{COt o+ [Hﬁlﬂwﬁj 2L ot - (e(”'z"’°)‘a” “‘—1)} -(1+cot 6, - tan ¢)
1

i, =cosa-

(K,-e™™?~1)cotg (12.20)

This exact solution is, just as the surcharge inclination factor, limited due to Coulomb
shear failure at the surface:
o,=C+o, -tang c
} " tana—tang
i, = 1 :
° N, (tana—tang)

=i.N.c
o,=o0,-tlana
(12.21)

So, by taking both inclined Prandtl failure and Coulomb shear failure into account, the
cohesion inclination factor simply becomes the lowest factor of both failure
mechanisms, which yields for the short equation (12.17):

coS - e—21//ctan¢_ 2‘//(: 'e—ﬂtan;é ’
2+

i, =min 1 (12.22)

N, (tana —tang)’

Figure 12-7 shows the comparison of this short equation (for a load inclination angle
a = 20°) with the exact equation (12.20). The solutions are (almost) the same.

50



Numerical results

Both analytical relationships are presented in Figure 12-7, together with the equation
of Meyerhof (Eg. 12.2) based on his laboratory experiments and together with the
results of the finite element calculations, for a load angle of 20°.

load inclination angle & = 20°

i 0.9

0.8
o
5 0.7
&
g 06 —x - %
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=) .
'z 0.2 = === Analytical (Coulomb)
S 0'1 —— . Laboratory (Meyerhof)

'0 ¥ FEM (Plaxis; Stress Contr.)

0 10 20 30 40

angle of internal friction @

Figure 12-7. Cohesion inclination factor: Analytical, Laboratory and FEM.

Also in this case the analytical solution prescribes rather well to the FEM results and,
as can be seen from this figure, even more accurate than the Meyerhof equation for
the inclination factors (Eg. 12.2).

Another interesting point is that there is a zone for the internal friction

(8°<¢<20°, for ¢ = 20°) in which the cohesion inclination factor depends on a
Prandtl failure mechanism, while the surcharge inclination factor depends on a
Coulomb shear failure mechanism. Since there are different failure mechanisms
occurring at the same time, the superposition of Meyerhof’s bearing capacity equation
(Eq. 11.1) is, scientifically speaking, not allowed for this zone.

The accurateness of the analytical solution (Equations 12.12 and 12.22) can also be
seen from a vertical load versus horizontal load plot with a variable load angle «, and
a constant friction angle (¢:0°), see Figure 12-8. This plot also shows how

inaccurate the Meyerhof equation is for angles larger than 20 degrees.
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Figure 12-8. Cohesion inclination factor versus load angle.

12.6 Soil-weight inclination factor i,

The soil-weight inclination factor can only be obtained from numerical or laboratory
tests, like Meyerhof did. Nevertheless, from the equation of Meyerhof for the soil-
weight bearing capacity, it becomes clear that Meyerhof thought about a gradual
reduction to zero and not about a sudden drop to zero (Coulomb shear failure) such as
for the surcharge inclination factor. The empirical solution of Meyerhof (based on
laboratory tests) has been plotted in Figure 12-10, together with the results from the
finite element calculations. These calculations proof that the correction factors for the
inclination of the load must be changed into:
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Figure 12-9. Soil-weight failure mechanism for inclined load.
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Figure 12-10. Soil-weight inclination factor: Laboratory and FEM.

(12.23)
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13 Shape factors

13.1 Introduction

If the shape of the foundation area is not an infinitely long strip, but a rectangular
area, of width B and length L (where it is assumed, that the width is the shortest
dimension, i,e, L>B), correction factors for the shape are used. Meyerhof (1963) was
the first to publish shape factors:

_1+sing
P 1-sing
A few years later De Beer (1970) published his shape factors, based on laboratory

experiments. Brinch Hansen (1970) based his shape factors on the experimental
results from De Beer. So the most commonly used shape factors are (for B<L):

B = B
S, :1+0'2I’ S, =1+Esm¢, S, =1—0.3I. (13.2)

B . B
S :sy:1+0.1KpIS|n¢, SC=1+0-2KpI with:

q

(13.1)

There is still no international agreement on the precise values of these correction
factors.
It may be noted that for B/L =0, the formulas all give a factor 1, in agreement with

the basic results for an infinite strip. It should also be remembered that B/L <1, by
definition.

: R |

Figure 13-1. Rectangular area.

Knudsen and Mortensen (2016) compared for frictionless soils (¢ =0), the bearing

capacity for axi-symmetric (2D Plaxis), circular, and square foundations (both 3D
Plaxis). They found very similar results (deviation less than 3%). This means the
shape factors can also be studied with axi-symmetric calculations.

There is a risk in assuming an identical Prandtl-wedge shaped failure mechanism for
circular or even elliptical shaped loaded areas, such as for example Figure 13-2. Van
Baars (2014 and 2015) showed that, for circular shallow foundations, the resulting
shape factors are far too high, according to Finite Element calculations, and also
according to the laboratory tests of De Beer. The reason for this is that the area of part
3 of the Prandtl wedge, the part next to the load, becomes too big, creating too much
support, so before this Prandtl-wedge failure mechanism can occur, already another
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mechanism occurs. For deep foundations though, this failure mechanism might still be
interesting, see Chapter 18.

g7 _,.-
Figure 13-2. Prandtl-wedge approach for circular loaded areas.

Figure 13-3 shows the incremental displacements during failure, for a circular loaded
area (D=4 m) on two different cohesive soils, without a surcharge, indicating the
failure mechanism. The failure mechanism starts like the circular-wedge failure
mechanism, in the middle of the loaded area, has 3 zones, like the Prandtl-wedge, and
is found for all three bearing capacity cases (cohesion, surcharge and soil-weight).

o o

.....m||||||||||||||||||||'

Figure 13-3. Failure mechanism for circular loaded areas.

Due to the axial symmetry, the circular wedge is pushed out during failure, causing a
declining tangential stress (i.e. circumferential stress or hoop stress).

For the strip load (plane strain solution) the minimum stress, in part 3 of the wedge, is
the vertical stress, which is zero without a surcharge, and the maximum stress is the
horizontal stress (perpendicular to the load).

For the circular load (axial symmetry) however, the minimum stress, in part 3 of the
wedge, is not the vertical stress, but the tangential stress, which is zero, or even less in
case of a cohesion, which causes even tension. Therefore, the maximum stress, which
is still the horizontal stress (perpendicular to the load), will also be far less. Due to this
cleaving failure mechanism, the bearing capacity of a circular load will be far less
than of a strip load, resulting in shape factors below “1”. In reality, for cohesive
materials, there will be radial cracks formed, which eliminate the tensile tangential
stresses and therefore increase the bearing capacity.
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13.2 Cohesion shape factor s,

The shape factor for circular (round) loads can be calculated with axial symmetric
calculations in Plaxis. Plaxis gives for displacement controlled calculations the
resulting load F, for 1 rad, or half a circular load. The circular cohesion shape factor

is therefore calculated by:
2F N, =(N, —1)cot
with: ( ‘ ) ¢

_ y
Sc;round [%EDJ(NCC) Nq _ C032 ¢ Kp _entangé

(13.3)

The shape factor for a circular footing (s, for B=L) on cohesive soil has been

plotted in Figure 13-4, for Meyerhof, De Beer and the outcome of the axial-symmetric
FEM calculations. The FEM results show that the currently used factors from
especially Meyerhof, but also De Beer, are too high, so unsafe.
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Figure 13-4. The circular cohesion shape factor.

Several publications, for example Zhu and Michalowski (2005), and Tapper et al.
(2015), show that the shape factors are related to \/% , and not to % This will be

adopted here. The shape factor used for the straight line in the figure is:

S, =1—(0.7—O.5tan¢)-\/§. (13.4)
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13.3 Surcharge shape factor s
The shape factor for a circular footing (s, for B =L) surrounded by a surcharge, has

been plotted in Figure 13-5, for Meyerhof, De Beer and also the outcome of the axial-
symmetric FEM calculations.
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Figure 13-5. The circular surcharge shape factor.

The results show that the currently used factors from especially Meyerhof, but also De
Beer, are too high, so unsafe. The shape factor used for the straight line is:

s, :l—[0.7—§tan¢j-\/% (13.5)

13.4 Soil-weight shape factor s,
The shape factor for a smooth circular footing (s, for B=L), on soil with an

effective weight, has been plotted in Figure 13-6, for Meyerhof, De Beer and also the
outcome of the axial-symmetric FEM calculations.

The results show that the currently used factors from especially Meyerhof, but also De
Beer, are again too high, so unsafe. The shape factor used for the straight line is:

s, =1—(0.6—exp(—%)-\/§ (13.6)
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Figure 13-6. The circular soil-weight shape factor.

13.5 Superposition of the shape factors

Figure 13-7 shows the results of a single combined calculation in which c=q = %y’D.

Since the failure mechanisms of the three parts (cohesion, surcharge and soil-weight)
are identical, superposition is allowed. The prediction based on the shape factors

presented in this chapter is good, while the classical equations overestimate the
results.
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Figure 13-7. The combined circular bearing capacity factors.
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14 Non-eccentric loading

Until now, nobody proposed correction factors for non-eccentric loading. The
common practice is to reduce the contact area of the foundation such that its centroid
coincides with that of the load, which means that, the area of the foundation outside
the effective area, is completely neglected.

The question is, if this reduction of the foundation area is an accurate method to
describe the reduction of the bearing capacity due to vertical non-eccentric loading.
Several people have performed finite element calculations of vertical and also inclined
non-eccentric loaded strip footings. There can still be some discussion about these
results, because Hjiaj et al (2004) based their results on the limit analysis, so the
words “dilatancy angle” were not mentioned in their article. Knudsen and Mortensen
(2016) and independently Khitas et al (2016) only found results for frictionless soil (
¢ =0). They found for frictionless soils that the error of the simplified method, with
the reduction of the foundation area, is limited to 5% percent, in case the eccentricity
is limited to: e/B < 0.30.

l

Figure 14-1. Effective or reduced foundation due to non-eccentric loading.

The failure mechanism, see Figure 14-2, is very different between non-eccentric and
eccentric loading, so one can expect a different force-displacement relation. The
force-displacement curve however, see Figure 14-3, remains remarkably very similar
indeed, having also forces at failure, which are only slightly influences by the
additional unloaded part of the plate.
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_ Figure 14-2. Failure mechanism for non-eccentric loading.
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Figure 14-3. Normalised force versus displacement.
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15 Inclined footing factors

In the German norms an even more rare case can be found, the reduction factor for the
case of an inclination of the footing itself (in German: Sohlneigungsbeiwert). This
relates to page 307 of the publication of Reissner.

Ny / /

al+)

el

Figure 15-1. Inclined footings.

According to the German norms the reduction factors are:
E ==& =% ($>0). (15.1)

It is unclear where these reduction factors come from, and moreover, it is very
suspicious that these factors are supposed to be all the same. Therefore, if one is ever
asked to design an inclined footing, which is unlikely, it is probably better not to use
these reduction factors, but to apply the solution of the inclined loads as given in
Chapter 12.
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16 Slope factors

It is rare to make a foundation at the edge of a slope, but even for such a case the
German norms proposes the following correction factors (in  German:
Gelandeneigungsbeiwert):

N.e™“ -1 :
Ao =——-— (¢>0), orundrained: 4, =1-04tanB (¢=0)
-
9
Jq=(1-tan B, (16.1)
4, =(1-05tan g)°,
with:
a =0.0349- g -tan ¢. (16.2)

The angles in these equations are all in degrees and to avoid slope failure: g <¢..

Figure 16-1. Footing near a long slope.

In the solution for the cohesion factor there is a mysterious jump around ¢ =0 and the
cohesion correction factor A, is even assumed to depend on the surcharge bearing
capacity factor N, . Since there is also no background information in the norms about

this solution, it is recommended not to use these factors.
It could be safer to perform a Bishop slip circle calculation in order to check the safety

factor of a foundation near a slope.
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17 Perforation factor

Tapper et al. (2015) published in their article about the “Undrained vertical bearing
capacity of perforated shallow foundations” something new: the perforation shape
factor. They wrote:

“Perforated shallow foundations are commonly used as mudmats to support subsea
infrastructure such as pipeline end manifolds and terminations. The perforations may
be included in the foundation design to allow water to escape during installation, or to
reduce uplift resistance on decommissioning. Perforated geometries, often involving a
single perforation, can also be efficient for larger gravity-based foundations.
However, perforations decrease the available foundation bearing area, which reduces
the capacity of the foundation during operation.”

The authors studied with centrifuge tests and numerical simulations the effect of the
perforation on the bearing capacity of a shallow foundation on cohesive material.

(a) Subsea foundations (b) Gravity-based
foundation
Figure 17-1. Perforated offshore foundation examples.
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Figure 17-2. Transition of failure mechanisms.

In the plots of their numerical simulations, one can recognise the Prandtl-wedges
(Figure 17-2).
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Figure 17-3. Square perforated footing capacity (d/B=0.2).
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V Pile tip bearing capacity
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18 Pile tip bearing capacity using Meyerhof

For the determination of the bearing capacity of the tip of a foundation pile very often
the general bearing capacity formula of Meyerhof is used. In this analysis the basic
parameters are the shear strength of the sand layer (characterised by its cohesion ¢ and
its friction angle ¢ ), and the weight of the soft layers, which are taken into account as
a surcharge q.

The maximum tip bearing capacity is determined analogously to the bearing capacity
of a shallow foundation, which is based on the Prandtl-wedge. This entails simply
using the 2-dimensional solution of a shallow foundation, multiplied with shape
factors for a 3-dimensional collapse, and simply disregarding the shear strength (but
not the weight) of the soil above the foundation plane, see Figure 18-1.

The first who applied the Prandtl-wedge for pile foundations were Keverling Buisman
(1935, 1940) and Meyerhof (1951), but they forgot about the shape factors, because
they were first published by Meyerhof in 1963.

Clay

| /" Foundation level

Figure 18-1. Siide plains under a pile, baséd on the Prandtl-wedge.

Figure 18-2 shows a figure published by Vesic (1967) and republished by Fang

(1990). It shows the bearing capacity factor for shallow round footings S ;.- N,

according to several researchers. The solution of the author (\VVan Baars, 2014), based
on this 3-dimensional Prandtl-wedge failure mechanism (see Figure 13-2), is added to
this figure. This solution can be approximated by:

Sq;round ) Nq = e2”tan¢ (181)
This solution is somewhat in the middle of the other results. The interesting point is
that this solution is close to the Berezantsev solution, because Fang (1990) writes: “Of
the values shown in the figure, that of Berezantsev et al (1961) is considered to be the
most reliable (Norland, 1963; Vesic, 1965; Tomlinson, 1977; Canadian Foundation
Engineering Manual (CFEM), 1978)”.
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Figure 18-2. Comparison of the surcharge shape factor for round loads
S -N, (By Vesic, 1967 and Fang, 1990).

g;round

The problem of such an approach is that there is in fact no real failure mechanism
possible all the way to the surface as it occurs with the Prandtl-wedge failure
mechanism for shallow foundations. So, the whole failure mechanism in the ground
higher than the pile tip is neglected. This can make this method conservative. On the
other hand this method neglects the failure mechanism occurring for the shallow
foundations, which is failure due to a tangential stress (hoop stress) going to zero.

If one uses the Meyerhof equation, with the shape factor and surcharge bearing
capacity factor for shallow foundations, to calculate the bearing capacity of a pile, and
not equation 18.1, then for certain a far too low bearing capacity will be found.

The reason why these methods are still used very often, is that the only better
alternative; the use of Cone Penetration Test (CPT) based methods, is not always
possible. Not in all cases CPT’s can be made, for example when the soil is too strong,
or when there are too many large stones in the soil.
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19 Pile tip bearing capacity using CPT-based
methods

In engineering practice a simpler, more practical and more reliable method has been
developed, on the basis of a Cone Penetration Test (CPT), considering this as a model
test (Boonstra, 1940).

The common assumption made here is that the failure mechanism around the pile tip
is a sort of Prandtl-wedge type failure. In this case, at a certain depth, the term of the
soil-weight in the Meyerhof equation can be neglected and the other two terms; the
cohesion term and the surcharge term, are independent of the width of the pile tip.
This would mean that the bearing capacity stress measured with the CPT test must be
the same as the bearing capacity stress of the much bigger pile.

The essence of this assumption is unfortunately not correct; the real failure
mechanism around the pile tip is not a Prandtl-wedge type of failure. According to
field tests on real piles the bearing capacity (the average stress below the pile tip)
depends on the size of the pile tip and is a little bit smaller for bigger piles. Therefore
the bearing capacity measured with the cone of the CPT (q.-value) must be reduced
before using it as bearing capacity for a real pile tip.
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Figure 19-1. Logaritmic spiral shape failure mechanism around a pile tip.
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Another point is that the thin CPT cone is far more sensitive for the discontinuities of
the subsoil as real piles. Therefore every CPT-based method needs a rule for
“smoothening” the discontinuities over a certain distance. The distance over which
this “smoothening” rule must be applied is, in case of the Koppejan’s method (Van
Mierlo & Koppejan, 1952), based on Zone 2 of the solution of the Prandtl-wedge, by
assuming a logarithmic spiral shaped failure mechanism around the pile tip, see
Figure 19-1. Because of this logarithmic spiral, the failure zone is, in the Koppejan’s
method, assumed to reach from 0,7 D¢q to 4 Dy below the pile tip, until 8 D, above
the pile tip.

A slip failure along this logarithmic spiral is however impossible; although the soil
below the level of the pile tip can rotate away from the pile, similarly as Zone 2 of the
Prandtl-wedge, the soil above the level of the pile tip cannot rotate towards the pile
and will not finally disappear in the pile.
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Figure 19-2. Global failure below pile tip in crushable sand.
(Picture from Kyushu University, Geotechnical Engineering Research Group)

Also laboratory model tests, see Figure 19-2, and numerical simulations show a global
failure zone and not a failure with a slip surface. Moreover, this zone is mostly below,
and not above, the level of the pile tip; from 7 D¢q below the pile tip, until 4 D, above
the pile tip for a fully elasto-plastic soil, see Figure 19-3.
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Figure 19-3. Numerical calculation of the failure zone around a pile tip.

This shows that it is not correct to assume a Prandtl-wedge type of failure mechanism
near the tip of a foundation pile, or to derive the smoothing zone from the shape of a
logarithmic spiral.
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20 Pile tip bearing capacity versus horizontal stress

According to Reissner, for a shallow foundation, the bearing capacity depends on the
vertical stresses. The assumption by Meyerhof, and others, that this also applies to pile
foundations, is probably incorrect. In Cone Penetration Tests, the shaft friction and the
cone resistance g, always show a similar pattern; in sand there is always a rather
constant ratio or friction number of f = 1%, see Figure 20-1. From this two
conclusions can be drawn.
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Figure 20-1. Cone penetration test in normally consolidated sand, showing shaft
friction, cone resistance and friction number (on the right).

First, the cone resistance cannot depend on the vertical stress, while the cone
resistance can decrease with depth (here between -6 and -8 m), while the vertical
stress always increases with depth.

Second, since the shaft friction 7 depends on the horizontal effective stress, more or
less like:

T =0, -tano, (20.1)
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the bearing capacity p does not depend on the vertical stress, but on the horizontal
stress (after the pile installation):

0=g _G,.tané
c h 1%

This suggests that the pile tip failure mechanism is related to a sort of cavity
expansion failure mechanism, probably controlled by the lowest (horizontal) stress,
and not like shallow foundations, to a Prandtl-wedge failure mechanism.

(20.2)

72



A

Appendices

73



21 Mohr-Coulomb and Rankine

The possible stresses in a soil are limited by the Mohr-Coulomb failure criterion.
Following Rankine (1857) this condition will be used in this chapter to determine
limiting values for the horizontal stresses, and for the lateral stress coefficient K.

The stress states in a soil can be limited, with a good approximation by the Mohr-
Coulomb failure criterion. This criterion is that the shear stresses on any plane are
limited by the condition

T <7, =C+otangy, (21.1)

where c is the cohesion, and ¢ is the angle of internal friction. The criterion can be
illustrated using Mohr’s circle, see Figure 21-1.

Tga

zz

Figure 21-1. Mohr-Coulomb I.

If it is assumed that o,, and o,, are principal stresses, and that o, is known (by the
weight of the load and the soil), it follows that the value of the horizontal stress o,

cannot be smaller than indicated by the small circle, and not larger than defined by the
large circle. The ratio between the minor and the major principal stress can be

determined by noting, see Figure 21-2, that the radius of Mohr’s circle is 3 (o, —03;),
and that the location of the centre is at a distance %(o;+o,) from the origin. It
follows that for a circle touching the envelope,

(01— 03)
1(o,+0,)+C-cotp’

sing =

so that
1-sin coS
O, Z—.¢01—20—.¢- (21.2)
1+sing 1+sing
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Radius: %(0'1—0'3)

Centre: %(0'1+O'3)

K - i(‘71_‘71)
c-cotg & sing = 2 -

c-cotg+1(o, +0;)

Figure 21-2. Mohr-Coulomb I1.

The two coefficients in this equation can be related by noting that

cos¢g _ J1-sin®¢ _ J@+sing)(L—sin @) :\/1—sin¢5

1+sing  1+sing 1+sing 1+sing
This means that equation (21.2) can be written as
: 1-sing
o =KO‘—2C~,K with: K, = .
3 a1 a a 1+Sin¢ (213)

Apart from the constant term ZcﬂjKa there appears to be a given ratio of the minor

and the major principal stress.
Formula (21.3) can be written in inverse form as
: 1+sing
a=Ka+2c,}K with: K = :
1 p'3 p P 1 sing (21.4)
The coefficients K, and K, which give the smallest and the largest ratio of the two
principal stresses (apart from a constant term), are denoted as the coefficients of active
earth pressure K, and passive earth pressure K,, respectively.
The angle between the shear surface and the smallest principle stress is according to
Figure 21-2:

O=37+59. (21.5)

And the angle between the shear surface and the largest principle stress is:

O=37—29. (21.6)
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22 N, simplification

In order to simplify the N_ equation, the following parameters must be defined first
(see Chapter 21):
0= %7[—%¢

1+sing 1
K = = = fK =coto
" 1-sing tan’@ P

_ . ztan g
N, =K, e

Also three equations (A, B and C) have to be derived from the following basic
equation, which can be found in any good Analysis book:

tan 260 = 2ta—r126’
1-tan“ 6
This basic equation can be rewritten to equation A:
1 =tan(;7—¢)= tanZG:ﬂ
tan ¢ 1-tan“ @
1-tan’@ =tang-2tand
1=tan’ @ +tang-2tan & (A)
1 2

=1+ -tan
tan® @ tan @ ¢

K, :1+2,/Kp -tan ¢

This equation A will be used later, but first it will be changed into equation B:
2K, =1+K +2,/Kp -tan ¢
2K, -2, /Kp tang =1+K,

2,/K, (K, —tang) =1+K, (B)
1+K,
2K, = F tan¢

tan +K -tan
2,/ -tang = 4 4

JK, - tan¢

This equation B will be substituted in equation A to find equation C:

B +tan¢+ K,tang
P JK, —tang
K 1+K, 1 (©)

p

tan ¢ \/_ tan ¢ tan ¢

This equation C will be needed later on.
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The simplification starts from the equation of N_ (Chapter 8):

N, =cotg+4e™™". tano +cotg(e™™? 1) - {1+ cotf- tan g}
1-tané-tang

_\/_+{e”tan¢ LFltan¢]+00t¢(emn¢_1)}{1+\/K_P'tan¢}
\/_ p7tang (1+F tan¢ 1+\/= tan¢} 1+K'tan¢
= +

f tan ¢ tan ¢ tan ¢
:eﬁtan¢'1+‘/ -tan ¢ 1+,/ tan¢ 1
,pr —tang tan¢
1+,/K -tan
:eﬁtan¢' p ¢+ ,Kp+i _L
‘/Kp—tanqﬁ tang | tang

— rtang 1+K 1

\jK_ tan ¢ tan ¢

:eﬁtangﬁ. Kp _ 1
tang ) tang

_ prtang
=€ K, -cotg—cotg
=(K, -e"™ -1)-cotg
In this way the equation for N_ can be rewritten to:

Nq — Kp 'eﬂtan¢
N, =(N,—1)cotg with: o _lesing 1
" 1-sing tan®*@

J— " L p {here equation C is implemented}
an

(22.1)
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23 Prandtl’s publication of 1920

Prandtl, L. (1920) “Uber die Hérte plastischer Kérper.” Nachrichten der Gesellschaft
der Wissenschaften zu Gottingen, Mathematisch.-physikalischen Klasse, 74-85.

With thanks to the owner of this document, the Niedersdchsische Staats- und
Universitéatsbibliothek Gottingen (SUB), Georg-August-Universitat
Gottingen, Germany.

78



Nachrichten

von der Koniglichen Gesellschaft
der Wissenschaften zu Gottingen

Mathematisch-physikalische Klasse
aus dem Jahre 1920

BERLIN
Weidmannsche Buchhandlung
1920

7

79



Uber die Hiirte plastischer Korper.

Yon

. " L. Prandt)y,

Vorgelegt in der Sitzung vom 18. Februar 1920. -~

1. Man verdankt Heinrich Hertz eine Theorie der Beriihrang
elastischer Korper. Hertz selbst leitet aus seiner Theorie ein Ma8
fiir die Hérte ab, indem er dafiir diejenige Druckspannung in der
Mitte der Druckfliche vorschligt, darch die die Elastizitﬁtsgrenze
fiberschritten wird. Wegen der Unmdglichkeit einer sichern Fest-
stellong dieser Grenzbelastung bei nicht spréden Kérpern hat man
sich Jedooh bei den praktischen Héirtemes der Technik daranf
geeinigt, bleibende Vertiefungen in das zu antersuchende Material
einzudriicken und die mittlere Drockspannung “in der Druckfliche
als HirtemaB zu nehmen. Bei der Brinell-Probe wird z. B. eine
gebiirtete Stahlkugel in das Material eingedriickt. Eine Theorie
des Spannungszustandes bei dieser bleibenden Forménderang ist
bisher nicht bekannt geworden. Im folgenden soll gezeigt werden,
daB eine solche Theorie fiir das entsprechende ebene Problem
unter gewissen vereinfachenden Voraussetzungen mdglich ist.

Der Begriff des plastischen Kdrpers soll hier weiter gefat
werden, als dies nach dem Vorgang von B. de St. Venant und
M. Lévy") sonst meist iiblich ist. Nach den Ansidtzen .dieser
Beiden soll in denjenigen Gebieten des Korpers, in denen die
Elastizititsgrenze tiberschritten ist, die gréfte Schubspannung einen
konstanten Wert C haben, oder, was dasselbe bedeutet, der Unter-
schied, zwischen der groften und kleinsten Hauptspannung soll

1) B.de St. Venant, Journal de Math. 16 (1871) 8.808 und 878. M. Lévy,
ebenda S. 369, vgl. auch Encykl, IV 81 (v. Kdrm4n) Nr. 16.
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Uber die Hirte plastischer Kdrper. 75

konstant = 2C sein. Haar und v. Kdrm4n !) unterscheiden hierbei
noch den ,halbplastischen® und den .vollplastischen“ Zustand, je
nach dem die dritte Hauptspannung irgend einen Wert zwischen
den beiden andern Hauptspannungen hat, oder nnt einer von diesen
beiden iibereinstimmt.

Hier soll eine etwas allgemeinere Bedingung fﬁr den plastischen
Zustand formuliert werden: Dieser Zustand sei dadurch charakte-
risierd, daB zwischen der kleinsten und der griften Hauptspan-
nung eine bestimmte Beziehung erfiillt ist. die wir im folgenden
der Einfachheit halber als linear annehmen werden, die aber anch
allgemeinerer Art sein kann. In dieser zuerst von O. Mohr?) in
etwas anderer #uBerer Form aufgestellten Hypothese ist der
»opezielle plastische Kirper“ von de Saint-Venant, wie man sicht,
als Sonderfall mit enthalten. Sic umtaBt aber auch solche hiiutig
vorkommenden Fiille, in denen die Grenz-Schubspannung durch all-
seitigen Druck erhtht wird. Der Grenzfall, da8 ohne einen all-
seitigen Druck diese Grenzschubspannung gleich Null ist, fiihrt
mit linearem Ansatz auf die tibliche Erddrucktheorie.

Wir nehmen also an, daB iiberall dort, wo der Unterschied
der kleinsten und der griBten Hauptspannung kleiner ist, als der
aus der erwilhnten Beziehung folgende Wert, elastisches Verhulten
vorbanden ist, und daf andererseits iiberall, wo die Elastizitiits-
grenze fiberschritten ist, unabhiingig von der Grife der Form-
énderong unsere Beziehung zwischen den éuferen Hauptspannungen
erfillt wird. Dabei miissen die Haoptachsen des Ellipsoids der
Debnungsgeschwindigkeiten mit denen des Spannungsellipsoids der
Richtung nach fibereinstimmen und die Vorzeichen der Differenzen
der eéinzelnem Hauptdebnungen die gleichen sein wie die der Diffe-
renzen der entsprechenden Spannungen.

Wegen der Voraussetzung des ebenen Problems sind die Deh-
nungen nach der zur Ebenc senkrechten Richtung gleich Null,
woraus sich unmittelbar ergibt, da hier der .halbplustische* Zu-
stand vorbanden ist mit der mittleren Hauptspannung senkrecht
zur Ebene des Problems.

Da die elastischen Formiinderungen fiir gedrnngene Stiicke
aus den ftiblichen technischen Baustoffen sehr klein sind und die
plastischen Forméinderungen sie in vielen Fiillen weit iiberwiegen,
kann man sich die Aufgabe fiir die erste Niherang noch dadurch

1) Gottinger Nachr. 1909 S. 204,

2) Otto Mohr, Ziviling. 1882, 8. 113; Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1900.
B. 1524 ; Ges. Abhardl., Berlin 1906, 8. 204 u. f., siehe auch Encyk). 1V 81 (v. Kdrmdn)
Nr. 10.
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vereinfachen, daB man die elastischen Forménderungswege ﬁ'b“'
hsupt vernachliissigt. Gleichzeitig wird man dann aoch das plastische
Gebiet als unzusammendriickbar behandeln. Die Bewegungen 1
plastischen Gebiet werden dabei auch noch als klein angeseben.
Man hat daher die Aufgabe zu ldsen, eine solche Abgrenzang fie“
plastischen Gebiets gegen den #brigen Kérper za finden, daf diese
Grenze starr bleibt, wihrend zugleich an den iibrigen Gremzen
die jeweils vorgegebenen Bedingangen erfiillt werden. Darch die
Annahme der starren Begrenzung wird die Aufgabe dabei sehr
wesentlich erleichtert.

Nach der Betrachtung von O. Mohr findet in einem Korper,
der unserer Bedinguag geniigt, ein Gleiten des Materials lings
zweier Scharen von Flichen statt, die um einen durch den Zustand
bestimmmten Winkel « gegen::dis- Richtung der -grifiten Druck-
spannung (kleinster Zngspannung) geneigt sind, und die die Richtung
der mittleren Hauptspannang in sich enthalten. Im Falle der li-
nearen Beziehung ist der Winkel « eine Materialkonstante. Kine
einfache Uberlegang lebrt, daB unsere starre Grenze eine Gleit-
fliche sein muB.

2. Es sei nun ein Gleitvorgang gesucht, bei dem darch Druck
von auBen ein Gebiet AB der ebemen freien Oberfliche (Fig. 1)
nach innen gedréingt wird. Die Nachbargebiete links und rechts
davon werden dann entsprechend aus der Oberfliiche hervorquellen.
Die nihere Untersuchung zeigt, daB diese Lisung durch die -in
Fig. 1 dargestellte Gebietseinteilung gefunden ist: In dem Dreieck

B

G
VA7, I o ”
g - ] 2, : T G oy ‘ * - L -L:-‘:;Qmi ~

o e OO & (%, ".,#..-

Figur 1.

AB = belastetes Gebiet, FDCEG Grenze des plastischen Gebiots gegen das

elastische; in der linken Hailfte des plutisch?n Gebiets sind die Spannungs:

trajektorien, in der rechten Hilfte die »Stromligien* der plastischen Verschiebung
‘ angegeben.

;130 herrscht gleichfdrmiger Spann_ungaznstand, senkrecht der
gegebene groBe Druck, wagerecht ein efwas geringerer Gegen-

druck. Gleichfdrmiger Spannungszustand berrscht auch in den
Dreiecken ADF und BEG. Hier ist der senkrechte Drack gleich
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Null, der wagerechte, wie leicht ersichtlich, gleich der gewdhn-
lichen Druckfestigkeit. Zwischen den ersteren und den beiden
letzteren Dreiecken liegen die sektorartigen Stiicke 4CD und BCE.
Wenn der Nachweis gelingt, daB ein Zustand, in dem auf jeden
von A bezw. B ausstrahlenden Radius ein homogener Spannungs-
zustand herrscht, zu einem mit der Bedingung des plastischen Zu-
standes vertriiglichen Gleichgewicht fiihrt, dann lassen sich die
»Sektoren® ACD und BCE mit stetigem Ubergang der Span-
nungen an die Dreiecke anschlieBen und dadurch die Bedingungen
der Aufgabe vollstindig erfiillen. Die nachfolgenden Rechnungen
werden diesen Nachweis erbringen. . Zugleich ergibt sich, daB in den
beiden Sektoren die Radien Gleitlinien sind, woraus unmittelbar
folgt, daB — im Fall der linearen Beziehung — die Kurven CD
und CF, die das andere System von Gleitlinien darstellen, das das
erste unter dem Winkel 2« schneidet, logarithmische Spiralen sind.
Die Spannung in der Druckfliche wird sich in Ubereinstimmung
mit der Erfahrung als wesentlich gréBer als die Druckfestigkeit
ergeben.

3. Die Durchfithrung der Rechnung gestaltet sich folgender-
mafen:
Die Beziehung zwischen der gréBten Hauptspannung ¢, und
der kleinsten Hauptspannung (gréften Druckspannung) 6, mag im
Fall der Linearitit in der Form geschrieben werden

o, + 0,

- e (1)
Hierbei stellt die linke Seite die griBte Schubspannung dar, die
zum Spanmungszustand o,, o, gehdrt; diese zeigt sich hier also als
lineare Funktion des Mittelwerts von ¢, und o,

Trigt man nach dem Vorschlag von O. Mohr die auf den
in den verschiedensten Orientierungen gezogenen Schnittflichen
wirkenden Schubspannungen ¢ als Ordinaten zu den zugehdrigen
Normalspannungen ¢ als Abszissen auf, so sind alle Spannungs-
zustiinde durch Punkte eines Gebietes dargestellt, daB nach aunfen

6,—0d,,

= G-—-{c

durch einen Kreis vom Durchmesser ¢, — ¢, mit dem Mittelpunkt'

anf der o-Achse begrenzt ist. Die Gleichung (1) liefert als En-
veloppe der Spannungskreise einet Gerade, die den Abstand C vom
Nullpunkj hat und die Achse bei 6 = C/k trifft, vgl. Fig. 2. Im
allgemeinen Fall einer nichtlinearen Beziehung anstelle von GI. (1)
ist die Enveloppe eine Kurve.

Die Schoittflichen, deren Spannangszustinde durch Punkte des
Grenzkreises dargestellt werden, enthalten sdmtlich die Richtung
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der mittleren Hauptspannung in sich. Der Beriihrpunkt zwischen
Kreis und Enveloppe ist dabei den Gleitflichen zageordnet (0. Mohr
a. a.0.). Das Lot aus dem Punkte %_‘_!_ anf die Enveloppe liefert

hiermit den doppelten Gleitfichenwinkel «, da allgemein die Radien

e
(i
4‘%;'—0}—-"% il

: Figur 2. .
dés Spantiungskréises den’ doppolten Winkel init der o-Aches &in:
schlieBen, wie die entsprechenden Schmittflichen mit der o,-Achse.
GemidB Fig. 2 ist im linearen Fall

k = sind == cos2a. (2)

Die Spannungskomponenten auf der Gleitfliiche werden nach Fig. 2:
, _ G, +0, 6—6, .

¢ = ‘; g 5 8in 4, (3a)

¢ = 5% cons. (81)

Sind nicht die Hauptspannungen o, und ¢, unmittelbar gegeben,
sondern ein allgemeiner ebener Spannungszustand, so bat man die
Gleichungen

g, + 0, e °’+.EL- 0, —09, zv o.—a,\
! 2 (—2—L)+t’ ©)

2 2

Aus GL (1) wird somit jetzt die Gleichung
. S SR ;'_;‘h’\,%'\..:f‘f}.\l R el R S

‘/(‘ﬁq.)".f.g"-lﬁ\irtf‘“ ; "aﬂ f. | ', J- .z;)

als Bedingung fiir den plastischen Zustand erhalten.
Fiihrt man durch die Beziehungen

'F o'F o'F
T AT ET T Ty

eine Spannungsfanktion F (,Airysche Fanktion®) ein, so entsteht
aus Gl. (5) eine Differentialgleichung 2. Ordnung, die, da immer
k<1 ist, vom hyperbolischen Typus ist. Durch diesen Umstand
ist die Moglichkeit, die Liosung aus einzelnen Flicken zusammen-
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zusetzen, mathematisch begriindet. Die Charakteristiken der Diffe-
rentialgleichung sind unsere Gleitlinien; die einzelnen Flicken sind
daber immer von Gleitlinien begrenzt.

4. Fir die sektorartigen Gebiete ACD und BCE ist nun ein
der Gl (5) gentigender Spannungszustand zu finden, der auf den
Grenzradien konstante aber verschiedene Spannung ergibt. Es
liegt nahbe, diese Eigenschaft von allen Radien zu verlangen. Fiihrt
man zur Feststellung des inneren Gleichgewichtes eine Spannungs-
fanktion “F' ein, so muBf diese in Polarkoordinaten somit die Gestalt

'.l
F=<5f (6)
haben. Die Spannungen o, (radial), o, (tangential und * werden
hiermit
1 F 1 0F

St~ e el #
a'r d (1 oF
Ll = s 7=—3;(7§;)=-if'-
Gl (6) liefert also fiir £ die Differentialgleichung:
VARG +f) = C. )
Eine Lisung von Gl. (8) ist
. f = Clk+ A4, ©)
wobei § der Gleichung
(G +1)+r(F+1)=0 (10)

gentigen muB. Ein Wertepaar dieser Gleichung vierten Grades
ist f = *2i; die zugehtrige Lisung f{¢) = C,cos2¢+C,sin2¢p
stellt einen gewdhnlichen homogenen Spannungszustand dar und
nicht den hier gesuchten. Nach Division von Gl. 10 durch

—:-+1 ergibt sich das zweite Wertepaar zu

4
2k
= — — = % 2{gd. 11
o - tg (a1
Fiir den Sonderfall k = 0 (spezieller plastischer Kirper) wird
B = 0, wodarch Gl (9) die unbestimmte Form co—oco annimmt.
Ein sehr einfacher Grenziibergang ergibt hier die Ldsung

f = = 2Cqp+ const. (9a)
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Bildet man nun — fiir den allgemeinen Fall — mittels der Glei-

chungen (7) die Ausdriicke fir ,, g, und ¥, 50 lassen sich daraus

mittels der Beziehungen (4) die Haoptspabnangen ermitteln. Es
wird fir das +-Zeichen in GI. (11)

4 c A.c”mf_

S RTEED

wobei zu beachten ist, daB A immer negativ ist. Fiir den spe-

ziellen plastischen Korper wird :

(12)

0y = C(2¢ * 1)+ const.

Durch die Ubereinsﬁmmung der Werte von o, und ¢ mit den aus
(12) und (8a) bezw. 3b) berechneten Werten von ¢’ und ¢ ergibt
sich, daB die radialen Flichew-des Selkbors in der Tat GleitHfichén
gind. Hiermit ergibt sich sofort aus dext in den Dreiecksgebieten
berrschenden Spannungszustiinden (Hauptspannungen senkrecht nnd
parallel zar Oberfliche), da8 die Winkel FAD und ACO, und die
zu ihnen symmetrischen, Gleitwinkel, also = « sind. Damit folgt
somit auch, daB 3C CAD und 3 CBE rechte Winkel sind.

Setzt man nun an, daf in dem Dreieck ADF, und damit also
auch auf den Radins 4D des Sektors ADC o, = 0 und hiermit

gemi8 GL. (1) o, = -i’-"f—k (= gew. Druckfestigkeit) ist, so wird

nach leichter Rechnung fiir den um = gegen AD verdrehten

3
Radius AC:
6, = —5- ("0 _y) (138)

und

- AL C (L+k. a -
UL amoplapdthal o oy

‘ TR | '.".-z,JL;\-:.;- e A% ARI e - o 2l
Diese Spannungen herrschen nber dgﬁ:nlﬁig in dem ganzen
Dreieck ABC. Der Ausdruck (13b) gibt also die Druckspannung
der Oberfliche zwischen 4 und B an, ist daher das gesuchte

Hirtemas.

Fiihrt man in (138b) die gewthnliche Druckfestigkeit = 0; = ig—ik
ein, .80_ergibt sich fir die ,plastische Hirte® die Formel:
. * R
i g’%((l-}-k)cal-ii—(l—k)). (14)



Uber die Harte plastischer Korper. 81

Fiir den speziellen plastischen Korper erhilt man durch die-
selben Uberlegungen im Anschlof an Gl (98) oder auch darch
Grenziibergang ans Gl. (14):

- a,.(1 +§). (148)

Ist & von Null verschieden, wie es z. B. bei Gemengen von harten
EKdrnern mit einem plastischen Bindemittel vorkommt, bei denen
neben den plastischen Bewegungen des Bindemittels anch die Rei-
bung der harten Kdrner an einander eine Rolle spielt, so steigt
das Verbiltnis o,:0; mit wachsendem % stark an (vgl. die Tabelle
am SchluB der Arbeit).

Anmerkangen:

1) Die vorstehenden Uberlegungen lassen sich unmittelbar anch
auf die Festigkeit einer abgestumpften Schneide vom Keilwinkel
@ anwenden (anstelle von Fig. 1 ist eine Figur zu setzen, bei der
der Linienzug FABG an den Stellen 4 und 5 geknickt ist, und
bei dem die Linien A und BG den Winkel & wit einander bilden).
Die Schneidenfesti%:(eit wird, wie unschwer zu erkennen ist, ge-
wonnen, wenn in Gl (14) & an die Stelle von = gesetzt wird.

2) Wirkt der Stempeldruck nicht senkrecht zur Oberfliiche
bezw. bei der abgestumpften Schneide von Anm. 1) nicht in der
Winkelhalbierenden, sondern irgendwie schriig, so wird das Dreieck
ABC (Fig. 1) ebenfalls schridg, und zwar so, dall die Winkelhal-
bierende des Winkels ACZ in der Kraftrichtung verbleibt. Dadurch
wiirden die beiden Scktoren verschiedene Winkel aufweisen, also
auch verschiedene Spannungen o, und o, fiir die Linien AC und
BC ergeben. Das 1st wegen des Gleichgewichts in ABC nicht
moglich, vielmehr ergibt sich, daB nur in dem Sektor mit dem
kleineren Winkel und dem anschlieBenden Dreieck der plastische
Zustand eintritt, auf der andern Seite von ABC dagegen die Ela-
stizititsgrenze nichbt tiberschritten wird. Die Formédnderung voll-
zieht sich hier ganz ecinseitig.

8) Wenn dic Bedingung des plastischen Zustandes nicht die
Form von Gl (1) hat, sondern die Enveloppe der Figur 2 gekriimmt
ist, so gelten die Entwicklungen des vorstehenden Absatzes immer
noch fiir Sektoren von infinitesimalem Winkel, denn aunf jedem
Radius ist ja der Spannungszastand und daher auch die Grdfe £
konstant. Man erhilt z. B. durch Differenzieren von (12):

do ke, —~C
=L = 2(0,— Clk)tgd = 2. =2

Nun ld8t sich aber jederzeit fiir ein bestimmtes Plastizititsgesetz
k als Funktion von o, darstellen, so daB sich der Winkel des

Sektors, der jetzt = =+ & — aa ist (s Gleitwinkel fiir die Hirte-

Bgl Ges. & Wise. Nachnchten. Math.-phys. Klssse, 1920. Hoft 1. 6
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spannung, «; Gleitwinkel fiir die Druckfestigkeit) durch eine Qua-
dratur ergibt. Anstelle von (14) tritt also jetzt die Beziehung

*WI-E
j:m'd‘: = x+2 (e — ) (14b)

5. Es bleiben noch die Bewegungen des plastischen Kirpers
unter der Wirkung des Stempels za kliren. Nimmt man den
Stempel als starr an, und seine Oberfliche als geniigend ranh, um
Gleitung zu verhindern, dann werden beim Tieferdringen des
Stempels die einmal mit ihm in Berfibrang gelangten Oberflichen-
teile des plastischen Korpers sich parallel und gleichférmig nach
unten weiter bewegen, was zur Folge bat, da8 das Gebiet ABC
in Fig. 1 sich wie ein starrer Kdrper bewegt. Eine infinitesi-
male Bewegung dieser- Art erweagt, ‘wihe' sine niihore Betrachtung
lehrt, in den Sektoren Verschiebungen in der Richtung der Tan-
gente an die logarithmischen Spiralen, wobei die Verschiebungen
auf jedem einzelnen Radius konstant und, wegen der Volumbestén-
digkeit, der Liinge des Radius umgekehrt proportional ist. Die
Anubendreiecke werden dadurch wie starre Korper lings der Linien
DF und EG hinaus geschoben. Die zur Oberfliche lotrechte Kom-
ponente dv dieser Verschiebung verhdlt sich wegen der Konti-
nuitét zu der Stempelverschiebung ds umgekehrt wie 4F zu OA.

k4
——tgd
Da 0A: AC =sgine, AD: AF = 1/2c08c und AC: AD =¢ ts

ist (logarithmische Spirale mit dem Neigangswinkel %—2¢ =4,
vgl. Fig. 2), so wird
£ 4 tgd 1 k kg
K -7 VEE T
55 = ttgace ~=3Y TER",

k
1—k? (15)

<.

¥
o, »

(wegen cos2x = sind = %, Gl - .

Fiir endliche Beweguugen s Wobl gt béachten, daB wihrend'
des Weiterdringens des Stempels die Breite 4B des gepreBten
Streifens fortwihrend zunimmt und somit die Feldergrenzen der
Figur 1 sich dauvernd verschieben. Dabei stellt sich dem Ein-
dringen das vorher herausgequollene Material entgegen, so daf die
Breite AB fiir einen bestimmten Weg s gréfer aunsfillt, als sich
aus der elementaren geometrischen Betrachtung ergeben wiirde.
Die Gestalt der durch einen Stempelweg s bei einem Abrundungs-
radius » des Stempels eintretenden Verlagerung der Oberfliche
1é8t sich wie folgt berechnen.
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Da alle Forminderungswege als klein gegen den Radius » an-
gesehen werden, und also auch nur kleine Neigungen gegen die
urspriingliche Oberfliche vorkommen, kinnen die Wirkangen der
tangentialen Verschiebungen # aof die Oberflichengestalt gegen
die der Verschiebungen v (senkrecht zar Oberfliche) vernachlissigt
werden. Es wird daher hier nur v berechnet. Die Gleichung der
Stempeloberfliche sei y == z'/2r, worauns sich (vgl. Fig. 3) fiir die
Verschiebung der Oberfliiche des plastischen Korpers innerhalb der
Btrecke AB mit s — Stempelweg ergibt
(16) v = 2'/2r—s.

Figur 8 (Zeichnung stark fiberhSht!)
Wird mit 2, die derzeitige Ldnge der Strecke OA bezeichnet,

go ist AF = iz mit

P4 k
1 _ o\/I%E 2 ViR
(17) 1=.3;-—2\/1_ke :
as

Damn ist fir 2 > (A+1)z,: v = 0.
é.“m @& <z < (A+41)z, ist daher unter Beriicksichtigung von
- (18)

(18) v=L(—5) = (s—9)N

zu setzen, wobei s’ die Stempelverschiebung ist, bei der die Hebung
der Stelle z gerade begann, bei der somit die Druckfliche den

Halbmesser #' == ﬁl— hatte.

Aus Gl (16) folgt flir die zn z = #, gehdrige Verschiebung
v, (vgl. Fig. 3)
(19). . s4v, = z3/2r.
Wir. vermuten, da das Zahlenverhiiltnis von s und v, unveridnder-
Lich_ist and setzen

@0)" - § = paxyf2r,
ebenso
(21) § = p2'/2r(A+1).
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Die Gleich 9) und (20) und die auf z = z, angewandten
Gleichungen (1;8:(10(2)1) reichen nor gend. e &os, um nach Fort-
schaffung von s, & und z}/2r eine Bez!ehnng. zwischen p und 2
allein herszastellen, womit unsere Annahme, die zo Gl. (20) fibrte,
bewiesen ist. Es wird

L(A+1)

(22) , = (1_(',.1)'_1

und hiermit unter Benfitzang von (18) und (21):
’ 1

@) Sl T

fiir 2, < # < (A+1)z,, wobei gemiif (20) z, = W—ﬂ_lt:iﬂ;
Anntherung also ein affines Abbild derwwm Ver-
hiltnis (2+1):1 vergrdBerter Abszisse und im Verhiiltnis 1:1 ver-
kleinerter Ordinate. Diese Bezichang scheint flir symmetrische
Stempelprofile mit flacher und mit Ausnabme der Stelle z = 0
nirgends das Vorzeichen wechselnder Neigung allgemein zu gelten.

Die hdchste Erhebung am Rand des Eindruckes wird in an-
serm Beispiel wegen GL (1Y) und (20)

v - 2
(24) v, -(l—p)-;z— —3-1—;-&- s-—(-‘%;.—.

Anmerkung:

Erfolgt die Stempelbewe nicht senkrecht, sondern schriig,
8o wird die Erhebung zu beiden Seiten des Stempels ungleich hoch,
withrend die K:aft in erster Ordnung ungeiéindert ihre senkrechte
Richtung beibehilt; erst wenn die éhrﬁge der Verschiebung den

Gloi.twinkel « fiberschreitet und die Erhebang aaf der einen Seite
vdll;f ausbleibt, ergeben sich achriige ftrichtangen, vgl. Anm. 2
zu Nr. 4 R T A .
Tabelle. '
i « k o, /og i M v;/e
® | 45° 0 2671 | 2000 | 0,6928 | 04445

100 | 40° | 01786 | 8499 | 8144 | 07695 | 02995
2° | 86° | 08420 | 5104 | 5059 | 08887 | 0,1923
30° | 80° | 05000 | 8701 | 8579 | 08066 | 0,1158
400 | 26° | 06428 | 17,558 | 16,924 | 0,9413 | 0,0624
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Zusammenfassung.

Fiiv Stoffe, die bei Uberschreitung der Elastizititsgrenze ein
plastisches Verhalten aufweisen, das durch eine lineare Beziehung
zwischen der griften und kleinsten Hauptspannung gekennzeichnet
wird, wird der Spannungszustand beim Eindringen eines harten
Korpers im ebenen Problem angegeben, ebenso der zagehdrige
Formiinderungszustand. Einige Erweiterungen werden in Anmer-

kungen zugefiigt.
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24 Reissner’s publication of 1924

Reissner, H. (1924) “Zum Erddruckproblem.” Proc., 1st Int. Congress for Applied
Mechanics, C. B. Biezeno and J. M. Burgers, eds., Delft, The Netherlands, 295-311.
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Zum Erddruckproblem
von H. REISSNER, Charlottenburg-Berlin.

Die erste Grundaufgabe der Erddrucktheorie besteht in der Ermittlung der Spannungs-
zustinde des Grenggleichgewichts im kohésionslosen, schweren Erdkérper. Diese Grundauf-
gabe ist bisher nur in zwei Fillen geldst worden, nimlich von RANKINE fur den Spannungs-
zustand des seitlich unbegrenzten, parallel zur Oberfliche gleichmissigen Erdkérpers und von
KOTTER fiir den unendlich langen und den kreisférmigen Spalt. Der im allgemeinen wesent-
liche Einfluss des Eigengewichts erschwert die Auffindung der Spannungszustinde ganz ausser-
ordentlich, dagegen ist die Ermittlung von Spannungszustinden infolge von Oberflichenkriften
allein einfacher und von BOUSSINESQ fir verschicdene Oberflichenbedingungen durchgefihrt
worden. Auch die PRANDTL’schen, HENCKY'schen und E. SCHMIDT'schen Losungen fur den
allgemein und speziell plastischen, gewichtslosen Kérper gehoren in die Kategorie'dieser letzteren
Aufgabenstellung,

In den folgenden Betrachtungen soll die oben gestellte Aufgabe fiir das edese Problem
auf mehrere Arten vollstindig formuliert und die bisherigen nebst einigen neuen Losungen
im Zusammenhange diskutiert werden.

Der Grenzzustand des Reibungsgleichgewichts an einem Punkte eines Erdkorpers wird
erreicht, wenn in einem Flichenelement die resultierende Spannung p grade den Reibungs-
winkel g mit der Flichennormalen, in allen andern Flichenelementen aber einen kleineren
Winkel einschliesst. Mit Hilfe der Hauptspannungen «; = 75y => 0 druckt sich diese Bedingung
SO aus:

1+ sinp

T; = &;r e e e e e e e e e e (l}

oder mit Hilfe der gewshnlichen Spannungskomponenten ¢,, 7,, 7:

ff.r"-’-fn]z (7. — a2 + 47° . 4
S ) = A = in B ¥
(ffr ~+ 7 (e, + 0,)° f (1a)
wo alle Spannungen Druckspannungen sein miissen, und die dritte Hauptspannung o ihrer
Grosse nach zwischen den beiden massgebenden Hauptspannungen liegen soll.

An zwei Flichenelementen, den sogenannten (rleitflicheneiementen, wird grade der Rei-

bungswinkel ¢ zwischen resultierender Spannung p und Flichennormale eingeschlossen und sie

bilden mit den Flichenelementen der Hauptspannungsrichtungen die Winkel %_ % bezw,

Er}-%, sodass die Hauptspannungsrichtungen die Winkel zwischen den Gleitflichen hal-

bieren (Abb. I).
Die resultierende Spannung # an den Gleitflichen hat den Wert:

k3 -] cos g
PI’!’&'(I—;)E’!I_F:;J- R

93



206 H. REISSNER,

H .
vlp —
__.\{H’é s
X

—d-.f-;—-r ///+;\\\ v
Ak L
_
[
Abb. 1.

Der Winkel z der Hauptspannungstrajektorien mit der Y- bezw. V-Achse, ist gegeben durch:
2T

E— -
Ty —— 7y

I 2 =

(3)
und der Winkel & der einen Schaar von Gleitlinien mit der X-Achse nach Abb, 1 durch:

8= £ 2% —coty
g2 = I—|—¢g’2cxca.rp <)
L. Die Airy’sche Funktion als Ausgangspunkt.
Allgemeines.

Es moge zunichst der Grenzzustand bezogen auf kartesische Koordinaten mit Hilfe der
\ AIRY’schen Spannungsfunktion untersucht werden.
4 Die Gleichgewichtsbedingungen (vergl. Abb, 2):

27, ér 8t a7,
iz @—-Of ;;;;—Fay:—?’- (4)

(¥ = spezifisches Gewicht des Erdkérpers), werden
von einer Spannungsfunktion z befriedigt, wenn
man — mit den in der Theoric der partiellen

Differentia]glcichungcn ublichen Bezeichnungen b
T ! (i) g, 7, 5, &, fir die AhIeituugen erster und zweiter

Oz

Ordnung von # — ansetst:

"_'T:"' 4 _-—_'h“_"—"_"—?“’"‘ Ty == £, Ty =¥r—19y, Te=—4,
i Oy Die Funktion z selbst genigt nach Glei-

Abb, a. chung (14) die partielle Diﬂ'eremialglcichung:
FEb ==t —ryttpainty gm0 . oo (3)

Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung legt es nahe nach
den sogenannten Charakieristiben sweiler Art und ihrer Bezichung zu den Gleitlinien zu
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bedeuten. Diese Oberflichenspannungen pflanzen sich lings der beiden Schaaren von Gleit-
linien, d. h. unter den Winkeln 4 (ﬁ — ;) zur Y-Achse nach vorwirts und riickwirts un-

verindert und sich iberlagernd fort.

Die fingierte Belastung der ideellen Fortsetzung der Gelindeoberfliche.

Die Oberfliche sollte nun allerdings unbelastet sein, sodass also fiir ein seitlich unbegrenztes
Gelinde der RANKINE'sche Spannungszustand leine Nachbarldsungen zuldsst. Ist jedoch eine z. B,
senkrechte Wand angenommen, so gilt diese Grenzbedingung nur fiir den wirklich vorhandenen
Teil des Erdreichs, wihrend hinter der Wand eine Fortsetzung des Erdreichs fingiert werden
kann, und die Oberfliche dieses fingierten Bereiches beliebig belastet gedacht werden darf,
und zwar so, dass sogar die im Erdreich sonst unzuldssigen Zugspannungen auftreten dirfen,
wenn nur in dem als wirklich vorausgesetzten Bereich keine Zugspannungen vorkommen. Ferner
miissen sich langs der Gleitlinie, welche sich von der Mauerkrone aus in das Innere des
wirklichen Erdkérpers erstreckt, die Spannungen stetig an diejenigen des ungestérten Erdkérpers
anschliessen, d.h. die Belastungsfliche muss an der Mauerkrone mit der Oberflichenbelastung
Null beginnen,

Nachbarzustinde Fonnen alse nur in dem Bereich zwischen dev von der Wandoberkante
ausgehenden, fallenden Gleitlinie (Linie 3 in Abb. 3) und der Wand auftreten ; wie wir spiter
sehen werden, &riimmen sicl dovt dic Gleititnien devarl, dass sie wmit stetiger Tangente und Kviim-
mung in die graden Gleitlinien ausserkall des Stivungsbeveichs dilergefen.

Beschrinkt man sich auf genitigend nahe zum urspriinglichen Zustand benachbarte
Spannungszustinde, dann besteht die durch die Losung der Gleichung (8) gegebene Variation
des Spannungszustandes in einer Ueberlagerung einer beliebigen Zusatzspannung ', o', =
::-3— 7, und 7 = —;- &, welche nur die Bedingungen zu erfiillen hat, dass sie sich erstens langs
jeder der Gleitlinicn, welche von der fingierten Oberfliche durch die Wand in das Innere des
wirklichen Erdkorpers laufen, ungeindert fortpflanzt und zweitens auf der hochsten wvon der
Mauerkrone ausgehenden Gleitlinie Null wird,

Man erkennt nun leicht, dass wenn die Wand als vollkommen glatt betrachtet wird,
die Schubspannung  Null bleiben muss, und dass deshalb auch die mit ihr zwangliufig ver-
knupften Normalspannungen o', und ¢, Null bleiben, sodass man den Satz aussprechen darf:

Fiir seitlich unbegrenztes wagerechies Gelinde und fiir wagerechtes Gelinde und senk-
rechte glatte Wand gibt es in der Nachbarschaft des RANKINE'schen Spannungszustandes der
ebenen Gleitflichen keinen anderen widerspruciisfreien Spannungssustand.

Schreibt man dagegen der Wand Rauhigkeit zu, dann ergibt die obige Losung unend-
lich viele benachbarte, widerspruchsfreie, im Grenzgleichgewicht befindliche Spannungszustinde.
Zu Widerspruchen gelangt man bei Vernachlissigung der quadratischen Glieder nur, wenn
man gemiss einem wichtigen Untersuchungsziel der Erddrucktheerie nach dem kleinsten fiir
ravhe Wand moglichen Erddruck fragt, weil dieses Minimum Zusatzspannungen verlangt, dic
in dem oben angegebenen Sinne nicht mehr klein sind.

Diese Frage nach demi Minimum verlangt also die Bertucksichtigung der in », # und ¢
quadratischen Glieder.

Man kann diese Glieder als Storungsfunktion ansehen und kann — nach dem RIEMANN'-
schen Integrationsverfahren fir die durch dussere Krifte belastete Saite — die Gleichung
(5a) in eine Integralgleichung verwandeln.
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Die Gesamtspannung normal zur Wand ergibt sich also im Falle des Wanddruck-
minimums der ersten Niherung zu:

1+ sinp

L 25in,

Fo = Orp = Ty == 049

Far den gesamten Wanddruck bis zur Tiefe % findet man:

. I 4 simp . . °
E= K T2 ;”":.F = 0,730 £, fir ; = 3¢°

At cos g
wo: F =y —

— 3 den RANKINE'schen Erddruck bedeutet.
2 {1+ siu g

Man beachte, dass hierbei gekrimmte Gleitfschen innerhalb des friher definierten
Storungsprismas entstehen und dass die Couroms'sche Theorie, welche bei ravher Wand filsch-
lich grade Gleitflichen beibehalt, bekanntlich den Wert: )

Ei'vm'-omﬂ =¥ E '__C'gsils.—. = Eﬂ- (_I_iiz_ﬂe_)zj
2 (14 V2 sin 2 14+ V2sin s

und fir 7 = 30% Fpppums = 0,778. £ liefert,

Allerdings darf nicht tbersehen werden, dass die Bedingung des Grenzgleichgewichts
an allen Punkten mit Ausnahme der Oberfliche nur bis auf lineare Glieder erfullt ist,

Um den Fehler der Vernachldssigung der quadratischen Glieder zu verkleinern, werde
nun die zweite Niherung wie folgt eingefiihrt:

In den durch Gleichung (5d) gegebenen Wert von y werde der aus der oben berech-
neten Zusatzspannung s, entnommene Wert von ¥ eingesetat. Es wird :

2 sin g x sin g
’ﬂ|='711_;;=_3?'.“1_—t~“"“—-"‘ 2Y o
a 14 2sinp & V- 2sin;

Das in der zweiten Niherungslésung auftretende Flﬂchenintegral% f f % df (Abb. 3)

kann jetzt berechnet werden und ergibt sich zu: Ao By Gy
a ff a [ 5 sin ¢ cos® g
- xa’fz—fjxtff=-—y — —— g4,
2 2 2z I 4+ sin o)t (1 2 sim gyt -t
A By, FI 4,0, 4 (st (n A f)

Die zusitzliche Normalspannung an der Wand ., wird:

S 1 ) sin g cos?

A 4 " (1 sin ) (1 4 2 sin p)? i
wobei es sehr bemerkenswert ist, dass sich das Gesetz der linearen Zunahme nach der Tiefe
nicht andert, sodass die gesamte Normalspannung bis zur zweiten Niherung den Wert erhalt:

Tx =040+ Ory + 6.0 =y 3, a° t————sm'd---—ni—'-m—':— .
0 I ?J"l‘z( 1._{_2_”'”": | 4 (I—|—2.‘i£—-’3,5')2
Wahlt man wiederum als Zahlenbeispiel ; = 30° so wird:

— 2 b ERAY 2
. Y a (1 1 +32 = 0,907 y ¥, &%

*}) Siehe z B, MiLLer-Brestau, Erddruck auf Statzmauern, 1906, S, 14.
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In demselben Verhiltnis steht dann auch der gesamte Erddruck:
E=o04g07 . E,

Wihrend die erste Niherung bei vollkommen rauher Wand einen etwas kleineren Wert
ergibt als die CoULOME'sche in sich bekanntlich nicht widerspruchsfreie Theorie, namlich
0,750 L, gegen Ecuupms = 0,775 By, licfert die zweite zuverldssigere Niaherung erheblich mehr,
namlich 0,007 %, Daher erklirt es sich wohl auch, wenn alle Experimentatoren das Auf-
treten des grosseren Wanddruckes unter Beibehaltung der CouLoMp'schen Theorie durch
eine unvollkommene Rauhigkeit der Wand erklirt haben.

In Wirklichkeit ist das Auftreten grosserer als der COULOME'schen Drucke im unteren
Grenzzustande nicht auf die mangelnde Rauhigkeit der Wand, sondern auf die in sich folgeun-
richtige Beibehaltung ebener Gleitfiichen beim nicht RANKINE'schen Spannungszustand zuruck-
zufithren,

Die erste Naherungslosung ging von derjenigen fingierten Oberflichenbelastung aus,
welche den kleinsten Wanddruck liefert,

Die zweite Naherung und auch die etwa folgenden zeigen, dass der kleinste Wand-
druck erster Naherung in zweiter Niaherung nicht auf den kleinsten Wanddruck zweiter Nihe-
rung fithrt, :

Man misste also die Frage formulieren, welche fingierte Oberflichenbelastung aul dem
ideellen Gelidnde hinter der Wand bei der ersten Niherung anzusetzen ist, um in zweiter oder
héherer Naherung einen unteren Grenzwert des Erddruckes zu erhalten. Die Losung dieses
CouLoMB-KOTTER'schen Variationsproblems erfordert offenbar eine besondere Untersuchung,

IIl. Die Gleitfliche als Ausgangspunkt.

In der ob=n gezeigten Weise miissten weiter gewonnen werden : die Spannungszustinde
der hoheren Nzherungen, die Zusatzspannungen fir andere Wand- und Gelindeanordnungen
und die diesen Zusatzspannungen entsprechenden Gleitflichen im gestdrten Gebiet zwischen
Wand und fallender RANKINE'scher Fliche.

Eine solche Weiterfihrung der Integration auf dem bisher eingeschlagenen Wege er-
scheint zwar durchaus nicht aussichtslos, ist aber immerhin doch so miihevoll, dass man ver-
suchen wird, auch aul anderen Wegen an das Ziel heranzukommen. Dazu leitet ausserdem
noch der Umstand, dass die in dem Vorhergehenden befolgte und weitergefihrte RANKINE'sche
Methode die sich der kartesischen Koordinaten bedient, bisher weniger Aufschluss tiber die
wichtigen Fragen des Erddrucks gegeben hat, als die CoULOMB-KOTTER'sche Methode, welche
von den Gleitlinien als der Wurzel der Erscheinungen ausgeht. So wird man dazu gefithrt,
statd der kartesischen Koordinaten die Gleitlinienschaaren selbst als Erummlinige Koordinaten
einzufiihren, ein Kunstgriff, der aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen bekannt
und neuerdings mit grossem Erfolge in den Untersuchungen von PRANDTL, HENCKY und
E. ScaMioT und CARATHEODORY tiber den speziell plastischen Korper angewandt worden ist,

Die Massau-Kétterschen Gleichungen.

Die Einfithrung dieser Gleitlinien als Kcordinatenlinien kann nun auf folgende Weise
vor sich gehen: Bezeichnet man die Gleitlinien durch die Funktionen u(x,y) und z(r,y)
derart, dass # = const. und v == coust. je eine Gleitlinie darstellen, so kann das Lingenelement
irgend einer Kurve in der Ebene der # und ¢ bekanntlich in der Form geschrieben werden:

dit = Utdwr + Vrde* -2 Fdudw
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Sollen sich, wie in der Einleitung nachgewiesen, die Linien # = comst. und v — comst

tberall unter den Winkeln 2— — ; bezw. 2 -+ ¢ schneiden, so nimmt das Linienelement die

besondere Form an:
dst= Uduw 4+ Vdv* + 2 UVsinsdude. . . . . | . (9)

Nach Abb. 1 werde nun noch der Winkel T der Gleitlinie # = const. mit der X-Achse
eingefithrt und zwar positiv gerechnet, wenn die X-Achse durch den positiven Quadranten in
die Richtung der wachsenden » gedreht wird.

Beachtet man namlich, dass U'du und V dv die Lingenelemente in Richtung der
wachsenden # und v sind, so kann man aus Abb, 1 ablesen:

a2
% = Ueos =, 2—: = — Vuin (5 — ¢}, 3——“: = [ ein 5, 2 ==~ Veos {7 — p). (ga)

ry
w

Eine einfache Umformung ergibt:

25 N4 alr 2% 2 o
—— Veos s="" sin 7 — —— — Ueosp=— " gins 1L . . (10
du ! Su : do ' dp ! R stn g+ Ju’ (10)

Ebenfalls nach Abb. 1 konnen nun die Gleichgewichtsbedingungen in Richtung der
wachsenden # und v abgelesen werden in der Form:

apll  apV 23 N |
%‘— -+ i‘ Sin p -}--me.i‘_:s—un — v U Veos peos (3 — 3)

1)
pV  eplU 25 {
fﬂ_ +—": Jm,:—prﬂfFZ_y:_?" UVeos 2 5sin 5

Fuhrt man nun die geometrischen Gleichungen (10) in diese Gleichgewichtsbedingungen
ein, so ergeben sich Bezichungen, die man wohl mit Recht als die MASSAU-KOTTER schen
Gleichungen *) bezeichnen kann, namlich :

1| ap 8% . I|édp | EE

'E;»I:g“zﬁ ez, |=—vsin(E—y), V|3 T 2Py éit;]m—')'f—‘f’fﬁ" (12)
Gerade Gleitlinien und der Rankine’sche Spannungszustand.

Der RANKINE'sche Zustand der in Richtung der Oberfliche gleichftirmigen Spannung

wird erhalten, wenn man beide Schaaren von Gleitlinien gradlinig annimmt, also setat:

25 25 .
§?=_3?=0' '{;:V";I-
Die Gleichungen (12) geben dann:
P=p—rrsinG—dtovcoss] . . . . . .. (13

WO g der Druck in der Tiefe # =0, v = o bezeichnet,
Soll an der Oberfliche 2= p. sein, so gilt dort:

u sin {s'—,-ﬂ-l—f;ms,%:ﬂl:f_ﬂ_
s

Diese Oberfliche schneidet die 2-Achse fir ¥ = o und dje ﬂ-.AChSE fir ¥ = 0 in
den Punkten: ;

*) Vergl, F., Ké11eR, Berl, Akad, Ber., 1903, S, 229—233; Massav, loe, cit,, p, 151,
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9, = — L2l o = — L P
yocas J ¥ sin {2 — o)

Aus der Abb, 4 liest man fir den Winkel ¢ zwischen Gelindeoberfliche und der einen
Gleitlinienschaar ab:
u, T
iy = s —9) oder: cotg = g3 -—2 g,
und damit fir den Winkel ¢ zwischen der Vertikalen
und der Gelindeoberfliche:
b=¢ 47—
@, bezw. #, kann man als Mass der Maverh@he an-
sehen und durch o, bezw, &, den Druclk g, am Mauer-
fuss ausdriicken, ndmlich:
Py = pu by vacos s =g, + v, sin (T —p).
Die Neigung der Gelindeoberfliche ergibt sich,
wie man sieht, unabhingig vom Oberflichendruck g,
und langs den Parallelen zur Oberfliche ist  konstant.
Im Uebrigem gestatten die abgeleiteten Formeln AliD, o
nattrlich auch alle andere bekannten, bei dem RAN-
KINE’schen Spannungszustand auftretenden Tatsachen zu verifizieren.

Der gewichtslose Sandkérper.
Fir den Sandkérper mit vernachldssigharem Higengewicht, bei welchem also die Ober-

flichendrucke den iiberwiegenden Einfluss haben, ist es nicht schwierig Spannungszustinde
und Gleitlinien des Grenzgleichgewichts anzugeben, wie dies in besonderen Fillen schon
BouUssINES) gezeigt hat. Auch die PRANDTL'schen Gleitlinien der Schneidenwirkung des allge-
mein plastischen Korpers sind von derselben Art.
Allgemein kann man iber den gewichtslosen Sandkorper folgendes zeigen:
Die KoTTER'schen Gleichungen {12) vereinfachen sich zu den Beziehungen:
np—zigh _, Amptzsies

=0
Ju ! 2w ’

oder:

[xﬁ—z%t‘gp:%

)
wenn @ eine reine Funktion von # und £ eine solche von # bedeuten,

~

Die Trennung der Unbekannten p und ¥ ergibt:
np=04d, 252 p=0—1b,

wonach :
EEC

— = )
dudy

Die letzte Gleichung stimmt ilberein mit der von HENCKY *} fir das orthogonale Gleit-
liniensystem eines rein plastischen Kérpers aufgestellten Gleichung.

p=e?t*=0&  und

*) Zeitschr. f. angew. Math, u, Mech. Bd, 3, 1923, 5. 241—z251.
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Die geometrischen Bezichungen (10) liefern dann die Bestimmung der Koefhizienten U
und V" des Linienelements, nimlich:
ol VU

I oo, _V . A S sros s =¥ U .
i—ﬂ V:arpm.r;—a—ﬁﬂnla—sv , . ®" U cot pcos ¢ PR LY

., I '
oder wenn man >y 2 cotpeos p=Q,, - D' ot g cos p = P, setzt:

3V . aUu VU
_S?H#F_EQE'V . W—-b—ﬁ—im,ﬂ-—uﬂﬁ.

Gradliniges Gleitlinienbiischel des gewichtslosen Sandkérpers. Das Fundament-
problem,

Die Losung dieses Gleichungssystems wird besonders einfach, wenn man die eine
. L OF
Gleitlinienschaar, etwa v = const. gradlinig vorschreibt, also mit 52 =0 {1, == 0 setzt, wodurch

tbrigens der Drick p = ¢®,, also eine reine Funktion von o wird, demnach auf den graden
Gleitlinien v = const. konstant ist,

Die Gleichungen (10) ergeben damit weiter:
sinp Q, db,v
= e"% V=3 "1
U= flye ™o, pre
wo {1y und &, wiederum willkarliche Funktionen van # bezw. # allein sind.

Man kommt zn einer besonders anschaulichen Losung, wenn man als Koordinaten ein-
fihrt den Winkel ¢ = o der gradlinigen Gleitlinien mit der Horizontalen und die Abstinde
der Schnittpunkte der anderen Gleitlinienschaar von einem festen Punkte auf der horizontalen
Gleitlinie 7, = u, Damit ist:

8%

25
3;’=I’ 5:@, ¢2=£ﬂf|§-§;=ﬂﬂ$?. n':]:I, n*-‘;=rn:

p S
e by,

U=,y o 9 g
05 p
Sollen sich alle Gleitlinien der gradlinigen Schaar in einem Punkte schneiden, so ist §, =0
Zu setzen und man gelangt zu dem BoussINESQ'schen Fall des gewichtslosen Sandkorpers
zwischen starren Ebenen und zu dem Analogfall der PRANDTL’schen *} Gleitlinien des plas-
tischen Korpers. Die zweite Schaar besteht dann offenbar aus logarithmischen Spiralen.
Die oben abgeleitete Gleichung fir den Druck ergibt schliesslich:

P =const, ¢ PP

Die Abb. 5 und 6 zeigen, welchen verschiedenen Anordnungen man durch den obigen
Ansatz entsprechen kann. (Die Erweiterung des obigen Ansatzes durch Wahl einer Funktion
%, in ¥ wirde schliesslich ein Biisches von graden Gleitlinien, die sich nicht in einem Punkte
schneiden, sondern eine gewisse Kurve umhillen, ergeben),

Die Gleitlinien dieser Fille haben auffallende Uebereinstimmung mit den Gleit-
l_ifienph?.iigra?hiﬂﬂp die KURDJUMOFF *) bei dem Hereindriicken von Stempeln in Sand

*) Zeitschr, f. angew, Math, y, Mech. Bd, 1, 1921, S, 15—28,
*) Zivilingenieur, 1892,
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erhalten hat und die das Fundamentproblem beleuchten sollten. Die Anwendbarkeit auf das
Fundamentproblem ist freilich beschrinkt wegen der im allgemeinen nicht zulissigen Vernach-
lissigung des Eigengewichts.

Fo
/AN T YT T TNy
A

Abb, 5.

Abb, 6,

Die Abb. § und 6 zeigen die beiden auch von KURDJUMOFF experimentell gefundenen
Moglichkeiten des unsymmetrischen und des symmetrischen Ausweichens des gewichtslosen
Erdkotpers unter cinem Stempel (Fundament). Dort wo auf die Oberfliche lotrechte Drucke
wirken, mussen die buschelformigspiraligen Gleitlinien durch einen sich stetig anschliessenden
RANKINE'schen Spannungszustand mit zweifach gradlinigen Gleitlinien in einem halbrhom-
bischen Gebiet abgelost werden,

Die Rechnung nach den oben abgeleiteten Formeln ergibt fiir die beiden Fille des
unsymmetrischen und des symmetrischen Nachgebens folgendes:

Unsymmetrischer Fall:

i - £ L .
= e (E_%)’ ﬁ|f-=££=[;'i- ')mr p,=— e EP. FDE?ORH(-;HP):

. 3 )
also: gy = oy (1 + sin ) & (.4_,...,_ £) -

Symmetrischer Fall:
T 2 F.._F g a.“.‘w.{.i Iy " F
a=nk (%_f) p=ce Cote pmeeld D %=:>ur£<?€ + '5).
also:
I - 5tni p LT

L
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Fur g = 30° ergibt der unsymmetrische Fall:

o =
4}

6
Tg=a,.1L5.¢ = 30,8 .7,

Fir denselben Reibungswinkel ergibt der symmetrische Fall:

[

Vi
Uﬂzﬁl.s.f =18,4.€].

Man wird nun allerdings diese Ergebnisse auf den wirklichen, immer mit Eigengewicht
behafteten Sandkdrper nur anwenden duarfen, wenn die Stempel- bezw. Fundamentbreite
erheblich kleiner ist als die Grindungstiefe, damit die Veranderlichkeit der Eigengewichts-
spannungen innerhalb des Gleitlinienbildes nicht merklich ist. RANKINE setzt bekanntlich fiir
diesen Fall zwei nebeneinander befindliche mit einander im Gleichgewicht stehende Grenz-
zustinde voraus und erhilt:

' 2
wmn(tEY,
I — sinp
also for ¢ = 30°: ;y=g. 4,
Das RANKINE'sche Gleitlinienbild der Abb. 7 mit gebrochenen Gleitlinien stellt einen

widerspruchsfreien Spannungszustand mit oder ohne Eigengewicht dar, ergibt aber erheblich
kleinere mégliche Fundamentpressungen

als die stetigen Gleitlinien der Abb. s Iy H”” XER]
und 6. Es ist ubrigens bekannt, dass
die RANKINE'sche Berechnung zu un-
glinstig ist, und die obigen Spannungs-
zustinde mit stetig gekriimmten Gleijt-
linien ergeben erheblich grossere zu-
lissige Fundamentpressungen und be-
deuten eine bessere Anniherung an die
Wirklichkeit. Insbesondere ist das un-
symmetrische Gleitlinienbild geeignet
die Fundamentpressung einer scitlich belasteten Futtermauer oder eines Gewdolbekimpfers
wiederzugeben, da es sich hier um einen passiven Erddruck handelt und bei einem solchen der
grosste mogliche Wert der massgebende ist. Auch hier ist allerdings fiir die theoretische Trag-
fihigkeit des Bodens eine gewisse Gegenbelastung etwa durch die Grindungstiefe erforderlich.

Abb. 7,

Unméglichkeit des gradlinigen Gleitlinienbiischels bei Eigengewicht.

Versucht man nun das gradlinig-biischelformige System auf den Fall des mit Eigengewicht
bekafteten Erdkirpers auszudehnen, so zeigt es sich, dass das nicht moglich ist, da die Gleich-
gewichtsbedingungen verlangen, dass enfweder leide Gleitlinienschaaren gradlinig oder beide

gekriimmt sind, was allerdings nicht ausschliesst, dass einzelne Gleitlinien einer gekrimmten
Schaar gradlinig sind.

Aus den Gleichungen (12) folgt namlich:

g 25 g
a—;‘ﬂﬁ‘.::‘y[ﬁ Vca:.?-[—EU.rm(ﬁf—p):] e e a (f4)
Diese Gleichung lisst ohne weiteres

erkennen, dass das Verschwinden der Krtimmung der einen
1 2% . 1 35’

Schaar, z. B, von V3w auch das Verschwinden der anderen Krimmung V in nach sich zieht.
L)
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Wenn es nun auch nicht maglich ist, bei Eigengewicht die eine Gleitlinienschaar biischel-
formig gradlinig zu machen, so miisste es wenigstens moglich sein, zwei Individuen einer bitschel-
formig krummlinigen Schaar gradlinig zu machen, um aufl diese Weise nach Art der Abb. 6
einen moglichen Grenzspannungszustand zwischen zwei RANKINE'sche Zustinden einspannen
zu kénnen, und dadurch Aufgaben wie die oben behandelte Fundamentaufgabe, und auch
andere Wanddruckaufgaben, bei Eigengewicht durchfilhren zu kénnen,

Beispiel fiir einen allgemeineren mdglichen Grenzzustand.
Die Losung dieser Aufgabe ist mir nicht gelungen. Ueberhaupt ist es schwierig, ausser
dem RANKINE'schen weitere widerspruchsfreie Grenzzustinde bei Berucksichtigung des Eigen-

gewichts aufzufinden.

Bisher habe ich nur einen weiteren Fall aufbauen kénnen, ndmlich denjenigen, bei
at aQ—

dem die geometrischen Gleichungen (10} dadurch linear werden, dass 5—5 und i konstant

gesetzt werden,
Man setze also:

ER 2%
a—=ﬂ’1, £=r§,
Y=au-t bvte

Die Gleichungen (10} haben dann als lineare Differentalgleichungen das Integral:

U=A&"T™", V= Be"" e,
mit:
A cpsing—acosy ¢ ¢y + ak
- ?

Cy agb—ea

= iry P 0 1

Die Ansitze fir 3, {7 und ¥ miissen nun aber nicht nur die geometrischen Gleichungen
(10), sondern anch die Gleichgewichtsbedingungen (12) erfillen, wodurch weitere notwendige
Beziehungen zwischen den Grissen @, &, A, B, ¢, und ¢, entstehen, welche folgende Gestalt
erhalten :

Bew+2btgy) Al —2aigp) sinp+ acosp]
PP+t 2bige] a [0+ (¢, — 2a #g )] ?
. 6
B Alasing—(eg— 2atg ) cos p) ‘ (16)
FEG b ET T a6 2a ks 7]

Aus (15) und (16) erhilt man mit den Abkurzungen L=y P;- —S =g
Sigte—1 ]/Srg,.:—-l . b L
T8igs + ( )‘]‘2*'3"2? 1=1gg, P Lg (g + p

14 (tg e —2ig0)"
Ugptgr—100G1r—tgp)[te e+ o) 1 — 2280280+ p} ] cos?
Es gibt also fir einen gegebenen Wert @ zwei partikulare Integrale, da g oy awei
Werte besitzt. Die Loésung hat offenbar nur einen Sinn, wenn & reell ist. Die entsprechende
Bedingung zeigt, dass es einen Bereich von Reibungswinkeln ¢ gibt, fir welche die Losung
imagindr wird, nimlich der Bereich zwischen den beiden Wurzeln fir #g2 gy, der Gleichung:

(Bigtp— 1Rt b42gto(228br—1) = 0.

=g,
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Soll die Losung reell sein, so muss der absolute Wert von tg ¢ entweder kleiner als o,1138
oder grisser als 0,635 sein,

Der obere Wert entspricht etwa dem Boschungswinkel normalen Erdreichs, Nimmt
man diesen oberen Wert, so ergibt sich:

tgp = 0438, fgp = 0760,
demnach:
¢ = 0,438a, 3 = 0,760a, &= — Liza, B = — 1,25 4.

Die Darstellung der Gleitkurven & == const. und v = const. in kartesischen Koordinaten

hitte etwa nach den Gleichungen (9a4) zu erfolgen, scheint aber keine einfachen Kurvenglei-

. . 1 85 | S S

chungen zu ergeben. Man sieht jedenfalls, dass die Krimmungen T —5—;‘— und V 35 mit

wachsendem # und 2, d. h. nach oben abnehmen, wenn positiv angenommen wird, und im
Unendlichen in den RANKINE’schen Zustand gradliniger Gleitlinien tbergehen.

Die Gleitlinie des aktiven und passiven Erddrucks.

Der andere wvon der Gleitlinienbeziehung (10) ausgehende Weg bietet mehr Aussicht
das Ziel zu erreichen.

KOTTER hat ndmlich einesteils gezeigt, dass nach Gleichung (12) die Form der
vom Mauerfuss ausgehenden Gleitlinie allein schon die Druckverteilung an ihr bestimmt und
hat andererseits zuerst erkannt, dass diejenige Gleitlinie die massgebende ist, welcher der
untere (aktive) bezw. der obere (passive) Grenzwert des Wanddrucks entspricht. Es kommt also
darauf an, von allen, den Oberflichenbedingungen nicht widersprechenden Gleitlinien, diese
massgebende zu finden. In dieser Weise kann man das KOTTER'sche Variationsproblem des
Erddrucks formulieren, wobei die Schwierigkeit darin besteht, die Mannigfaltigkeit der mog-
lichen vom Mauerfuss aus ansteigenden Gleitlinien zu bilden. Fur den Fall des horizontal
begrenzten, schweren Erdkoérpers, auf den wir uns hier, um eine bestimmte Vorstellung zu
haben, beschrinkt haben, war im ersten Abschnitt wahrscheinlich gemacht worden, dass die
gesuchte Gleitlinie mit der Richtung der RANKINE’schen graden Linie ausserhalb des Winkel-
raums zwischen der Wand und der von der Mauerkrone aus fallenden RANKINE'schen Gleit-
linie zusammenfallen muss, dass dagegen das Gleitlinienstuck innerhalb jenes Winkelraums in
einem gewissen Bereich willkirlich ist, je nachdem, welche fingierten Zug- oder Druckspan-
nungen man auf der hinter der Wand liegenden fingierten Oberflichenfortsetzung annimmt,

Freilich ist die Aufgabestellung so lange nicht gentgend bestimmt, als nicht tber die
Beweglichkeit der Wandstutzung eine weitere Aussage gemacht wird.

Man kann eine solche Statzung mit cindeutizem Grenzwert des Erddrucks entweder
so anordnen, dass die genannte Stutzkraft nach Richtung und Angriffspunkt festgelegt ist und
so lange abnimmt bezw. zunimmt, bis der Grenzwert erreicht ist (Abb. 8) oder man kann
die Statzung zwar mit unbestimmter Lage und Richtung der Gesamtstiitzkraft einrichten,
aber nur eine von den Komponenten variabel, d.h. die Wand nur in einer bestimmten Rich-
tung beweglich machen und nach dem unteren bezw. oberen Grenzwert dieser Komponente
fragen (Abb. o).

Aus diesen Grundaufgaben lisst sich dann auch die allgemeinere, unmittelbar der An-
wcn::iung entsprechende erledigen, wann der aktive Wanddruck zusammen mit dem Eigenge-
gewicht der Maver den passiven Fundamentdruck grade tberwindet,
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Abb, & Abk, 9.

Im Anschluss an das durchgerechnete Beispiel des ersten Teils miisste hier die zweite
Anordnung zugrunde gelegt und in dem obigen Zusammenhang die folgende bestimmte Frage
pestellt werden:

Fir wagerechte, unbelastete Gelindeoberfliche und senkrechte Wand soll diejenige
Gleitlinie gefunden werden, welche nach der KOTTER’schen Gleitlinienbeziehung (10) die
kleinste Horizontalkomponente des Wanddrucks liefert. Die Mannigfaltigkeit der mit der
Oberflichenbedingung vertriglichen Gleitlinien ist willktrlich innerhalb des Rahmens der
Losung der ATRV'schen Spannungsgleichung (5) in dem Winkelraum zwischen der Wand und
der von der Wandoberkante fallenden RANKINE'schen Gleitlinie und muss sich mit stetiger
Tangente und stetigem Druck an die RANKINE'sche Gleitlinie ausserhalb des genannten
Winkelraums anschliessen.

Die genauere Betrachtung dieser Aufgabestellung scheint zu ergeben, dass sie auch
wieder zuriickfuhrt auf die im ersten Teil gestellte, aber nur in den beiden ersten Niherungen
beantwortete Frage nach derjenigen fingierten Oberflichenbelastung hinter der Wand, welche
unter Beriicksichtigung der hoheren Niherungen den kleinsten Wanddruck vorgeschriebener

Richtung liefert,
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