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12 Prova - Peso 1 - 20/09/2020

1. Entrega: Até 27/09/2020
2. A prova tem 13 pontos, e serao considerados 10 pontos para a nota.

Questao 1 (1.0 ponto) Considere o subconjunto S C R* determinado pela equacdo 3x1 + 4wy —4x3 +
Ty = 0.
(a) Mostre que S é um subespago vetorial de R?. (b) Determine a dimensao de S (e justifique!).

Exercicio 1 Seja V = {z = (zp)nen | zn € R,Vn € N} o0 espaco vetorial sobre R das sequéncias de
numeros reais, e Vp C V o conjunto das sequéncias convergentes.
NOta(}é‘O: L= (‘T’n)TLEN = (I‘l, X2, L3y -3 Tny Tn4l, - - )

(a) Mostre que Vj é um subespaco vetorial de V.

(b) Qual a dimensao de V7 Justifique sua respostal

Exercicio 2 Seja W = {z = (zp)nen | zn € R,V € N, e {n € N | z,, # 0} é finito} o conjunto das

sequéncias finalmente nulas de niimeros reais, com a adigdo e a multiplicacdo por escalar usuais.
: . . . 0, senz#k
Seja B = {e1,€2,..., €k, €xt1,-..} onde e = (ex.n)neN ¢ asequéncia definida por ey ,, = { 1’ o a P
9 ? s se n =
(a) Mostre que W é um espaco vetorial sobre R.

(b) Decida se B é uma base de W. Justifique sua respostal!

Questao 2 (2.0 pontos) Seja V = {x = (xp)nen | zn, € R,¥n € N, e {z,, | n € N} é finito}, com a
adicao e a multiplicagao por escalar usuais.

(a) Decida se V' é um espago vetorial sobre R.. Justifique sua respostal

(b) Caso a resposta em (a) seja afirmativa, determine qual a dimensao de V. Justifique sua respostal

Exercicio 3 Considere V = R?. Em cada item, decida se A; C V éounao linearmente independente.
Justifique sua resposta.
(a) Ay ={(1,1,1)} (b) Ao ={(1,-3,5),(—2,6,—10)} (¢) Az = {(0,0,1),(0,2,1),(3,2,1)}

Exercicio 4 Considere V = C([0, 1]). Seja A = {u,v,w} C V onde
u(r) =1+ 222 v(z) = 1+ 322, w(t) = 1 + 422
Decida se A é ou nao linearmente independente. Justifique sua respostal

Questao 3 (1.0 ponto) Considere V = C([0,1]). Seja A ={f,g,h} CV onde
f(x) = cosz, g(x) = xcosz, h(x) = 2% cos z.
Decida se A é ou nao linearmente independente. Justifique sua respostal

Questao 4 (2.0 pontos) Considere V = May3(R) o espaco vetorial das matrizes 2 X 3 com entradas

, _ 1 2 3 111 3 45
reais. SejamA—(O 0 1)’ B_(O 0 2>’ C_(O 0 5>€V.

Em cada item, decida se X; C V' ¢é ou nao linearmente independente. Justifique sua resposta.

(a) X1 = {Aa B} (b) X9 = {A’ C} (C) X3 = {B’C} (d) X4 = {A,B,C}



Definigao 1 Uma matriz A € Myuxn,(R) € dita simétrica se AL = A, e é dita antissimétrica se
At = —A.

Questao 5 (1.0 ponto) Considere V.= MA343(R) o espaco vetorial das matrizes antissimétricas
3 x 3 com entradas reais. Sejam A, B,C € V definidas por

0 1 0 0 0 1 0 0 O
A:(—l 0 0), BZ(O 0 O), C:(O 0 1).
0 0 O -1 0 0 0 -1 0
(a) {4, B,C} é gerador de V? (b) {A, B,C} é base de V7

Questao 6 (1.0 ponto)
Considere a base B = {(1,1,1),(2,2,0),(3,0,0)} de R3.

(a) Ache as componentes de x = (z1, 2, x3) na base B.

(b) Ache a representacao matricial de x na base B.

Questao 7 (1.0 ponto)
Considere a base B = {U;,Us,Us} do espago vetorial MSay2(R) das matrizes simétricas 2 x 2

. 1 0 0 0 0 3
comentradasreals,ondeUl—(0 0)7 U2_(0 2), Ug_(3 0).

(a) Ache as componentes de X = (g f > na base B.

(b) Ache a representacao matricial de X na base B.

Exercicio 5 Seja V = P3(R) o espago vetorial dos polinémios de grau < 3 a coeficientes reais.
Considere ( | )e({ | ))definidos por (p|q) =p(-2)g(~2)+p(~1)e(1)+p(0)q(0)+p(1)q(1) +
p(2)a2) e ({p | q)) = [y p(t)q(t)dt.

(a) Mostre que (( | )) é um produto interno em V.
(b) Mostre que (( | )) é um produto interno em V.
(c) Sejam || || e || ||| respecrtivamente as normas associadas aos produtos internos ( | )e (( | ))

definidos em V.
Calcule ||p|| e ||p|| onde p(t) = 2 +t.

(d) Considere em V o produto interno ( | ) e calcule o angulo entre p e g, e projgp, onde p(t) = t>+t
eq(t)=1+t.
(e) Considere em V' o produto interno (( | )) e calcule o angulo entre p e g, e projyp, onde

pt)=t>+teq(t) =1+t

Questao 8 (1.0 ponto) Seja W o espago vetorial das sequéncias de nimeros reais que sao finalmente
nulas definido no exercicio 2.

Para z,y € Wseja (z | ¥y ) = > ,eN Tn¥n-
(a) Mostre que (z |y ) € R,Va,y € W.

(b) Devido a (a), fica definido ( | ): W xW = R por (z |y )=>,cN TnYn. Mostre que ( | )
é um produto interno em W.

(¢) Sejam v = (1,0,1,0,0,0,0,0,...,0,0,...),v = (2,2,2,2,2,2,0,0,...,0,0,...) € W. Calcule
lu|l, ||w]| e o angulo entre v e w.



Questao 9 (2.0 ponto) DESAFIO Seja Vj o espago vetorial das sequéncias convergentes de nimeros
reais. Se na questao 8 em vez de definirmos ( z | y ) = >, cn TnYn Para x,y € W tivéssemos definido
(] y)=>,eNTnyn Para z,y € V, também terfamos como resultado um niimero real? Em caso
afirmativo, ( | ):V x V — R seria um produto interno em V7?7 Justifique suas respostas.

Exercicio 6 Seja V = P3(R) o espago vetorial do exercicio 5.

Mostre que tanto com o produto interno quanto com o produto interno ( | ) quanto com o
produto interno (( | )),sep €V é impar e ¢ € V é par entdo p e ¢ sdo ortogonais.
Questao 10 (1.0 ponto) Considere o espago vetorial V' = P3(R) com o produto interno ({ | ))

definidos no exercicio 5, e sejam p,q € V definidos por p(t) = t> +t e q(t) = 1 +t. Seja u € V definido
por u(t) = t2 + 1.
Calcule a melhor de u no subespago gerado por p e q.

Exercicio 7 Considere o espago vetorial V' = P3(R) com o produto interno (( | )) definidos no
exercicio 5, e sejam p,q € V definidos por p(t) = t> +t e q(t) = 1 +t. Seja u € V definido por
u(t) =2 + 3.

Use o Processo de Ortogonalizagai de Gram-Schmidt para ortogonalizar {p, q, u}.

“Geometria”

Exercicio 8 Seja V um espaco vetorial, e sejam w1, ws € V nao nulos.
Mostre que duas retas r; ={P €V | P= A1 +tw;,t e R} era ={Q €V | Q = Ay +tws,t € R}
sdo iguais se e s6 se A1 € 19 e wy e ws sdo 1.d.

Exercicio 9 Seja V um espaco vetorial, e A, B € V.
Mostre que se A # B, a reta de equagao vetorial P = A+t(B — A),t € R passa por A e B, e que
é a tnica reta de V que passa por A e B.

Exercicio 10 Mostre que se V = R?, dada uma reta r e um ponto () que nao pertence a r, existe
uma e uma unica reta s que passa por (Q e é paralela a r.



