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Cinematica do Ponto
Supde-se um referencial fixo.

RECORDACAO — Movimento retilineo (qualquer)

O P P(y) P(t,)
~Gr & ® >

- e e S
Derivadas no tempo: s, §, v H

Posicéo: s(t)

Velocidade:
Aceleragéo:
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Cinemética do Ponto — Movimento Geral

1 — Geometria das curvas

1.1 — Vetor fungéo de um parametro

— Cinemética do Ponto

Se um ponto P, ou um vetor & = P — 0, depende de um parametro 7 real, dizemos que esse ponto

ou vetor u é funcdo de t:

P = P(T) u
ou
uU=1u(r) 0

trajetéria

Usando um sistema de coordenadas cartesiano (O,T,T, l?) fixo no espaco, e chamando de (x, y, z)

as coordenadas de P, ou as componentes de i, temos:

x=x(); y=y@); z=2z()

P-0=1=x(@i+y@)]+z(Dk

Consideremos uma pequena variacao de T e vamos representa-la por At. O seguinte limite:

7:)(1 A1) -7(0'

Pr)

P(t+At)

0

x(t+ A1) — x(7) |
m L+

ATt—0

Y@ +ArD) -y,
lim Jj+
At

At—0

z(t + A1) — z(7) P

li
m AT

At—0

AT

se existir, serd chamado de derivada de ©(z) em relacdo ao parametro t:

du

=

u =xT+y]+2z'k

LA
= lim —
AT—0 AT

Sejam os vetores i (t), w(t) e a funcdo escalar f(t). Supondo que sejam derivaveis, temos:

Q) 5 (f i) =f'i+fi

—

w +

b) < Gi-W) ='W +il - W
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) —@AW) = AW +TAW

IMPORTANTE: se o sistema de coordenadas (0,1,, k) NAO FOR FIXO, e também depender de
7, a derivada de #(t) em relagdo a 7 sera:
dﬁ — —
i?=a;=x7+x7+y7+y7+z%+zk

Vetores de modulo constante

Derivando o quadrado do médulo do vetor 1 em relacéo a t, obtemos:
Lap=La-m=2a-w
dr_u __druu —enu

Se 0 modulo de % for constante, ou seja, for independente de 7, entdo:

d - =

E|ﬂ|2=0:u-u’=0

oqueimplicad’ =0ouu 1.

Assim, podemos afirmar que, se 0 modulo de um vetor é constante, a derivada desse vetor ou é o
vetor nulo, ou é um vetor ortogonal a .

1.2 — Curva fungéo de um parametro

Seja P(t) um ponto funcdo de um parametro 7. Suas coordenadas x(7),y(t) e z(t) sdo as
equacOes paramétricas da curva descrita por P no espaco quando t varia. Assim, essa curva pode
ser representada por:

P(t) =0+ u(r)
comu(t) = x(D)T+ y(r)] + z(Dk

Seja s 0 arco medido sobre a curva, a partir de uma certa origem e com uma orientacao definida.

)/!

Podemos sempre escrever: 0 5 -
\s u(s+As) - u(s)
P=P(s) =0 +1u(s) S P(s)
ondAe st ¢ uma funcdo escalar do . > P(S As)
parametro T )
u(s+As)
0
X

A derivada:

bl
L

L, dP(s) ~ P(s+As)—P(s) u(s + As) —u(s)
t = = lim = lim
ds As—0 As As—0 As
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3 — Cinematica do Ponto

€ um versor tangente & curva e de mesmo sentido que o de s (comprimento de arco) crescente.

Este versor ¢ é chamado de versor tangente.

Como || = 1 (constante), temos que:

dt , -
e, portanto, g e ortogonal at.

Temos, assim:

azp dt 1. (c=0)
— =—=—Nn=CNn c=

ds? ds p

O escalar p = p(s) chama-se raio de curvaturaems, e ¢ = c(s) é a curvaturaems. O versor 71 é 0
versor normal (principal).

Os versores t e 7 definem o plano osculador da curva no ponto, e p é o raio da circunferéncia
osculadora, contida nesse plano.

Finalmente, vamos definir o versor b como:
b=tA#

O versor b é chamado versor binormal.

Os versores (£,7,b) constituem o chamado triedro de Frenet.

1.3 — Formulas de Frenet
Derivando a relacao b-£=0,em relacdo a s, obtemos:

LG -L 5 L am) @iy = L0 P
ds ~ds ds ds n)ien T ds ds

Como % 1 b (|b] = cte), temos:

L ou b _ i
ds ds_y

b - . . . 1 .
ondey = —"néa chamada torcao da curva em P(s), e seu inverso (;) chama-se raio de
torcao.

Derivando-se a relacdo 77 = b A t em relacdo a s, obtemos:

di d - . db . - dt . . - _ S
Ezg(b/\t)=E/\t+b/\$=yn/\t+b/\cn=—yb—ct=>
dn -

:>E:—yb—ct
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As trés relagoes:

dt
d—‘i:CTl
db S
as "
an >
E=—yb—ct

sdo as chamadas formulas de Frenet.
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