CIRCUITOS DE CORRENTE ALTERNADA

FISICAIV — AULAS DE 24 DE AGOSTO A 15 DE
SETEMBRO

TEXTO ATUALIZADO EM 19/09/2020

Estudaremos neste capitulo o movimento de cargas elétricas, impulsi-
onado por fontes de tensdo alternadas, em circuitos. Os circuitos que
nos interessam sdo constituidos por elementos passivos: capacitores,
indutores e resistores. Circuitos dessa natureza tém varias aplicagdes
préticas, mas mais importante é o que eles nos ensinam sobre oscila-
¢Oes, escalas de tempo e élgebra linear, conforme veremos.

ELEMENTOS DE CIRCUITO

A figura 1 mostra um circuito simples com uma fonte que produz uma
tensdo alternada

& = &ycos(wt), (1)

onde a amplitude & (dimensdo de potencial elétrico) e a frequéncia
w sdo constantes. No instante t = 0, o terminal inferior da fonte
de tensdo tem potencial positivo, enquanto o potencial do terminal
superior é negativo.

Os outros trés elementos do circuito sdo nossos conhecidos, da Fi-
sica III, mas vale a pena fazer uma rdpida recordacéo.

Resistor

A figura 2 mostra um resistor, com resisténcia R. Uma corrente I atra-
vessa o resistor. De acordo com a lei de Ohm, a diferenca de potencial
entre os dois terminais é

A corrente flui no sentido do campo elétrico, isto é, no sentido de-
crescente do potencial. Assim, na figura, o potencial do ponto B é
maior do que o do ponto A, e a diferenga Vi — V, & positiva, em
acordo com a Eq. (2).

Capacitor

O elemento na figura 3 é um capacitor de capacitancia C. A diferenca
de potencial entre suas placas é proporcional a carga nele armazenada:

Vg =V = % (3)

L 6250 os(wt)

A I\/\/\/ D

R

Figura 1: Circuito elétrico simples. O circulo
amarelo representa uma fonte de tensao al-
ternada. Os sinais £ ao lado do gerador in-
dicam a polaridade no instante t = 0. Os
demais elementos sdo passivos.

Figura 2: Resistor. O potencial diminui
quando se atravessa o elemento no sentido
da corrente.

aQ —
dt -1

Figura 3: Capacitor. Como no resistor, o po-
tencial decai no sentido da corrente.
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O potencial da placa com carga positiva Q é maior do que o da outra
placa, cuja carga é —Q. E conveniente visualizar a corrente como se as
cargas em movimento, que chamamos de portadores, fossem positivas.
Assim, a carga depositada na placa superior pela corrente na figura 3
é positiva; como na figura 2, o potencial diminui quando atravessamos
o capacitor no sentido da corrente.

Indutor

O terceiro elemento é o indutor, representado na figura 4. O indutor é
um solendide, que reage a varia¢des na corrente I que o atravessa. A
diferenca de potencial entre os terminais A e B na figura é proporcional
a derivada da corrente:

Vg = V4= L%- 4)

Para conferir o sinal do lado direito da Eq. (4), vamos considerar o
caso dI/dt > 0 e voltar ao circuito da figura 1. Vamos supor que a cor-
rente naquele circuito tenha o sentido antihorario, para que I corra de
cima para baixo ao passar pelo indutor. De acordo com a lei de Lenz,
a diferenga de potencial deve opor-se a variagdo da corrente. Para isso,
o potencial no terminal superior do indutor deve ser superior ao do
terminal inferior, pois essa diferenca de potencial tenderd a empurrar
a corrente no sentido horario.

Podemos agora voltar a figura 4, para ver que, para dI/dt > 0,
o potencial do terminal B (superior) deve ser mais alto do que o do
terminal A (inferior). Isso mostra que o sinal do lado direito na Eq. (4)
¢ o correto.

Ao analisar circuitos elétricos, é sempre conveniente admitir que a
carga Q num capacitor e a derivada dI/dt da corrente através de um
indutor tém o sinal positivo. Com isso, a diferenca de potencial entre
os terminais dos trés elementos passivos pode ser facilmente determi-
nada: basta lembrar que o potencial cai quando se avan¢a na méo de
transito da corrente ou que aumenta quando se avanga na contramao
da corrente.

Essa regra ndo se estende as fontes de tensdo, alternadas ou con-
tinuas. O sinal da diferenca de potencial em uma fonte de corrente
alternada, por exemplo, varia periodicamente com o tempo de forma
predeterminada, independente da hipétese que se faz sobre o sentido
da corrente. A préxima secdo ajuda a entender.

LEI DAS MALHAS

Queremos encontrar a corrente no circuito da figura 1. Como sempre,
as leis de Kirchoff definem o ponto de partida. O circuito é simples,

Figura 4: Indutor. Para correntes crescentes,
o potencial de B serd maior do que o de A.
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constituido por uma tinica malha. Por isso, podemos dispensar a lei
dos nés e concentrar nossa atencdo na das malhas. Para aplicé-las,
comegaremos num ponto qualquer do circuito e o percorreremos ao
longo de um caminho fechado. A soma das diferengas de potencial,
conforme se vé em Fisica III, deve ser zero.

Para calcular a diferenca de potencial entre os terminais de cada
elemento, precisamos definir um sentido para a corrente. A escolha
¢é arbitraria. Se estiver errada, a corrente I calculada no final serd ne-
gativa. No caso, como a fonte de tensdo é alternada, a corrente deve
inverter-se a cada perfodo. J4 sabemos, portanto, que o sentido es-
colhido na figura 5 serd incorreto metade do tempo; podemos esperar
que o sinal de I(t) se inverta com a frequéncia w que aparece na Eq. (1).

Na figura 5, a seta azul indica que escolhemos o sentido horério.
Percorremos o circuito também no sentido horario: A - B — C —
D — A. Com isso, avangamos sempre na mao da corrente, e o poten-
cial decai cada vez que atravessamos um elemento passivo. Ao atra-
vessar a fonte de tensdo, passamos do polo superior, negativo, para o
inferior, positivo, e o potencial cresce.

Igualada a zero a soma das diferencas de potencial indicadas ao
longo da circunferéncia laranja na figura, chegamos a igualdade

dl Q B
—Ly — & tE-RI=0. (5)

Para ficar com uma sé variavel, em lugar de duas, no lado esquerdo
da Eq. (5), podemos lembrar que I = dQ/dt e substituir, também,
dI/dt por d*I/dt?. Podemos aproveitar a oportunidade para deixar
as contribui¢des que dependem da carga a esquerda e passar a forca
eletromotriz da fonte de tensdo para a direita. Com isso, teremos que

d’Q | ,dQ

A Eq. (6) ja estd na forma padrdo na qual se deve escrever uma equa-
¢do diferencial: os termos que dependem da varidvel Q estdo do lado
esquerdo, em ordem decrescente das derivadas, e a fun¢do indepen-
dente de Q estd no lado direito. Essa disposi¢do permite reconhecer
que ela é uma equacao diferencial ordindria, linear, de sequnda ordem,
ndo-homogeénea e com coeficientes constantes.

E linear porque cada uma das parcelas que depende de Q é propor-
cional a carga ou a uma de suas derivadas. Significa que, se multipli-
carmos Q por um niimero qualquer A, o lado esquerdo ficard multi-
plicado por A. Isso ndo aconteceria, por exemplo, se o tltimo termo a
direita fosse proporcional a Q%*ouaQdQ / dt, casos em que a equacdo
seria ndo-linear.

A equagdo é ordindria porque as derivadas sdo ordindrias: nenhuma
delas é derivada parcial. Sua ordem é a da derivada mais alta, d>Q/d#>.

|
=
=

Figura 5: Lei das malhas aplicada ao circuito
da figura 1. As diferengas de potencial anota-
das em cor laranja somam zero.



4 FISICA IV — AULAS DE 24 DE AGOSTO A 15 DE SETEMBRO

A equacdo seria homogénea se o lado direito fosse zero; nessa hipétese,
se Q(t) obedecesse a equagio, entdo AQ(t) também satisfaria. No caso,
porém, a equacdo é nio-homogénea.

A equacao tem coeficiente constantes porque os fatores multiplicando
Q, dQ/dt e d2Q/dt? no lado direito sao constantes (1/C, R e L), inde-
pendentes do tempo. O procedimento que discutiremos a seguir vale
para qualquer equagédo ordindria e linear com coeficientes constantes,
mesmo que sua ordem seja mais alta.

CONDICOES INICIATS

A Eq. (6) ndo é suficiente para encontrarmos a carga Q como fungdo
do tempo. Precisamos, também, da carga inicial Q(t = 0) e da corrente
inicial I(t = 0). Supomos que essas duas grandezas sejam dadas:

Q(0) = Q (7)

I(0) = I, ®)

onde Q, é uma carga conhecida e I, uma corrente conhecida.
As Egs. (6), (7) e (8) definem o problema matemaético que devemos
resolver.

EQUACOES NAO-HOMOGENEA E HOMOGENEA

Calcular a carga Q(t) no capacitor da figura 1 equivale a encontrar
uma fungdo que obedece a equagdo diferencial (6) e satisfaz as condi-
¢des iniciais (7) e (8). Veremos mais adiante que é relativamente facil
encontrar uma solugdo Q = ¢(t) da Eq. (6); infelizmente, a ndo ser em
condi¢des muito especiais, essa solucdo ndo satisfard as condigdes ini-
ciais. Nosso problema, portanto, se reduz a outro: dado uma fungao
q(t) que obedece a Eq. (6), mas ndo satisfaz as condigdes iniciais (7) e
(8), encontrar a solugdo que satisfaz tanto a equagédo diferencial como
as condig¢des iniciais.

A ilustracdo na figura 6 nos ajuda a entender. O plano nela repre-
sentado contém todas as fun¢des do tempo que obedecem a Eq. (6).
Cada uma delas tem um valor inicial Q(0) e uma derivada inicial I(0).
Uma das fungodes, indicada pelo simbolo ® é a solucdo desejada, que
satisfaz as condigdes inicias que nos interessam. A fungdo ¢(t), in-
dicada pelo simbolo , é a solucdo que encontraremos abaixo. Ela
obedece a Eq. (6), mas sua carga inicial e sua corrente inicial, em geral,
estdo em desacordo com as Egs. (7) e (8).

Pode parecer que a diferenca AQ, entre () e Q(t), obedece a
Eq. (6), mas isso ndo é verdade. Para verificar, devemos lembrar que

[()_

Figura 6: Espago das solugbes da Eq. (6).
Cada ponto do plano corresponde a uma so-
lugdo, que satisfaz a um par de condigdes
iniciais [Q(0),1(0)]. A solugao g(t), indi-
cada pelo simbolo ® azul, é a fungéo que en-
contraremos mais adiante, e a solugdo Q(t),
indicada pelo simbolo vermelho, é a fungéo
que satisfaz as condigdes iniciais dadas.
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tanto g(t) como Q(t) sdo solugdes da equagdo diferencial. Temos, por-
tanto, que

a2 . d
Lg+Ry+ 3= e, ©

d? C
Subtraimos, agora, a Eq. (9) da Eq. (6). Resulta que

d2AQ dAQ AQ
an + R——= i C =0. (10)

L

Em outras palavras, a fungdo AQ satisfaz a uma equacéo diferen-
cial homogénea. Essa equacdo é a igualdade que se obtém da Eq. (6)
quando se escreve zero no lado direito, no lugar de £. Por isso, ela
é chamada de equagido homogénea associada & equagdo nao-homogeénea.
Nossa primeira tarefa, portanto, é resolver a equacio diferencial ho-
mogénea associada a Eq. (6). Para isso, convém estudar a Eq. (10).

A EQUACAO HOMOGENEA

Suponhamos que AQ,(t) e AQ,(t) sejam duas fungdes distintas, tais
que Q, (t) ndo seja proporcional a Q, (), que obedecem a Eq. (10). Po-
demos facilmente mostrar que qualquer combinagao linear AQ;(t) =
aAQ; + BAQ,, onde a e B sdo duas constantes, também obedece a
mesma equagdo. Para isso, notamos que

chAQl dAQ, AQ,
T +R ar + c 0 (11)
e
dzA da A
2% +R 2 + 9 =0, (12)

dr? dt C

jd que as duas fung¢des sdo solugdes da equagdo homogénea.
Se agora multiplicarmos os dois lados da Eq. (11) por « e os dois
lados da Eq. (12) por B e somarmos os resultados, veremos que

d2AQ3 dAQ., AQ
R 3 3
e Sar e

=0. (13)

Como queriamos demonstrar, a combinagao linear AQ,(f) obedece a
equagcdo diferencial homogénea.

A equagido homogénea somente admite duas solugdes linearmente inde-
pendentes

Mais ainda, podemos mostrar que qualquer solu¢do da equagdo ho-
mogénea é combinagéo linear de Q, (f) e Q,(t). A demonstragao é por
reducéo ao absurdo.
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Suponhamos que exista uma funcdo Q(t) que obedeca a Eq. (10),
mas ndo seja combinacdo linear de Q; e Q,. A fungdo Q representa
uma carga que varia com o tempo. Ela define, portanto, uma carga
inicial, e sua derivada é uma corrente inicial. Vamos chamarde je7a
carga e a corrente iniciais:

00 =17 (1)
e
e o (15)

De maneira andloga, vamos chamar de g, e i; a carga e a corrente
iniciais da solugdo Q, () e vamos chamar de g, e i, a carga e a corrente
iniciais da solugdo Q,t.

Dadas essas cargas e correntes iniciais, poderemos sempre encon-
trar duas constantes a e b tais que

agy +bg, =4 (16)

ai; +bi, = 1. (17)

De fato, as Egs. (16) e (17) podem ser vistas como um sistema linear
de duas equagdes com duas incégnitas (a e b). Resolvido esse sistema,
encontraremos as duas constantes.

Uma vez que tenhamos encontrado as duas constantes, poderemos
construir a combinagdo linear

f(t) = aQq(t) +bQy(t). (18)

A Eq. (16) mostra que f(0) = 7, e a Eq. (17) mostra que df /dt |,_, =
7. Vemos, portanto, que a fun¢do f(t) obedece a equagdo homoge-
nea (10) e satisfaz as condi¢des inicias nos lados direitos das Egs. (14) e
(15). Logo, f(t) é identica a Q(t).
Eq. (18) na forma

Podemos, portanto, escrever a

Q(t) = aQq (1) +bQy (1), (19)

o que contradiz a hipétese inicial.

Concluimos que a equacdo homogénea tem apenas duas solugdes
linearmente independentes.

Como a figura 6 sugere, as solugdes da equagdo homogénea formam
um espago vetorial com duas dimensdes. Para resolver a equacdo ho-
mogeénea, temos apenas de encontrar duas solugdes distintas.”

'A geometria analitica mostra que, num
plano, ha somente dois vetores linearmente
independentes. Como consequéncia, todos
0s vetores de um plano podem ser escritos
como combinagao lineares de dois versores
de base (£ e 1, por exemplo). Analogamente,
mostramos que ha somente duas solugdes
linearmente independentes da equagao ho-
mogénea (10). Isso significa que, se encon-
trarmos duas solugdes distintas, poderemos
escrever qualquer outra como combinagéao li-
near das duas.
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Solugdo da equagio homogénea.

Antes de comecar a resolver a Eq. (10), vale a pena simplifica-la. Para
isso, dividimos os dois lados por L, para eliminar o fator no primeiro
termo a esquerda, e definimos o tempo de relaxagio

T= % (20)

e a frequéncia de oscilagio
b
VLC’

que denotamos wy, para evitar confusdo com a frequéncia w da fonte

wo

(21)

de tensdo na Eq. (1).

Conforme veremos mais abaixo, T define a escala de tempo ? em que
a corrente decai num circuito RL (como o da figura 1, sem capacitor
ou fonte tensdo), e w, é a frequéncia com que oscila a corrente num
circuito LC (como o da figura 1, sem resistor ou fonte tensao). Por
ora, T e w, sdo duas defini¢des que abreviam a notagdo. Com essas
defini¢des, podemos reescrever a Eq. (10) na forma3

d’AQ 2dAQ )
dfz +¥T +CUOAQ:0 (22)
Para resolver a Eq. (22), procuramos uma solugdo da forma
AQ(t) = exp(st), (23)

onde s é uma constante que deveremos determinar.

Substituimos em seguida o lado direito da Eq. (23) no lugar de AQ
na Eq. (22). Uma vez que derivar a exponencial equivale a multiplica-
la por s, somos conduzidos a expressado

s2exp(st) + 2?5 exp(st) + wi exp(st) = 0. (24)

Como o fator exp(st), que aparece em cada termo no lado esquerdo,
nunca se anula, podemos dividir os dois lados por ele. Encontramos,
entdo, a equagdo do segundo grau

2s
sz—l—?—l—w(%:O, (25)
cujas solugdes sdo
1 142
=4+ (f) — W 6
S p- p- wp (26)

Temos, assim, duas solugdes distintas para a Eq. (22):

AQ, (t) =exp <s+t), (27)

2E facil mostrar que T tem dimensdo de
tempo. A lei de Ohm nos diz que

[V]
[R] = - (3.1)

onde [G] siginifica dimenséo da grandeza G
e V denota o potencial. Por outro lado, ja
vimos que a diferenga de potencial no indutor
é L dI/dt; assim

(L] =~ (-2)

onde T denota a grandeza tempo.
Se dividirmos a Eq. (3.2) pela Eq. (3.1), ve-
remos que

o1 = [T, (3.3)

o que confirma que o lado direito da Eq. (20)
tem dimensdo de tempo. De forma ana-
loga, podemos mostrar que w, tem dimens&o
1/[T], ou frequéncia.

3Todos os termos no lado esquerdo da
Eqg. (22) tém a mesma dimens&o. A dimen-
sdo do primeiro termo é [Q]/[T]>. A do
segundo é também [Q]/[T]?, j& que T é
um tempo. E a dimenséo do terceiro termo
a esquerda é [Q]/[T]* porque w, é uma
frequéncia.
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onde
ey () @
e
AQ_(t) = exp (s,t), (29)
onde
S_ = —%— (%)2—&)5. (30)

Competigdo entre escalas de tempo

A Eq. (26) mostra que a frequéncia de oscilagdo compete com o inverso
do tempo relaxagdo. Se w, < 1/ (isto é, se w,T < 1) o radicando a di-
reita € positivo, e tanto s, como s_ sdo ntimeros reais. Ja se w; > 1 /T,
o radicando ¢é negativo, e a raiz quadrada é um nimero imagindrio.
No primeiro caso, os lados direitos das Egs. (27) e (29) sdo reais; no
segundo, eles sio complexos. E bom discutirmos cada possibilidade
separadamente.

Caso wyT > 1: circuito subamortecido

Quando o radicando na Eq. (26) é negativo, é mais facil definir a
frequéncia positiva

wy = w(z) — (7)2, (31)

que é menor do que wj.
Com essa definigdo, a Eq. (30) fica abreviada:

1 .
Sy = = +iw;. (32)

onde i é a unidade imagindria.

Nesse caso, como ja notamos, os lados direitos das Egs. (27) e (29)
sdo complexos. Podemos, entretanto, trabalhar com fungdes reais.
Para isso, recordamos que qualquer combinacdo linear de duas so-
lugdes da equacdo homogénea é também solucdo. Assim, em lugar
de trabalhar com as fun¢des definidas nas duas equagdes, é preferivel
trabalhar com a soma e com a diferenca delas:

Q. +Q_=exp(—t/T) (exp (iwlt) + exp(—iw1 t)) (33)
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Da expressdo de Euler, exp(if) = cos(0) + isen(f), sabemos que
a soma de exponenciais no lado direito da Eq. (33) é proporcional a
cos(wyt) e que a diferenga é proporcional a sen(w; t):

Q, +Q_ =2exp(—t/1) cos<w1t>, (34)

Q. — Q_ =2iexp(—t/7)sen(w;t). (35)

Os fatores 2 no lado direito da Eq. (34) e 2i no da Eq. (35) ndo sao
importantes, porque estaremos sempre interessados em combinagdes
lineares das duas solugdes. Como o lado direito da Eq. (34) tende a 2
quando t — 0, é conveniente definir uma funcdo igual ao lado direito
dividido por 2, para que a solugdo tenda a unidade quando ¢t — 0.
Chamaremos essa funcdo de Q,, para lembrar que ela funciona como

um versor de base (£) na geometria analitica:
Q,(t) = exp(—t/1) cos(wlt). (36)

Vamos ver, agora, a Eq. (35). A fungdo sen(w,t) no lado direito
tende a zero quando t — 0. Por isso, é impossivel dividi-la por um
fator para fazer a func¢do tender a unidade em t = 0. Entretanto, se
derivarmos os dois lados em relagdo ao tempo, veremos que

d(Q:-Q-)

T = 2iexp(—t/7) ( - %sen(wlt) + w; cos(wt)). (37)

O lado direito da Eq. (37) tende a 2iw, quando t — 0. Para obter um
valor real e unitdrio, definimos uma fungéo Q, igual ao lado direito
da Eq. (35) dividido por 2iw,, ou seja,

sen(w; )

Qy = eXP(—t/T)Tr (38)
1

de forma que a corrente [, = de/dt sejal, =lemt=0.

As duas fungdes reais Q,(t) e Q,(f) sdo solucdes da equagdo dife-
rencial homogénea (22). Sempre que w,T > 1, qualquer outra solugao
da homogénea poderd ser escrita como combinacéo linear das duas.
Em outras palavras, as fungdes Q,(t) e Q,(t) equivalem aos versores
% e  da geometria analitica. Aqui, ndo existe fun¢do equivalente a 2,
porque o espago vetorial, representado esquematicamente pelo plano
da figura 6, tem duas dimensoes.4

As figuras 7 e 8 mostram Q. (t) e Q,(t) para um mesmo circuito,
com os valores indicados de R, L e C. A frequéncia w, = 071 rad/s
é grande em comparagdo com o inverso 1/7 = 1/40s~! do tempo de
relaxagdo.

1

o
o

Q -
20H 1
0.10F

0o = O 7lrad/s

s Ol: [\\/\v{\ /\V/\V/\V/\V/\V,\VAV

Ag orw

t/T

Figura 7: A fungio Q,(t), definida pela
Eqg. (36) para um circuito com os valores in-
dicados de L, Re C. Emt = 0, acarga é
unitaria.

100 -
20H 1
0.10F

bo = 0.711ad/s
405

[\[\/\/\/\/\,\,\/
B 1 LA

R .

g orm

Qy(t)

t/t

Figura 8: A funcéo Qy(t), definida pela
Eq. (38). Pardmetros idénticos aos da fi-
gura 7. No instante t = 0, a carga é nula,

mas a corrente de/dt é unitaria.

4 Sabemos que o espaco vetorial tem duas
dimensobes porque ele admite somente duas
funcgdes linearmente independentes.
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Como os dois gréficos mostram, a carga decai na escala de tempo 7.
Em cada figura, no extremo direito, quando o tempo t chega a 2.57, a
carga ja é bem menor do que no inicio. Entretanto, como a frequéncia
w, é bem maior do que 1/7, o circuito tem tempo para oscilar mais de
dez vezes no intervalo de tempo retratado pelos graficos.

A carga decai em fung¢do do tempo porque a fungdo exponencial nos
lados direitos das Egs. (36) e (38) vai a zero. As fungdes trigonométri-
cas que multiplicam a exponencial fazem a carga oscilar a medida que
decai. Dizemos que o circuito é subamortecido.

Como vocé deve ter aprendido em Fisica I, o um oscilador harmo-
nico mecénico sujeito a pouco atrito viscoso exibe o0 mesmo compor-
tamento e é também chamado de subamortecido. N&o surpreende,
porque a equacdo diferencial para um oscilador harmoénico amorte-
cido livre é equivalente & Eq. (22). Se houver mais amortecimento, isto
é, mais atrito viscoso, o oscilador harmonico deixara de oscilar, como
veremos nas proximas duas segoes.

Caso w,T < 1: circuito superamortecido

Para w7 < 1, as duas raizes no lado direito da Eq. (30) sdo reais. As
duas funcdes definidas nas Eqgs. (27) e (29) sdo, portanto, reais. Po-
demos expressar qualquer solu¢do da equacdo homogénea como com-
binacdo linear das duas. Apesar disso, é conveniente definir funcdes
analogas as das Egs. (36)(38). Com esse objetivo, em analogia com
a frequéncia w,, definimos um segundo tempo de relaxacdo 7; pela
equagao

1 1
— =1/ — w3 (39)

T T2
A subtragdo no radicando no lado direito da Eq. (39) faz com que
1/7 <1/7,0useja, que T > 1.
Assim, podemos desdobrar a Eq. (26) nas igualdades

1 1
sp=——+ (40)
T T1
e
1 1
sS_=————. 1
T "L’1 (4 ) N

Em seguida, por analogia com a Eq. (33), podemos escrever duas
combinagdes lineares das solu¢des nas Egs. (27) e (29):

R=40.00Q
L=20H
C=0.10F

wo = 0.71rad/s
T=1s

Qx(t)

Q+:|:Q_:exp(—t/r)<exp L +exp ! ) (42)

T T 0.4

o

10
t/T

Figura 9: A fungéo Q, definida pela Eq. (43),
para um circuito superamortecido. Em t = 0
a carga é unitaria.
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Como as exponenciais dentro dos parénteses a direita sdo reais,
desta vez encontramos fung¢des hiperboélicas, em lugar de fungdes tri-
gonométricas. Como na Segao Caso w,T > 1: circuito subamortecido,
queremos que a fungdo resultante da soma entre parénteses tenha va-
lor unitdrio no instante t = 0 e que a fungdo resultante da diferenca
tenha derivada unitdria em t = 0. A algebra é muito semelhante e nos
leva as fungdes

Q.(t) = exp(~t/7) cosh (t/7; ) 43)

Q,(f) = 4 exp(~t/7) senh(t/ ). (44)

Como ha perfeita correspondéncia com as fungdes definidas pelas Egs. (36)

e (38), empregamos as mesmas letras para representar umas e outras.

As figuras 9 e 10 mostram as fungdes Q,(t) e Q (f) para um circuito
com L = 20Hz e C = 0.10F, como nas figuras 7 e 8, mas com resis-
téncia maior, R = 20Q). A desigualdade w,T < 1 classifica o circuito
como superamortecido. Como a figura 9 mostra, a fungdo Q,(t) decai
monotonicamente a zero.

A fungdo Q,(t) cresce, inicialmente, porque sua derivada em t = 0,
por definigdo, é unitaria. Logo depois, porém, ela alcanca um méximo
e passa a decair.>

Para w,T < 1, qualquer solugdo da equagdo homogénea (22) pode
ser escrita como combinagao linear das fungdes Q,(t) e Q, (t) definidas

pelas Egs. (43) e (44).

Caso w,T = 1: circuito criticamente amortecido.

A condigdo w,T = 1 define o circuito criticamente amortecido, que se-
para o regime superamortecido (w,T < 1) do subamortecido (w,7 >
1). O caso criticamente amortecido é especial porque o niimero de rai-
zes no lado direito da Eq. (26) deixa de ser dois. Com w,T = 1, a raiz
quadrada no lado direito é nula e ha apenas uma raiz,

s = T (45)

Assim, a hipétese de que as solugdes da Eq. (22) sdo da forma
exp(st) parece conduzir a apenas um resultado,

BQ() = exp(~t/7). (46)

Como precisamos de duas solugdes, isso é insuficiente. Entretanto,
podemos ver o amortecimento critico como limite do subamorteci-
mento quando wyT — 1.

1 [ T T T

0.8

R =40.0Q
L=20H
0.6 C=0.10F

wp = 0.71rad/s
T=1s

Qy(t)

0.4

0.2

t/T

Figura 10: A funcdo Q, definida pela
Eq. (44), para um circuito superamortecido.
Em t = 0 a carga é nula, mas a corrente é
unitaria.

5 As duas fungdes hiperbdlicas nos lados di-
reitos das Egs. (43) € (44) crescem exponen-
cialmente para t — oo, mas como 1/T1 é
menor do que 1/T, a exponencial decres-
cente exp(—t/7) faz o produto decrescer a
medida que t aumenta.

Em lugar de pensar no caso criticamente
amortecido como limite do regime subamor-
tecido, podemos encara-lo como limite do
regime superamortecido. Para isso, temos
de voltar a Eq. (39) para ver que, quando
w,T — 1, o lado direito tende a zero. Quer
dizer que 1/7; — 0. O argumento do seno
hiperbdlico no lado direito da Eq. (44) é, por-
tanto, muito pequeno, e senh(t/ 7, ) tende a
f/T‘ . Assim, a Eq. (44) se reduz a forma

Q

=y

texp(—t/T) (wt =1),

exatamente como na Eq. (48).
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Na pratica, significa examinar as Egs. (36) e (38) nesse limite. Com
w,T =1, o lado direito da Eq. (31) se anula. Assim, w; = 0. A Eq. (36)
mostra, imediatamente, que

Qu(t) =exp(~t/1)  (wpT=1). (47)

Essa igualdade coincide com a Eq. (46) e ndo traz, portanto, nada
de novo. Ndo nos ajuda a encontrar uma segunda solucao.

A Eq. (38) é mais instrutiva. No limite w, T — 0, a razdo sen(w; t)/w,
tende t. Consequentemente, a Eq. (44) se reduz a

Q,() = texp(~t/7)  (wyT =1). 49)

Esta é a solugdo que procurdvamos: ela obedece a equagdo homogé-
nea (22) e é distinta da func¢do na Eq. (47).

As figuras 11 e 12 mostram as fungdes Q. (t) e Q,(t) para um cir-
cuito criticamente amortecido. O grafico na primeira figura é muito
parecido com o da figura 9. Isso ndo é surpresa, porque o produto
w, T nesta tltima vale 0.71, muito perto da unidade. Da mesma forma,
o grafico na figura 12 é semelhante ao da figura 10.

O decaimento nas figuras 11 e 12 é, porém, mais rdpido do que
nas figuras 9 e 10. Se comegarmos com o circuito criticamente amor-
tecido (w,T = 1) e reduzirmos progressivamente wT, veremos que
as fungdes Q,(f) e Q,(t) decaem mais e mais devagar & medida que
o amortecimento cresce, porque as fung¢des hiperbodlicas que multipli-
cam exp(—t/T) no regime superamortecido parcialmente compensam
o decaimento exponencial.

Quadro geral

Em resumo, encontramos as fungdes Q. (t) e Q,(t) para os regimes
super- sub- e criticamente amortecidos. Para qualquer valor de w,T,
encontramos, assim, a solucdo da equagdo diferencial homogénea (22).
A tabela 1 lista as fungdes Q,(t) e Q, () para cada regime.

Regime woT exp(t/T)Qy  exp(t/7)Q,
w4t
Subamortecido >1  cos(w,t) sen(w, )
w
1
Criticamente amortecido 1 1 t
t t
Superamortecido <1 cosh (—) T, senh (—)
! !

Como a tabela mostra, todas as solugdes da equagdo diferencial ho-
mogénea decaem com tempo, em propor¢do a exp(—f/7) ou ainda
mais rapido.

0.8

R=2830Q
L =200H
0.6 C=0.10F
wo =0.71rad/s
T=141s
0.4

0.2

Wi nnnllnnnnnllnnnnnllnnannllnnnnnd

)
[
~

t/T

Figura 11: A fungdo Q.(t) definida pela
Eq. (47), para o caso circuito criticamente
amortecido.

0.8

.
F R=12830
[ L=20.0H

0.6}~ C=0.10F

F wo = 0.71rad/s

r T=141s

Qy(t)

0.4

0.2

b

t/T

Figura 12: A funcdo Q,(t) definida pela
Eq. (48), para o caso circuito criticamente
amortecido.

Tabela 1:  Solucdes Q, e Q}/ da equagao
diferencial homogénea. Em cada regime, to-
das as solugdes da equagdo homogénea sao
combinacdes lineares das fungdes listadas.
Para abreviar, como indicado, cada funcédo
aparece multiplicada por exp(t/T), o que
equivale a dividi-la pelo fator exponencial que
aparece no lado direito das equacdes que de-
finem as fungdes Q. (t) e Q (f).
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O diagrama da figura 13, que tem a estrutura da figura 6, nos
ajuda a visualizar a consequéncia desse decaimento. J4 vimos, na Se-
¢do A EQUAGAO HOMOGENEA , que a diferenca AQ entre duas solugdes
da equacdo ndo-homogénea (6) é uma solucdo da equacgdo homogé-
nea (10). Vemos agora que as solu¢des da equacdo homogénea ten-
dem a zero para tempos grandes. Significa que todas as solucdes da
equacdo ndo-homogénea tendem para uma mesma solugdo 4(t) para
tempos £ > T.

A solugdo g(t) é, portanto, especial. Ela varia com o tempo, mas
a variagdo é periddica e, portanto, duradoura. Para tempos grandes,
enquanto a fonte de tensdo fornecer a forca eletromotriz £, a carga no
capacitor da figura 1 sera dada pela funcdo ¢g(t). Chamamos 4(t) de
solugdo estaciondria. O circuito da figura 1 possui uma solugao estacio-
ndria, que depende apenas de R, L, C e £(t).

Nosso tnico problema, agora, é encontrar a fungao q(t). Uma vez
que a encontremos, poderemos calcular a carga Q(t) que resolve a
Eq. (6).

Vale a pena recapitular o procedimento. Queremos calcular a carga
num circuito dado, com condigdes iniciais especificadas pela carga ini-
cial Q(t = 0) = Qo e pela corrente inicial I(t = 0) = Iy. Digamos
as condigdes iniciais correspondam ao ponto Q, na figura 13. Para
encontrar Q,, como a figura mostra, precisamos somar a q(t) a dife-
renca AQ,. Esta dltima pode ser escrita como combinagéo linear das
fungdes Q, e Q,, que podem ser encontradas na linha da tabela 1
correspondente ao circuito: se este for superamortecido, por exemplo,
tomaremos as fung¢des na udltima linha.

Teremos, entdo, que

AQb(t) =aQ,(t) + ,BQy(t)' (49)

onde « e B sdo duas constantes a determinar.
Se g(t) for conhecida, poderemos imediatamente escrever que

Qp(#) = aQy () + BQy(t) +g(t). (50)

Com isso, o problema fica praticamente resolvido, restando apenas
escolher as constantes a e B que satisfazem as condi¢des iniciais:

Qp = «Q(0) + BQ,(0) +4(0) (51)
e
_dQ, dQ dg
Io_adt o+ﬁd7ty‘to+ao' (52)

Temos, assim, duas equag¢des com duas incégnitas (« e §). Resolvido

6

esse sistema, © encontraremos as duas constantes que faltavam para

1(0) ® Q.
g DQ c
L y
24 ‘"X‘ (12 b
%
® Qa
Q(0)

Figura 13: Evolugédo temporal das solugdes
da Eq. (6). A fungéo q(t) para a qual todas as
demais convergem, é a solugao estacionaria.

6 Resolver o sistema é f4cil, porque todas as
fungdes Q, na tabela 1 se anulam em t =
0. Assim, a Eq. (51), por si s6, determina
«. Uma vez que tenhamos encontrado «, a
Eq. (52) determinara .
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completar o lado direito da Eq. (50) e determinaremos a solugéo Q, (1)
da equacdo ndo-homogénea. Isso resolverd nosso problema.

Falta apenas determinar a solugdo especial g(t), e esse é o assunto
da préxima segéo.

A SOLUGAO ESTACIONARIA

Para recapitular, a solu¢do da equagdo ndo-homogénea (6) que deter-
mina a carga que se acumula no capacitor da figura 1 depende das
condigdes iniciais. Essa dependéncia, entretanto, é efémera. Depois
de algum tempo, a evolugdo da carga se torna independente das con-
dicdes iniciais e passa a depender apenas da forga eletromotriz £(t)
gerada pela fonte de tensdo alternada.

Regimes transiente e estaciondrio

Como ilustragdo, a figura 14 mostra a evolucgdo temporal da carga no
circuito da figura 1 para os valores indicados de C, R, L e £. Ainda ndo
sabemos obter esse grafico, mas é instrutivo discuti-lo antes da hora,
porque ajuda a entender o objetivo que procuramos.

Na regido da direita do grafico, para t > 57, a corrente oscila regu-
larmente, com frequéncia igual a frequéncia w da forga eletromotriz.
Nesse dominio do tempo, ela estd no regime estacionario, no qual per-
manecera indefinidamente.

Antes disso, o comportamento depende das condigdes iniciais. No
exemplo da figura, com as condigdes iniciais indicadas, nos primeiros
instantes a carga oscila com amplitude relativamente grande. A me-
dida que o tempo corre, a amplitude diminui. Por volta de t = 7, o
padrdo oscilatério se torna irregular. Mais adiante, esse padrédo cede

N

lugar a oscilagdo uniforme, com frequéncia mais alta, que define o
regime estaciondrio.

O intervalo desde t = 0 até a estabilizagdo do regime estaciondario
é chamado de transiente. Matematicamente, durante o transiente a a
solugdo AQ(t) da equacdo homogeénea contribui apreciavelmente para
a carga Q(t). Como AQ(t) decai na escala de tempo 7, depois de
alguns intervalos T (depois de cinco intervalos T, para as condigdes
iniciais da figura 14) a contribuicdo de AQ se torna insignificante e a

carga passa a ser descrita pela solugdo estaciondria q(t).

Solugdo estaciondria

Queremos encontrar a funcdo ¢(t) que satisfaz a Eq. (6) para tempos
longos. Se dividirmos os dois lados da Eq. (6) por L, poderemos intro-
duzir o tempo de relaxagdo T e a frequéncia livre w,, definidos pelas

R=1.0Q & =02V
l =20.0H w =1.0rad/s

| lNH‘\lm/WW\““WI
I

!III!WIIIII\I!IHIIlI

710:— ! "u“ ‘H

Q 0 \‘

20 -

Q(t)(mC)

———

cionério

Il wmwwm

Figura 14: Carga no capacitor da figura 1 em
fungdo do tempo, para a capacitancia, a re-
sisténcia, a indutancia e os parametros da
fonte de tensdo dados. As condiges iniciais
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Egs (20) e (21) para obter a expressdo

2
% + %% + wiq = % cos(wt). (53)

Mesmo sem a evidéncia apresentada na figura 14, podemos ver que
q(t) deve oscilar com a frequéncia da forca eletromotriz. Como ja
explicado, a solugdo estaciondria independe das condicdes iniciais. Ela
é determinada, unicamente, pela forca eletromotriz £(t). Dado que
esta é periodica, com frequéncia w, esperamos que 4(t) tenha a mesma
frequéncia. Poderiamos imaginar que q(t), assim como £(t), deva ser
proporcional a cos(wt), mas se verifica facilmente que essa hipdtese
é incorreta. Para isso, basta substituir A cos(wt) no lugar de g(t) na
Eq. (53). A derivada no segundo termo a esquerda, gera a fungdo
—w sen(wt), que ndo é proporcional a cos(wt). Significa que A cos(wt)
ndo é 7.

Poderfamos procurar uma solugdo que fosse combinagdo linear de
cos(wt) com sen(wt). Existe, porém, uma alternativa que se mostra
mais prética, como veremos.

Para encontrar g(t), em lugar de trabalhar com a Eq. (53), iremos
resolver outra equagédo diferencial ndo-homogénea:

2
% + %% + Wiz = % exp(iwt). (54)

Pode parecer que essa mudanga é uma complicagdo sem sentido.
Entretanto, se tomarmos a parte real da Eq. (54), veremos imediata-
mente que

2
d (I;;(Z) + %deet(z) + wiRe(z) = % cos(wt). (55)

Aqui, ao escrever o lado direito, lembramos que exp(if) = cos(8) +

isen(0); consequentemente, a parte real de exp(iwt) é cos(wt).

A Eq. (55) mostra que a parte real da varidvel z obedece a equa-
¢do diferencial ndo-homogénea. Se conseguirmos resolver a Eq. (54),
poderemos em seguida tomar a parte real de z para encontrar uma
solugdo da Eq. (53). Para garantir que essa solucdo encontrada seja a
estaciondria, vamos exigir que a dependéncia de z com o tempo seja
oscilatoria, com frequéncia w. Em outras palavras, vamos impor que

2(t) = zg expliwt), (56)

onde z, é uma varidvel complexa que sera ajustada para que z(t) obe-
deca a Eq. (54).

Enquanto a derivada da fungdo cosseno é o seno, a derivada da
exponencial é ela mesma. Por isso, ja temos certeza de que o lado
direito da Eq. (56) transformara a Eq. (55) numa expressdo explicita

15
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para z;. De fato, a substituicdo do lado direito da Eq. (56) no lugar de
z gera a igualdade

—w?zy exp(iwt) + ZITwzo exp(iwt) + wlzy exp(iwt) = % exp(iwt).
(57)

O préximo passo consiste em dividir os dois lados pelo fator co-
mum exp(iwt) e fatorar z, no lado esquerdo. Resulta a igualdade

2iw &
(wh—w?+ =)z = 2, (58)
ou seja,
& 1
zg= 7 - (59)
0 wz Y + 2170‘]
e, portanto,
& exp(iwt)

W} — w?+ —
T

Achamos assim a solucdo desejada para a Eq. (54). Precisamos ape-
nas encontrar a sua parte real para determinar (), o que exige dividir
o numero complexo z,, = exp(iwt), no numerador, pelo nimero com-

2iw .
plexo z; = w3 — w? + =—, no denominador.
T

Para isso, convém escrever os dois na forma polar®

z = |z|exp (iarg(z)), (62)

onde |z| é o mddulo e arg(z), o argqumento ou a fase de z.
O numerador z, ja estd na forma polar. Resta encontrar o médulo e
a fase do denominador. Uma vez que a parte real de z, é

Xy = w% —w?, (63)
e a parte imagindria é
2w
yd = 7/ (64)
vemos da figura 15 que
4w?
|24 = [ (0§ — w?)? + - (65)
e
¢ = arg(z,) = arctg (2760) (66)
T(wi — w?)

Im 2 z
N
N y
X \1*\ A
I Rez

Figura 15: Moédulo e fase do nimero com-
plexo z = x +iy. Como tanto x como y
podem ser negativos, a fase pode estar em
qualquer quadrante.

8 Qualquer ndmero complexo z tem uma
parte real x e outra imaginaria y. Pode, por-
tanto, ser escrito na forma cartesiana

z=x+1y. (8.1)

A Eq. (8.1) é muito conveniente para adi-
¢do ou subtragado de dois nimeros comple-
xos. Dados z; e z,, temos que

zEz =xExn+ily; £y). 62)

Para multiplicar e dividir a forma (8.1) € me-
nos atraente. Ela permite efetuar as duas
operagdes, mas as expressdes envolvidas
sdo pouco praticas. Por exemplo, o produto
é

2125 = X912 — 1Yo T (XY, + XoU1).-
(8.3)

Felizmente, ha uma alternativa. O nu-
mero complexo pode ser escrito na forma po-
lar (62).

Dados x e y, aplicamos trigonometria ao tri-
angulo da figura 15 para obter o modulo |z| e
o argumento arg(z):

|z = \/** + 37 (8.4)

argz = arctg(%). (8.5)

Uma vez que tg(m +a) = tg(a), a
Eq. (8.5) é ambigua: se y = x, por exemplo,
arg(z) tanto pode ser 71/4rad como pode
ser 57t /4rad. Para remover a ambiguidade,
0 mais simples é notar que 0 < argz < 71
quando y > 0 e m < argz2m quando
y < 0. Assim, se x = y = 2, a fase
sera arg(z) = 7t/4rad, enquanto que, para
x =y = —2, afase serd 57t /4rad.

Da figura 15, dados |z| e argz, podemos
encontrar as partes real e imaginaria de z:

x = |z| cos(arg z) (8.6)
y = |z| sen(argz). (61)
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z

Dado que a parte imagindria é sempre positiva, a fase ¢ estard no
primeiro quadrante se w, > w e no segundo se w; < w.

Encontrados o médulo e o argumento do denominador, podemos
efetuar a divisdo no lado direito da Eq. (60). Resulta que

g ©xP <i(wt — 4)))
T )
\/(w% —w?)2+ 41%2

Podemos, agora, tomar a parte real da Eq. (67) para encontrar a

z(t) =

(67)

solucdo estaciondria q(t) = Rez(t):

a(t) = @ cos(wt — ¢) 69)

L 402
\/(w% — w2)2 + ?

Como ja esperavamos, ¢(t) ndo é proporcional a cos(wt). A carga é

uma funcéo periédica do tempo, com frequéncia w, mas ela é atrasada
de ¢/w em relagdo a forga eletromotriz. A forca eletromotriz é maxima
quando t = 0; jd a carga no capacitor somente alcangard o maximo
algum tempo mais tarde, quando t = ¢/ w.

Solugdo completa da equagdo nio-homogeénea

De posse da solugdo estaciondria () na Eq. (68), passamos agora a
procurar pela solu¢do da equagdo ndo-homogeénea que satisfaz as con-
dicoes iniciais.9 Na prética, como ja explicado na Se¢do , nossa tarefa
é encontrar as constantes « e  que ajustam a fungao

Q) = aQy () + BQy (1) +4(t), (69)

onde Q, e Qy sdo as funcdes listadas na tabela 1, para o regime a
que pertence o circuito que nos interessa, e 4(t) é a solugdo estaciona-
ria (68).

Um exemplo concreto sera suficiente para vermos como os coefici-
entes « e § sdo encontrados.

Ajuste da solugdo as condigdes iniciais

Como ilustragdo do procedimento, vamos voltar ao circuito da figura 1
com os parametros

R=10

L =20H,

C =0.2F, (70)
& =02V,

w = 1rad/s,

9 Como o exemplo na figura 14 mostra, a so-
lucéo estacionaria é, em geral, incompativel
com as condigdes iniciais. No instante t = 0,
acarga q(f) vale
el e
q(0) = 0 L (9.1)
L / " 4w*

/ (LUZ w?)2 4
\‘ ) ) >
/ 2

E também facil determinar a corrente inicial:
basta derivar a Eq. (68) em relagao ao tempo
para ver que

w&y sen(¢)
L / - -l-(U:

/ bl
\e (wg — w=)= 4 5
/ T

1(0) =

Os lados direitos das Egs. (9.1) e (9.2) de-
pendem apenas dos elementos do circuito;
nada tém a ver com a carga no capacitor ou
a corrente que circulava no instante em que o
circuito foi fechado. A carga e a corrente ini-
ciais podem, por exemplo, ser iguais a zero, 0
que é incompativel com as Egs. (9.1) e (9.2).
Ou podem ter dois outros valores Q(0) e
1(0) quaisquer; a ndo ser no caso excepcio-
nal em que Q(0) coincide com o valor numé-
rico do lado direito da Eq. (9.1) e I(0) coin-
cide com o da Eq. (9.2), a carga Q(t) tera um
comportamento transiente antes de entrar no
regime estacionario, como ilustrado pela fun-
¢ao na figura 14.
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iguais aos que aparecem na figura 14.
Aqui, porém, vamos trabalhar com condigdes iniciais diferentes:™°

Q(0) = I(0) = 0. (71)

Podemos esperar um comportamento distinto do que é mostrado
na figura 14. A solugdo estaciondria, claro, serd a mesma.

Para encontrar os coeficientes a e , antes de mais nada precisamos
encontrar o regime a que pertence o circuito. Calculamos, portanto, o
tempo de relaxagdo 7 e a frequéncia livre wj:

T=2LR =40s (72)

wy = \/1Lf = 0.5rad/s. (73)

Podemos ver que w,T = 20, o que siginifica que o circuito é suba-
mortecido. Ndo surpreende, visto que o transiente na figura 14 é osci-
latério. Aqui, também, esperamos ver oscilagdes durante o transiente.
Se o circuito fosse superamortecido, o transiente decairia exponencial-
mente sem oscilar.

Dado que o circuito € subamortecido, as funcdes Q, e Q, que nos
interessam sdo as da primeira linha na tabela 1, ou seja, as dadas pelas
Egs. (36) e (38), onde™

— 1 _
wy =\Wg— 5 = 0.50rad/s. (74)

Conhecidas as duas fun¢des de base, podemos agora calcular os
coeficientes « e B. Para encontrar o primeiro, basta impor a condigdo
Q(0) = 0 na Eq. (69). Uma vez que Q,(0) =1e Q,(0) = 0, no instante
inicial a Eq. (69) assume a forma que

0 =a+q(0). (75)

O valor inicial de g(0) é dado pela Eq. (9.1). Substituidos os para-
metros do circuito, encontramos que

q(0) = —13.3mC (76)
e, da Eq. (75), que
a = 13.3mC. (77)

Para encontrar f, precisamos derivar a Eq. (69) em relacdo ao tempo
e, em seguida, fazer t = 0. Isso mostra que

de de dq
dt li=o +h dt t:0+ dt li=o’

[(0) = & (78)

' A carga inicial na figura 14 também é zero,
mas como a corrente inicial é diferente de
zero, as condigOes iniciais sado distintas e,
como veremos a seguir, o transiente é bem
diferente.

" Como w,T é grande, a frequéncia w; é
praticamente igual a w, tdo proxima de w,
que precisariamos de mais casas decimais
para distinguir a diferenca.
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O lado esquerdo da Eq. (78) é zero (condicdo inicial). Para encontrar
o primeiro termo no lado direito, derivamos a Eq. (36) em relagdo ao
tempo, para ver que

dQ, 1
dt li=o (79)
A fungdo Q, € definida de forma que
dQ,
b=t (80

E, finalmente, o lado direito da Eq. (9.2) nos d4 o ultimo termo da
Eq. (78):

dq
T —0.88mA. (81)
Tudo considerado, temos que
0= —% 4B —0.88mA, (82)
ou seja, que
133 x 1073
= % +0.88 %1073 = 1.21 mA. 83)

A carga no capacitor, em mC, é, portanto,
Q(t) = exp(—t/40) (1.33 cos(0.5¢) +2.42sen(0.5)) +q(t),  (84)
onde a fungdo ¢(t) é dada pela Eq. (68), que se reduz a expressao
q(t) = 13.3cos(t — 3.1)mA. (85)

Aqui, a unidade de tempo é segundo e o do argumento do cosseno,
radiano.

Vemos aqui, como na figura 14, comportamentos distintos para tem-
pos curtos (! < 5T) e tempos longos. Na etapa transiente, os dois
primeiros termos no lado direito da Eq. (84) ddo contribuigdo para a
carga. Entretanto, como o fator exp(—t/7) multiplica tanto a funcao
Q, como a Qy, os dois primeiros termos se tornam insignificantes
parat > 5T

A flgura 16 foi desenhada na escala temporal de 7, para exibir a
transicdo entre os regimes transiente e estacionario. Para mostrar as
oscilagdes, a figura 17 mostra o comego do transiente na escala do pe-
riodo das oscilagdes da forga eletromotriz. Nela, podemos comprovar
que a carga e a corrente se anulam em { = 0. O perfil dentado das
oscilagdes se deve a interferéncia entre as fungdes Q. (t) e Q,(t), que
tém frequéncia w; e decaem exponencialmente, aos poucos, e a fun-
¢do ¢(t), que tem frequéncia w e amplitude constante. Com o correr
do tempo, as primeiras desaparecem e a carga passa a ser a fungdo
harmoénica do tempo que emerge na metade direita da figura 16.

R=1.00 & =02V
L 70 OH w =1.0rad/s

T

zo:—

>

Q(t)(mC)

UL

lul, W'W I
j Q(0)=0
-2 100) =0

L
3

I wwwwwl

o
~
w
IS
@
o
o
o

t/T

Figura 16: Carga em fungao do tempo, dada
pela Eq. (84). Os parametros do circuito s&o
0s mesmos que aparecem na figura 14, mas
a corrente inicial é nula.

2para t = 57, o fator exp(—t/T) vale
6.7 X 1072, menor do que 1%. A menos que
um dos coeficientes « e 5 seja muito grande
em comparagao com a amplitude da solucao
estaciondria, é boa aproximagao desconside-
rar a contribui¢céo da solugdo da equacao ho-
mogénea.

[T T T T T 7
R £ =02V QM0

200 w=10rad/s 1(0) =0

Q(t)(mC)

Figura 17: Ampliagdo da regido t < T da fi-
gura 16.
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Impedincia

Quando hé interesse no comportamento inicial da carga ou na cor-
rente, o procedimento descrito na Sec¢do é indispensavel. Frequente-
mente, porém, o tempo de relaxa¢do T é curto em comparacdo com o
tempo em que é realizada uma medida. O foco do estudo ¢, entdo, a
corrente estaciondria. Esta tiltima pode ser encontrada de forma mais
simples, como veremos a seguir.

Na base do novo método estd a Eq. (57), que determinou a fungdo
complexa z(t), cuja parte real é a carga. Uma vez que estamos mais in-
teressados na corrente, em lugar de calcular z(t), tomar sua parte real
e derivar em relacdo ao tempo para encontrar I(t), vamos trabalhar
com a fungdo complexa

_dz
cuja parte real é a corrente:
I(t) = Reu(t). (87)

Da expressdo z = z, exp(iwt), segue imediatamente que

u(t) = iwz(t), (88)
ou seja
u
z= o (89)

Podemos agora substituir o lado direito da Eq. (89) no lugar de
zy exp(iwt), na Eq. (57). Resulta que
wiu €

iwu + gu + - (90)

T iw L’ ?

Multiplicamos agora os dois lados da Eq. (90) e recordamos as defi-
ni¢des T =2L/R e w(z) =1/(LC), para ver que

u
jwLu+ Ru+ —— = €.
iwLu + u+iwC & (91)
No lado direito da Eq. (91), podemos fatorar a fungdo u, para obter
o resultado

1
iwL+ R+ —)u =
(lw + + lwc)u g/ (92)
que pode ser visto como generalizagdo da lei de Ohm, AV = RI.
A generalizagdo estende a lei de Ohm de duas maneiras. Em pri-
meiro lugar, ela leva a relacdo AV = RI do eixo real para o plano

complexo. Em segundo, ela define grandezas anélogas a resisténcia
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para os dois elementos reativos do circuito, o capacitor e o indutor.
Mais formalmente, definimos a impedincia dos elementos resistivo e
reativos do circuito pelas igualdades

ZR =R, (93)
para o resistor,
Z, = iwL, (94)
para o indutor e
1
Ze=——=

para o capacitor.

Como veremos mais adiante, o fatore i no lado direito da Eq. (94)
e 1/i no da Eq. (95), que tornam imagindrias as impedancias do in-
dutor e do capacitor, ttm uma interpretacao fisica. Eles indicam que
os elementos reativos tendem a deslocar a fase da corrente em relacdo
a da forga eletromotriz £(t). Especificamente, se £(t) = &y cos(wt),
a corrente serd proporcional a cos(wt — ¢); na auséncia de elementos
reativos, a fase ¢ é nula. O indutor tende a fazer ¢ se aproximar de
7t/2, que é a fase do niimero complexo i, enquanto o capacitor tende
a fazer ¢ se aproximar de —71/2, que é a fase do ntimero 1/1i.

Para explorar o conceito de impedancia, aplicamos a lei das malhas,
de Kirchoff, ao circuito da figura 1. Para isso, seguindo o tratamento
tradicional, como indica a figura 18, escolhemos um sentido para a
corrente. Em seguida, percorremos o circuito, por exemplo, no sentido
A—- B — C—= D — A. Ao atravessar um elemento com impe-
dancia Z, contabilizamos perda complexa de potencial —Zu, negativa
porque estamos avancando no sentido da corrente. Ao atravessar a
fonte de tensdo, do polo negativo para o positivo, contabilizamos ga-
nho &, exp(iwt). Assim, ao voltar ao ponto de partida, a soma das
perdas e ganho complexos nos conduz ao resultado

—(iwL+ R+ .L)u—i-é’o exp(iwt) =0, (96)
iwC
que concorda com a Eq. (92).

O mesmo raciocinio pode ser aplicados a circuitos mais elabora-
dos, com mais elementos e malhas. A tnica restricdo é a dependéncia
temporal das forcas eletromotrizes: na hipétese de haver mais de uma
fonte de tensdo, o conceito de impedancia somente faz sentido se todas
elas tiverem a 3

Ressondncia

O circuito simples na figura 18 serve como ilustracio de um dos as-
pectos mais importantes da fisica das oscilagdes: a emergéncia de uma

I5 6250 p(iwt)

A I\/\/\/ D

R

Figura 18: Atribui¢ao de sentido a corrente no
circuito da figura 1.
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ressondncia, quando a frequéncia w do gerador se aproxima da frequén-
cia livre w, do circuito. A dlgebra que pde em evidéncia a ressonancia
pode comecar na Eq. (96).

A partir dela, podemos imediatamente encontrar a corrente com-
plexa:

Eop exp (iwt)

u(t) = 1
R+i(wL — E)

, (97)

que é, como podemos ver, a razdo entre dois ntiimeros complexos: a
forca eletromotriz complexa £ e a impedancia do circuito

1
Z=R+i(wL—-—). 8
+i(wl - —=) (98)
Para efetuar a divisdo, precisamos do numerador e do denominador
em forma polar. O numerador ja estd nessa forma. A figura 19 nos
ajuda a determinar o médulo |Z| e a fase ¢ da impedancia. Pitadgoras
nos diz que

1
Z| =1/R? L——)3
|Z| \/ +(wl = —=) (99)
e a trigonometria, que

1
L— —
v wC

R (100)

¢ = arctg

Como podemos ver, tanto o médulo como a fase de Z dependem
da frequéncia. Para frequéncias muito altas, a parte imagindria da
impedancia é, aproximadamente, wL. Nesse limite, |Z| se torna muito
grande e ¢ — 71/2.

Quando, ao contrdrio, a frequéncia tende a zero, Z se aproxima da
impedancia do capacitor. O médulo novamente cresce, mas a fase se
aproxima de —7/2.

Entre os dois extremos hd uma faixa de frequéncias em que R >
|wL —1/(wC)|. Essa regido, em que a impedancia é aproximadamente
igual a R, ou seja, em que |Z| =~ R e ¢ =~ 0, define a ressonancia.

Para ver como a corrente se comporta na ressonancia, efetuamos a
divisdo no lado direito da Eq. (97):

& .
u(t) = ﬁ exp (z(wt - (p)) (101)
e projetamos no eixo real para encontrar a corrente:

I(t) =Reu(t) = % cos(wt — ). (102)

ImZ
wL —
¢ .L l
. wC
|
;1 i R ReZ
wC

Figura 19: Representacdo da Eq. (98) no
plano complexo.

1 20.0Q

L=10H
08 C=1mF

& =20.0V
0.6

Lo/Tw,

0.4

0.2

0

0

w

w/woy

Figura 20: Amplitude I, da corrente em fun-
¢ao da frequéncia. A amplitude é o fator que
multiplica a fungao cosseno na Eq. (102)
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A corrente, como podemos ver, oscila com amplitude &/ |Z| e frequén-

cia w. A amplitude é médxima quando a parte imagindria de Z se anula,
ou seja, quando

1
L=—.
w oC (103)
A igualdade (103) ocorre na frequéncia
w = L = wy. (104)

Para w = w,, a amplitude da corrente é £/R. A figura 20 mostra a
amplitude, dividida pelo méaximo, em funcédo da frequéncia, dividida
por w,. A amplitude é nula para w = 0, passa pelo mdximo em
w = w, e decai a medida que w — .

Ha portanto trés comportamentos. Para w < w, o termo domi-
nante no lado direito da Eq. (98) é a impedancia do capacitor, que é
inversamente proporcional a w. Para interpretar fisicamente o com-
portamento a baixas frequéncias, podemos portanto deixar de lado o
resistor e o indutor. No limite w — 0, a fonte de tensao equivale a uma
bateria, que fornece forca eletromotriz constante. Nessas condicoes, a
bateria carrega o capacitor até que a diferenca de potencial nele seja
igual a tensdo fornecida pela fonte; o circuito entra entdo no regime
estaciondrio e a corrente vai a zero. Essa conclusdo concorda com o a
tendéncia do gréfico da figura 20 no canto inferior esquerdo.

Na regido da ressonancia, com w ~ w,, 0s termos imaginarios no
lado direito da Eq. (98) se cancelam, aproximadamente, e como ja dis-
cutido, a impedancia Z se aproxima de R. Para interpretar o com-
portamento da corrente, podemos imaginar que o resistor foi ligado
diretamente entre os polos da fonte de tensdo. Nessa aproximagdo, a
corrente é &y cos(wt)/R. Esse resultado concorda com a Eq. (102), pois
a fase ¢ se anula para w = w;, como mostra a Eq. (100). E concorda
também com a conclusdo de que a amplitude méxima da corrente é
& /R.

Na regido w > w,, o lado direito da Eq. (98) ¢ dominado pela impe-
dancia iwL do indutor. Dito de outra forma, a corrente é determinada
pela indutincia L. Para altas frequéncias da forca eletromotriz, a im-
pedéncia Z; se torna muito grande, porque a lei de Lenz faz com que
o indutor se oponha a variagdes rdpidas da corrente. Isso explica por
que a amplitude da corrente se torna pequena na regido direita da
figura 20.

A figura 21 mostra a fase ¢ da impedancia Z em funcéo da frequén-
cia da forga eletromotriz. Na regido de baixas frequéncias, w <
W, como ja vimos, a impedancia se aproxima da impedancia Ze =
1/(iwC), do capacitor. A figura 19 mostra que, nessas condicdes, a
fase fica perto de —m/2, em acordo com o limite w — 0 do gréfico

T/ 2 e T T T T T T

/-

¢(rad)

—m/4 |-

SE v b
w

w/wy
Figura 21: Fase da impedancia na Eq. (98)

em funcéo da frequéncia da forga eletromo-
triz.
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na figura 21. Na regido da ressonancia, w ~ w,, a impedancia Z se
aproxima da impedancia Zy, que é real. Assim, a fase ¢ fica perto de
zero, como podemos ver na figura 21.

Finalmente, na regido de alta frequéncias, com w > w,,, a impedan-
cia Z é praticamente igual a Z; e a fase ¢ na figura 19 se aproxima
de /2. Consistentemente, na figura 21, quando w cresce e atravessa
a ressonancia, isto é, quando passa de w < w, para w > w,, a fase
cresce rapidamente, torna-se positiva e logo se aproxima de 7t/2rad.

Poténcia média

Para discutir fisicamente a ressonancia, é instrutivo calcular a poténcia
média fornecida pela fonte de tensdo. Quando uma carga Aq percorre
o circuito, desde o polo positivo até o polo negativo da fonte, a energia
fornecida a ela pelo gerador é o produto da diferenca de potencial
pela carga: £Aq. A poténcia, igual a energia dividida pelo intervalo de
tempo ¢, portanto,

A

P(t) = EX0 = E(DI(E). (105)

A combinacio da Eq. (102) com a expressdo &(t) = & cos(wt) para

a forga eletromotriz da fonte de tensdo conduz, entdo, a seguinte ex-

pressdo para a poténcia

52

P(t) = |70\ cos(wt) cos(wt — ). (106)

Essa igualdade é pouco conveniente, porque é o produto das duas

fungdes trigonométricas gera uma dependéncia temporal que depende

da fase ¢ e é pouco atraente para interpretacdo. Por isso, € mais con-

veniente 4 o segundo cosseno no lado direito. Resulta que

52

P(t) = |70 ( cos(¢) cos?(wt) + sen(¢) cos(wt) sin(wt)). (107)

E possivel simplificar ainda mais o lado direito. Para isso, recorre-
mos a figura 19, para ver que

cos(¢) = (108)

sen(¢) = 1zl (109)

Podemos agora substituir o lado direito da Eq. (108) no lugar de
cos(¢) na Eq. (107) e o lado direito da Eq. (109) no lugar de sen(¢). A
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expressdo da poténcia passa a ser

& 2 1 \ sen(2wt)
P(t) = ZP Rcos”(wt) + (wL - w—C)T , (110)
onde também aproveitamos a identidade sen(2a) = 2sen(a) cos(a)

para trocar sen(wt) cos(wt) por sen(2wt) /2.
Os dois termos dentro dos parénteses mais externos no lado direito
da Eq. (110) variam com o tempo. O primeiro, proporcional ao qua-
drado de um cosseno, nunca é negativo. Em média, portanto, ele tem
valor positivo. J& a fungdo seno no segundo termo tem média zero.
Assim, a poténcia média (P) depende apenas do primeiro termo. Cal-
culado ao longo de um nimero inteiro de periodos, o valor médio de
cos?(wt) é 1/2. Assim, a poténcia média é dada por uma igualdade
relativamente simples:
_R&
(P)=317zp

A figura 22 mostra a poténcia média no circuito da figura 1 para os

(111)

valores de R, L, C e £(t) nas figuras 20 e 21. Assim como a amplitude
da corrente, a poténcia média passa por um maximo na ressonancia
e tende a zero para frequéncias muito maiores ou muito menores do
que wy. A largura da ressonancia é definida como a separagdo entre
as duas frequéncias em que a poténcia média é igual & metade da
poténcia média méxima. Como a figura mostra, a largura é igual’> a
2/T.

Fisicamente, a ressonancia reflete a competi¢do entre as trés escalas

de frequéncia’®

no circuito. Uma delas é dada pela frequéncia w
da forca eletromotriz. A segunda, pela frequéncia livre w, do par LC
no circuito. A terceira é taxa de relaxacdo 1/7, que é proporcional a

resisténcia e define a largura da curva na figura 22.

Resisténcia nula

Ja sabemos que todo circuito tem resisténcia. Para entender a fisica
do circuito, entretando, vale a pena considerar o limite ideal em que
R = 0. Nesse limite, a taxa de relaxacdo é zero e a dindmica se torna
mais simples.

A fonte fornece tensdo para o circuito, com frequéncia w, e gera
uma corrente. A frequéncia natural de oscilagdo do circuito é w,. Se as
duas frequéncias forem diferentes, a corrente é defasada da forga ele-
tromotriz. Para uma frequéncia w menor do que w,,, a impedancia do
capacitor é maior do que a do indutor, e a carga no capacitor acompa-
nha a forca eletromotriz. Significa que a carga é proporcional cos(wt).
A corrente, que é a derivada da carga, é proporcional a sen(wt) e estd,
portanto, 7t/2rad fora de fase em relagdo a forca eletromotriz.

R=20.00

L=10H

o
3

C=1mF

£ =200V

(P)/{P)max

I
IS

I
[

05 1 5 2
w/wo

S b b b b s

o

R B L L

=3

Figura 22: Poténcia média fornecida pela
fonte de tensdo em fungéo da frequéncia da
forga eletromotriz. As setas horizontais ver-
melhas mostram a largura 2/ T da ressonan-
cia.

'S Na figura, a frequéncia é medida em uni-
dade de wy,; por isso, a largura aparece como
2,// (W T ).

'6 Alternativamente, poderiamos pensar nas
escalas de tempo, que sdo os periodos
27/w e 27/ w,, e o tempo de relaxagéo T,
mas é mais facil examinar as frequéncias.
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Vejamos o que ocorre, nessas condi¢des, num ciclo da forga eletro-
motriz. Metade do tempo, a corrente e a forca eletromotriz tém o
mesmo sinal. Isso quer dizer que a corrente circula na mao de tran-
sito da forca eletromotriz, e a fonte fornece energia para o circuito.
Na outra metade do tempo, a corrente circula na contramdo da forca
eletromotriz, e o circuito devolve para o gerador toda a energia que
ganhou. O resultado é que o gerador, em média, ndo consegue trans-
ferir energia para o circuito. A poténcia média é nula. Uma forma
alternativa de entender essa conclusdo é lembrar que o capacitor pode
armazenar, temporariamente, a energia, mas ndo pode dissipa-la. As-
sim, ao final de um ciclo, ele terd devolvido tudo o que recebeu.

Se a frequéncia w for maior do que w, a impedancia do indutor
serd maior que a do capacitor. Nesse caso a diferenca de potencial no
indutor acompanhard a forga eletromotriz. Assim, dI/dt sera propor-
cional a cos(wt), e a corrente serd novamente proporcional a sen(wt).
Nesse caso, a poténcia média serd, também, nula. Assim como o capa-
citor, o indutor pode apenas armazenar, temporariamente, a energia.

O comportamento muda radicalmente quando a frequéncia w coin-
cide com w,. Nesse caso, a impedancia do capacitor anula a do indu-
tor. A forga eletromotriz estd entdo sempre em fase com a corrente,
a fonte de tensdo transfere continuamente energia para o circuito e
a amplitude da corrente é constantemente amplificada. No limite de
tempos grandes, a amplitude tende a infinito. A poténcia média tende
a infinito. E bom lembrar que esse resultado ndo é fisico; ele decorre
de nossa hipotese idealizada, de que a resisténcia é nula.

Em suma, para R = 0 a poténcia média é nula quando w # w, e
infinita quando w = w,. Se pudéssemos construir um circuito com
R = 0 verfamos uma ressonancia extrema, na qual o pico da figura 22
se reduziria a uma linha vertical, infinita, na frequéncia wj,.

Resisténcia ndo-nula.

Acabamos de ver que, no modelo idealizado R = 0, o circuito se com-
porta como capacitor para w < w, e como indutor para w > w,. Ha,
portanto, uma descontinuidade em w = w,. Na vida real, ndo ha
descontinuidade, porque a resisténcia R suaviza a transicdo entre o
comportamento capacitivo e o comportamento indutivo.

A resisténcia traz de volta a taxa de relaxagdo 1/t = R/2L. O cir-
cuito, entdo, passa a ter trés comportamentos, dependendo da frequén-
cia w. Se a diferenca |w — w,| for grande em comparacdo com 1/7, o
circuito voltard a se comportar como na Se¢do : como um capacitor se
w for menor do que w, e como um indutor se w for maior do que wj,.

Na regido intermediaria, com w préxima de w;, de forma que |w —
w,| seja pequeno em comparagio com 1/7, o circuito se comporta
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z

como um resistor, porque a impedancia do circuito é aproximada-
mente igual a R. Agora, a corrente fica aproximadamente em fase
com a forca eletromotriz. Num ciclo da forca eletromotriz, a corrente
passa a maior parte do tempo na méo da tensdo, e o gerador consegue
transferir energia para o circuito. Essa energia é dissipada no resistor,
que se aquece.

Os trés comportamentos podem ser identificados na figura 22. Na
regido esquerda do gréfico, em que a poténcia é pequena, o circuito
tem comportamento capacitivo. A fase ¢ é aproximadamente —7/2,
como ja vimos ao discutir a figura 21. Na regido direita, em que a
poténcia volta a ser pequena, o circuito tem comportamento indutivo
e a fase da impedancia se aproxima de 77/2. Na regido da ressonan-
cia, delimitada pelas , 0 comportamento é
resistivo, e como a impedancia é relativamente pequena, a poténcia
dissipada é grande.

Concluimos aqui nossa discussdo dos circuitos de corrente alter-
nada. O préximo capitulo trata das Equagdes de Maxwell.
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