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Distribuicao conjunta, marginais e condicionais de v.a.continuas
X,Y.

densidade f(z,y) > 0, / / f(z,y)dxdy = 1

densidade marginal de X : fx(x) :/ f(x,y)dy

densidade marginal de Y : fy(y) :/ f(z,y)dz
densidade condicional de X @ fxy(z|ly) = f(x,y)
fr(y)
f(z,y)

densidade condicional de Y :  fyx(y|z) =

fx(x)



_Pe<X<z+4dz,y<Y <y+dy)

Plr<X<z+dr|y<Y <y+dy) = P(y<Y <y +dy)

~ [z, y)dady
fy(y)dy

= fX|Y(37|’y)df17

foy)  fx+dxy)




Exemplo 3.7 (Ross). Densidade conjunta de X,Y &

— 4y(£l? - y)e—(aH-y)’ S (Oa 00)7 y € [07 LB]
fly) = { 0, caso contrario

Calcule esperanca condicional de X dado Y =y.

Ay(z —y)e= TV, 0 (z — y)e lyen
Py ly) = = T -

fo 4y(z —y)em @y <pyda fy (z —y)e dx
(x —yle ly<ay _

e Y fooo ze *dz
E(X|Y =y) = / z(z —y)e Vg = / (z 4+ y)ze *dz
y 0

= E(€?) + yE(€), £~ exp(1)
=2+y

{fr=y+2zt= (z = y)e "l yca




Exemplo 7.7, gamma a priori, (Ross) ‘“Mistura discreta
continua”. Numero de casos de seguro para um segurado
segue a distribuicao de Poisson com média A. O valor de )\ de-
pende de individuo, e em uma populacdo supomos que X pode
ser modelada através da densidade g(\) = e *, XA > 0 (distri-
buicdo gamma). Achar a distribuicdo de numero de casos de
seguro de um individuo, escolhido ao acaso dessa populacao.

P(X =n) = / P(X =n|Y = A)g(N\)dX
0

= / Ze M e M= = / AN Tle=22g\ = .. .7
0 n! n! 0



Exemplo 7.7 (Ross) ‘“Mistura discreta continua”.

OBS: gamma distribuicdao v(n + 2,2) tem a densidade
26—2>\(2>\)n+1

A) = , isso significa que
fN) 1) g q
2n—|—2 0
l=——+ [ X'le\dx
(n+1)! 0
Assim, continuando o calculo de probabilidade:
1 ~ n+1_—2\
P(X=n)=— AT e 2 dA
n! 0
1 (n+1) n+41 — o1
Tl ont2 T ont2’ — T

]

Neste mesmo “espirito” consideramos proximo exemplo.



“Mistura discreta continua” : a priori uniforme (Ross Ch.3.6.3).

Seja X ~ B(n,p), € supomos que p € escolhido de acordo com
a distribuicdo uniforme em intervalo (0,1), p ~ U(0,1). Achar a
distribuicao de X.

1 1
n _
P(X = k) =/ P(X =k |p)f(p)dp =/ ()P (1=p)"rdp=...7
0 0
Para calcular o integral vamos lembrar a distribuicao beta: ( ~
B(a, 3), se a densidade f(x) dela esta concentrada em intervalo
(0,1) e f(z) x z* (1 —z)f1, ou

_ Mla+58)

T = Far®)

22 N1 —2)t, ze€(0,1).



“Mistura discreta continua” : a priori uniforme (Ross Ch.3.6.3).

Mo+ 8)

— % —x)P~ x .
For” AR 2e 0D

¢~ B(a,8) = [flz)=

O que significa que
1 1
— _ I_(a + B) a—1 o -1
1= /O f(x)dx = —I_(oz)l_(ﬁ) i (1 — )" “dzx,

ou

1
xa—l — s—1 r = r(a)r(ﬁ)
/0 (o) = 1 )



“Mistura discreta continua”: a priori uniforme (Ross Ch.3.6.3).

/1 211 — 2) e = ITE)
0

Mo+ B)
Agora
Y on Tk 4+ DM (n—k+1)
P(X:k)z/ (1 —p)"Fdp =
i (k)p( p)" "dp (k) F(n+2)
_omyEl(n— k)t n! E'(n —k)!
_ <k) (n4+ 1! kl(n—k)! (n+1)!
1

, k=0,1,...,n.
n—+1



“Mistura discreta continua” : a priori uniforme (Ross Ch.3.6.3).

Um jeito alternativo de descrever esse experimento: X ~ B(n,p)
em que p ~ U(0, 1) representamos como soma X = Z?Zl X;, em
que X; ~ B(p) é i-ésimo experimento Bernoulli. Com a mesma
p faremos em sequencia os experimentos X;, e calculamos a

probabilidade de X,y; = 1, sabendo, que ) ' X; =k.

i’ P(X,41=1,>_ Xi=k)
P(X,41=1| Xi=k)= ==l
; PO . Xi=k)
1 r
[P(Xpp1 =13 Xi =k |p)dp .
— J0 i=1 — k+1 r—k
= =(r+1 p (1 —p) dp
e ( >/O ()10 -
ry (k4 D'(r — k)! k+1
= (r + 1)( ) =
k (r+2)! r—+2
Ou seja, se 0s anteriores r experimentos Bernoulli resultarakrmlem

k sucessos, entao O proximo Sucesso ocorre com a prob. il



Exemplo. Distribuicao Uniforme. Um ponto € escolhido
aleatoriamente no quadrado Q = {(x,y) : |z| + |y| < 1}. Se-
jam (X,Y) as coordenadas desse ponto. Isso significa que a
densidade conjunta é

_J ¢ se(xy)ecQ;
1. Achar valor de c.
2. Achar distribuicbes marginais fx e fy.

3. Usando item anterior reponder: as variaveis aleatorias X e
Y sdo independentes?

4. Encontre a densidade de X dado que Y = 1/2.

5. Encontre a densidade de X dado que X +Y =1/2.



Exemplo. Distribuicao Uniforme.
1. Achar valor de c.

Temos que:

N[~
N[~

r+y<1l,x>0,y >0, com area

. —x+y<1l,z<0,y >0, com area
Q= r—y<1lxz>0,y<0, com area
—r—y<1lx<0,y<0, com area

N[+~
N~

Ent3o

N[~

e area de quadrado @ € 2. O que significa que ¢ =

_ [ 1 se(zy)eQ;
f(x’y)“{é se (2.4) & 0O



Exemplo. Distribuicao Uniforme.
2. Achar distribuicdes marginais fx e fy.

1 14z 1 11—z 1
fx(x) = —dy = —l_1,01(2)dy + —~lio,11(x)dy
ly|<1—|z| 2 - 2 2

1-= —1+z
= (42~ o - D)lg@ + 5 (- 2) — @ - 1)o@
=1+ x)'[—l,o](w) + (1 - 33)'[0,1](33)

Ou, em outra formula

_ [ 1—2, sexzel0,1]
fx(w)—{ 1—|—wx’ seie[—l,O]

E de forma analoga, obtemos que:

1—-y, seyel0,1
fr(y) = { 1 —|—ZZ, se Z - %—1,]0]



Exemplo. Distribuicao Uniforme.

3. X e Y sao independentes?

Fx(@) - fr() # f(ry) =5 se 2,y € Q

Portanto, X e Y nao sao independentes.



Exemplo. Distribuicao Uniforme.

4. Encontre a densidade de X dado que Y =1/2

f(z,y) 2 lo(a,y)
X|Y) = =
Fxpy (X[Y) frly) Q=@ + Q@ +»10@)
Como Y=1
1. f(zd
Xy =2)=
fxy (X| 2) frd)
_ o @
(A= DlpyG) +o
Lo (=)
2 [ 272] — I[_%7%]($)

1
2



Exemplo. Distribuicao Uniforme.
5. Encontre a densidade de X dado que X +Y = %

Observe: X—|—Y=%:>Y= - X

N[~

Pelo grafico, X tem distribuicao uniforme no intervalo da reta

vermelha. Os pontos podem que tocam a borda do quadrado
podem ser encontrados da seguinte forma:

Portanto X ~ U(-1%,3



References:

[Ross] S.Ross. Introduction to Probability Models.
6th edition, Academic Press, 1997.



