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MATO0130 - Equagoes Diferenciais I

la. Lista de Exercicios - 08/09/2020

Verifique que as funcgoes y;(x) = cos(Inz) e ys(x) = sen(lnx), definidas para x > 0,

sao solucoes da equacao x%y” + zy’ +vy = 0. i

Dada f : R — R continua, mostre que y(x) :/ sen(x —t)f(t)dt é solugao do
0

y' +y=f(x)

y(0) =y (0)=0"

Uma pessoa P, comecando na origem, move-se no sentido positivo do eixo x, puxando
um peso ao longo da curva C', chamada de tatriz, conforme mostra a figura 1. O peso,
inicialmente localizado sobre o eixo y em (0, s), é puxado por uma corda de compri-
mento constante s, a qual é mantida esticada durante todo o movimento.Determine
uma uma equacao diferencial para a trajetéria do peso. Suponha que a corda seja
sempre tangente a C.

problema de valor inicial {

y
©s)

FIGURE 1. Tratriz.

Conforme ilustrado na figura , raios de luz atingem uma curva plana C' de maneira
que todos os raios paralelos ao eixo x sejam refletidos para um tunico ponto F.
Supondo que o angulo a de incidéncia seja igual ao angulo de reflexao, determine
uma equagao diferencial que descreva o formato da curva C.



F1GURE 2. Espelho parabdlico.

(5) Suponha que dgua esta saindo de um tanque por um buraco circular em sua base
de area Aj,. Quando a agua vaza pelo buraco, o atrito e a contracao da corrente de
agua nas proximidades do buraco reduzem o volume de agua que estd vazando do
tanque por segundo para cA,+/2gh, onde ¢ (0 < ¢ < 1) é uma constante empirica.
Determine uma equacao diferencial para a altura da dgua h no instante t para um
tanque ctbico, como na figura 3. O raio do buraco é de 2 cm.
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FiGUrE 3. Caixa de agua.

(6) (Equagdes homogéneas) Se f(t,z) é homogénea de grau 0 (isto é, f(at, ax) = f(t,x),
para todo o > 0), mostre que a substitui¢ao x = tu transforma a equagao & = f (¢, x)
numa do tipo considerada no problema anterior.

(7) Determine todas as solugoes das seguintes equagoes:

(a) & =te'

(b) & = tlog(t* — 1)
(c) x=2%—4

(d) & =secx

() & =—(t+1)x/t



(f) & = t3(z +1)2

(8) & = (x + 1)/t

(h) & = (z — VaZ+ £2)/t
() i = 5ot

() & =35

(k) (z—ag)E =y

(8) Re p
(a
(b

olva cada um dos problemas de valor inicial
2ay°® + 322y? % = 0, y(l) 1
322 —I—4:Uy+(2y+2x) =0,y(0)=1

)
)
(c) 3zy + y* + (22 +a:y)dy =0,y(2) =1
(d) (1 +y?) +2y% =0, y(0) =1
)i = ygfzy’ y(2) =3
f) % — 32(—;—4151—&)-2, y(0) = —1
(8) & =kla—y)(b—y), y(0)=0 (k,a,b>0)
dt
(9) Determine a constante a de modo que a equagao dada seja exata e resolva a equagao
T cydy
(a) £E+y62 Yt aze*™ L =0
(b) &+ 5+ Hla o

(e dy _
( =
() & =14+ YERE )
resultante:
(10) Determlne todas as fungoes f(z) tais que a equagao diferencial

dy
2
- A—
y°sen T + yf($)dx
seja exata. Resolva a equagéo para essas funcoes f.
(11) Mostre que se (%];f ) /M s6 depende de y, entao a equacao M (x,y)+N(z,y) 52 dy _

0 admite um fator mtegrante que s6 depende de y. Formule (e prove) uma condi¢ao
suficiente para que o fator integrante dependa apenas de x.
(12) Determine um fator integrante e resolva:

(a) (22 + y2) + (2° + 32y? + 22y) X =
(b) By* —22+1) + 2$ydy =
(c) (3a:y 4y) + (22% — 42) % = 0
(d) (xy? +2) + 32%y dy =

(13) (a) Uma equagao da forma

dy

d—+g( x)y = h(z)y"

¢ denominada uma equacao de Bernoulli. Aqui, n é uma constante real e f e
g sao fungoes continuas num intervalo (a,b). Mostre que a mudanca z = y'™"
transforma uma equacao de Bernoulli numa equacgao linear .

(b) Resolva as Seguintes equacoes:

(i) g+ v = vy’
(ii) § d—y —3y = y?
(iii) Zt = aps — Bp.



(14) (a) Uma equacdo da forma

Z_i = filz) + Loy + fs2)y* (%)

¢ denominada uma equagao de Riccati. Suponha que y, é uma solucao particular
de (*). Prove que a mudanca y = y, + + transforma (*) na equagao linear

% = —(fa(z) + 2f3(2)y,(x)) v+ f3(x).

(b) Ache a solugao geral de cada uma das seguintes equagoes:
(i) ¥ ==y

(ix) ¥ + xy = xy’.
Yy + %y =4z
y(1) =
(b) Esboce o grafico de algumas solucoes encontradas no item (a).
xy + 2y = 4a?
y(0) = yo
(16) Mostre que os problemas de valor inicial abaixo tém infinitas solugoes.
4
y =5(y—1)s
a )
) { y(0) =1
2
(b) { y = 3y3 (322 + 1)
y(0)=0
(17) (a) Mostre que toda solugao de x?y’ + 2zy = 1, com = > 0, tende a zero quando
T — +00.
(b) Encontre uma solucao da equagao acima satisfazendo y(2) = 2y(1).
(18) (a) Mostre que toda solucao de z%y’ + 2zy = 0, com x > 0, tende a zero quando
T — +00.
(b) Encontre uma solugao da equagao acima satisfazendo y(2) = 2y(1).

(15) (a) Dado yo € R, resolva o problema de valor inicial {

¢ Para que valores de yy o problema de valor inicial { tem solugao?



