EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE ORDEM 1

Vamos considerar equacoes do tipo:

dy

() v alwy = f(a),

sendo a e f fungoes continuas definidas em um intervalo I = (a, b).
Observe-se que a equacao ¢ “linear afim nas variaveis y e % e, por-
tanto, as condicoes do Teorema de Existencia e Unicidade estao sat-
isfeitas. Além disso, como veremos, nesse caso, as solucgoes estarao
definidas em todo o intervalo (a, b).

1. COEFICIENTES CONSTANTES

Vamos considerar, inicilmente, o caso em que a ¢ constante, ou seja

dy

(2) I +ay = f(x).

sendo a uma constante real e f funcao continua definida em um
intervalo I = (a, b).
Quando f(x) = 0, temos a equagao

dy
3 -7 — 0.
(3) Tt ay

que é a equagao homogénea associada a (2).
Na forma diferencial, teriamos:

(4) (ay — f(z))dz+ 1dy = 0.
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ou seja: P(x)dr + Q(x)dy, sendo  P(x,y) = (ay — f(z)). e

Qz,y) =1
Portanto 22 — 92 — _ g e 4 equacao nao € exata.
ox dy s
Entretanto, IQ L = —a. nao depende de x.

Assim, temos um fator integrante p(x) = e~/ ~247 = e,
e a equacao

(5) e(ay — f(x))dx +e™ - 1dy =0

¢ agora, exata.
Resolvendo o sistema

{‘g—f =e"(ay — f(x)) (1)
%_3) — 0% (H)
obtemos de (II) :

Oz, y) =y e + K(x)

e substituindo em (I) K'(z) = —e™ f(x) = K(z) = — [ e f(z) da+
c.
Segue que

Oz, y) =y -e" — /e“xf(a:)da:,

sendo [ e* f(x)da uma primitiva qualquer.
As solugoes da equagao (2) sao dadas ento dadas implicitamente
por:

P(x,y) = C = ye™ — /eaxf(x)dx =C,

ou seja:
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y=0C- e_“x—i—e_ax/e“xf(x)dx.

Observagao 1.1. (1) O fator integrante e** da equag¢do é
solucao da equacao ey _ ay = 0.

2) A solucao geral € a soma de dois fatores: ye® que € solucao
Y
da equacao homogénea associada e e [e™f(x)da
que € uma solu¢do particular da equagdo (2)).

Sabendo que o fator integrante é e*, podemos resolver o problema
de forma ligeiramente diferente, sem passar pela equacao na forma

diferencial (4). Multiplicando por e** temos:

d
(6) eaxﬁ + ae®y = e f(x) = .

axdy axr,, __ _ax d ax __ _ax
et aetty = e f(x) = < () = e f(a)

= ey = /e“xf(x)d:U—FC'

:>y:C-€(m—|—€ax/€axf<£U)diU,

Suponhamos que xy € I e y(x) é solugao local do P.V.1

d
(7) { o talx)y = f(z).
y(To) = yo.
Procedendo como acima, obteremos novamente
d

— (ey) = e f ()
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E, levando em conta a condigao inicial, obteremos por integracao:

X

e y(x) = e™0y(xg) + / e f(s)ds =

L0
T

(8) y(z) = e "y(zg) + / e " f(s)d s

0

Portanto, a solugao do P.V.I. (7)) tem que ser dada por esta férmula.
Por outro lado, derivando a expressao obtida para y(x) :

' (z) = —ae” 0y (z0) + —a - /«%’ e " f(s)d s + e f(x)
= —ay(z) + f(z).

Concluimos que o problema de valor inicial tem uma inica solucao
dada por que esta definida em todo o intervalo I onde a
equacdo (2) estd definida.

2. COEFICIENTES VARIAVEIS

Consideremos novamente a equacao linear de primeira ordem

dy
9 — = :
) Y+ alaly = f(x)
sendo agora a e f funccoes continuas definidas em um intervalo I =

(a,b).

Quando f(x) = 0, temos novamente a equac¢ao hmogénea associada

(10) P a(x)y = 0.

que é a equagao homogénea associada a ([2).
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Tendo em vista o que vimos na secao anterior, vamos multiplicar a

equacao (9) pela solugao da equagao (homogénea) ﬁ —a(z)y = 0.

A solucao geral agora é dada por: u(x) = el al@)dz,

Suponhamos que xy € I e y(x) é solugao local do P.V.I

(11) { Z_i + a(x)y - f(x)
y(xo) = Yo
Multiplicando pela solugao particular (fator integrante)
,LL(.CL’) _ ef;() a(s) ds.

e procedendo como no caso de coeficientes constantes, obteremos
agora

E, levando em conta a condicao inicial, obteremos por integracao:

T

/M%@=Mm%m+/u®ﬂwhi

e
o) = vt + [ ESpis)a
(12) y@w=eﬁﬁ@*mm>+/‘eﬁﬂﬂ“ﬂ@ds

Concluimos novamente que o problema de valor inicial tem uma
unica solucao dada por que esta definida em todo o intervalo
I onde a equagao (9)) estd definida.

Exercicio 2.1. Determinar a solucao geral da equacao:
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dy+ 2 x
dr  1—-227 " 1-22

Observemos inicialmente que o dominio onde a equacao esta definida

6 {(z,y) e R? : |x| #1}.
O fator integrante agora sera

2|_ 1

) ef a(x) dz 6f 1322 dx e—ln 11—z
— IR
11— a2

pla) =

que também esta definido para |x| # 1.
Para facilitar os calculos, vamos supor primeiro —1 < x < 1.
Nesse caso, o fator integrante se escreve como

1

Multiplicando a equacao por u, obtemos:

1 dy 2x x
+ y =
1 —ax?dx (1 —a?)? (1 —a?)?

d 1 B x N
do \1— 22" (1 —22)?

: L PR
1—22 YT 20—
1
y:§+0(1—az2)

|z > 1.
Nesse caso, o fator integrante se escreve como
—1
1 — 22

()
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Multiplicando a equacao por u, obtemos novamente:

1 dy+ 2T B x N
1 —2?dx (1—x2)2y (1—x2)?
1
y:§+0(1—x2)

Em particular, a solucao do P.V.I.

qr 23:29 = —
13 dzx 1—x l—z
S { y(0) =1.
¢ dada por y = 1 4+ (1 — 2?), definida no intervalo —1 <
r <1
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