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1. Introducao U

» Imagine uma forca atuando sobre um corpo.

Conhecidos: intensidade, direcédo e sentido dessa forca =» possivel determina-la e
representa-la por um vetor =» Grandeza Vetorial.

1l

» Em Algebra Linear, o conceito de vetor sera desenvolvido de forma bem mais ampla
e solucbes de sistemas de eqgs. lineares ou de egs. diferenciais também poderdo ser
obtidas e representadas por vetores.
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1.1 Vetores no R?

» Considere o plano cartesiano Oxy.

Fixada uma unidade de comprimento, um ponto P do
plano pode ser identificado com o par (a, b) de n. reais,

que sao suas coordenadas.

O ponto P(a,b) pode ser identificado com o vetor

v=0P = (ab) = [Z] sendo O a origem do plano Oxy.

» Assim, a cada ponto P(a,b) do plano esta associado um Unico vetor v = 0P e,
reciprocamente: dado um vetor, associa-se um unico ponto do plano =» correspondéncia
biunivoca.

a
Observagdo: R3 =» o ponto P tem coordenadas (a, b,c) e v = 0P = (a,b,c) = [b‘
C
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1.2  Operacoes com Vetores no R?
1) ADICAO DE VETORES

» Woltando ao bloguinho: se a origem do plano cartesiano estiver no ponto de
aplicacdo da forca, essa pode ser representada por um vetor de comprimento

equivalente a intensidade da forca, com mesma direcdo e mesmo sentido em que ela
atua.

» Suponha agora que duas forcas F{ e F; atuam no referido objeto.

E possivel representar essas duas forcas através de uma Gnica forca resultante s?

Sim, por meio da soma dessas duas forcas. Mas o que significa soma de duas
forcas?
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» A forca resultante s é representada pela diagonal maior do paralelogramo construido

a partir dos vetores que representam F, e F,, denotada por: § = F, + F,.

» Em termos de coordenadas:

SeE) = (al,bl) eg = (az,bz) = § = (a1 + az,bl + bz), § (S Rz.
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2) MULTIPLICACAO DE UM VETOR POR ESCALAR

» Multiplicar um vetor por um escalar a (¢ € R), gera um novo vetor, cujas
caracteristicas dependem do intervalo em R ao qual o escalar pertence:

Se a > 0 entdo p = av serd um vetor com mesma direcdo e mesmo sentido de v,
e comprimento « vezes o comprimento de v.

Se a < 0 entdo p = av serd um vetor com mesma direcdo de v, sentido contrario
a v € comprimento a vezes o comprimento de v.

Se @ = 0 entdo = a® serd o vetor nulo, 0.
» Em coordenadas: se ¥ = (a,b) = p = av = (aa,ab); p € R?.
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Observacio: R3

» Adicao de Vetores:

Para F{ — (al, bl'cl) e FZ) — (az, bz, Cz) 9 § — (al + az,bl + bz,Cl + Cz);
§ eR3.

» Multiplicacdo de Vetor por Escalar:

Para v = (a,b,c) =2 p = av = (aa,ab, ac); p € R3.
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1.3 Axiomas

» As operacoOes adicdo de vetores e multiplicacdo por escalar, no plano e no espaco,
apresentam uma série de axiomas decorrentes das operacdes com n. reais:

A,.V ¥, existe somente um vetor — vV tal que: vV + (— V) = — v+ v = 0 (V € R?, R3)
M,.a(u+V) =au+ av (a,b € R)
M,.(a+b)u=au+bu (a,b € R)

M,. (ab)u = a(bu) = b(au) (a,b € R)

M,. 18 = d
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2. Espacos Vetoriais
DEFINICAO:

» Seja um conjunto V, nao vazio, sobre o qual se definem operacdes de adicao e de
multiplicacao por escalar:

VuveV,u+vev
VaeR aveV

» O conjunto V com essas operacoes € chamado Espaco \etorial Real se os oito
axiomas, de A, a M,, forem verificados.

Observacoes:

Se na definicdo acima, os numeros forem complexos ao invés de reais, V serd um Espaco
Vetorial Complexo.

Um elemento de um espaco vetorial € chamado de vetor, independente da sua natureza.

9 LOB1037



1)

2)

33

2.1 Exemplos de Espacos Vetoriais

O conjunto V = R? = {(xy,x,); x; € R} é um espaco vetorial real (EV) de acordo
com as operacoes de adicdo e de multiplicacdo por escalar assim definidas:

(x1,%2) + (Y1, ¥2) = (x1 + y1, %2 + )

a(xq,x2) = (axq, ax;)

Nota: Essas sdo as operacdes usuais de adicao e de multiplicacao por escalar. Definindo
U= (x1,x,), V= (y1,y,) ew = (24, 2,), 05 0ito axiomas de EV se verificam.

Os conjuntos R3, R*, ... , R™ sdo EVs de acordo com as operacGes usuais de
adicao e de multiplicacédo por escalar.
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A

O conjunto V = M(m,n) das matrizes retangulares m X n € um EV, de acordo com
as operacdes usuais.

Atencao: O conjunto V = M(n,n) das matrizes quadradas de ordem n ¢ um EV em relacéo
as mesmas operacoes.

O conjunto V = P,(x) = X o(aix?) = {ag + ayx + azx? + -+ + a,x™; a; € R}
dos polindbmios com coeficientes reais de grau < n, mais o polinomio nulo, sao
EVs, de acordo com as operac0es usualis.

O conjunto V = C = {f: R — R} das funcdes reais continuas de uma variavel € um
EV, em relacédo as operacdes usuais.

Observacgdo: Se f,g € V e a € R, definem-se:
x€R->(f+g)x) =f(x)+gk)
x €R - (af)(x) = af (x)
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Contraexemplo: nao é EV

» O conjunto V = R? = {(a,b);a,b € R} ndo é um EV em relacdo as seguintes
operacoes de adicdo e de multiplicacio por escalar:

¢ (a,b)+(c,d)=(a+c,b+4d)

¢ k(a,b) =(ka,b),keR

Falha o axioma A,.
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VI.

VILI.

VIII.

IX.

X.

2.2  Propriedades dos Espacos Vetoriais

43

Existe um Unico vetor nulo, 0, em V' (elemento neutro da operacao de adicéo).
Cada vetor v € VV admite apenas um vetor simétrico (—v) € V.
Para quaisquer u,v,w € V,seu+w = v + w, entdo u = v.

Vv eV, tem-se que —(—v) = V.

Para quaisquer u, v € V, existeum e somenteum7 e Vtalque i + 7 =9~ 7 =7 —u
V¥ €V, tem-se que 0% = 0.
V a € R, tem-se que a0 = 0.

av = 0 implicaa =0ouv = 0.

-

Vv eV, tem-se que (—1)v = —v

Para quaisquer v € V e a € R, tem-se que: (—a)v = a(—v) = —(av)

|3 LOB1037



A

Determine se cada um dos conjuntos dados, de acordo com as operacdes de
adicdo e de multiplicacdo por escalar definidas, € um EV. Caso nédo seja,
justifigue.

EXERCICIOS

1) Oconjunto V = {(xq, x,); x;x, = 0}, de acordo com as operac0es usuais.

N&o (falha 1° requisito - solucdo geometrica)

2) O-conjunto V = {(xq,x,); x; € R}, de acordo com as operacoes:
(x1,%2) + (V1,¥2) = (X1, x2)
k(xlr'XZ) — (kxli 0)

N&o (falham axiomas A,, A3, A4, M5, M,)
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2.3 Subespacos Vetoriais
TEOREMAI:

Um subconjunto S, ndo vazio, de um espaco vetorial V (S c V), sera um subespaco
vetorial (SEV) de V' se forem satisfeitas as seguintes condicoes:

|. Paraquaisquer u,v € S, tem-se que i + v € S.
Il. Paraquaisqueru € Sea € R, tem-seque a i € S.

Sendo validas essas duas condi¢cdes em S, 0s oito axiomas de EV se verificamem S.

Observacao: todo EV V admite ao menos dois SEVs: o conjunto {(_5} subespaco zero
ou nulo, e o préprio espaco vetorial V. Estes sdo 0s subespacos triviais de V; os demais
sdo denominados subespacos proprios de V.
Exemplo: V = R3 =» subespacos triviais: {(0,0,0)} e o proprio R3.

=>» subespacos proprios: retas e planos que passam pela origem.
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Exemplos de SEVs
» V =R? =>» SEV: areta que passa pela origem S = {(x,y); v = 2x}.

Séo também SEVs do R?: a origem ({(0,0)} — SEV zero ou nulo); todas as retas
que passam pela origem; e o proprio R2.

» V =R3 = SEVs: a origem (SEV zero ou nulo); as retas e planos que passam pela
origem; e o préprio R3.

» V=R>=>SEV:S ={(0,x5,x3,%4,%x:); X; € R}

all L aln
» V=M(mn) = SEV: S=4[ : ™~ |; a;; € R, 0 conjunto das matrizes
0 .. au

triangulares superiores.
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Contraexemplos: nao sao SEVs

» V=R? >aretaS ={(x,4 — 2x); x € R} = ndo é um SEV.

» V=R?—>S={(xx%);x €R} > nioéum SEV.

» V = M(n,n) — S: subconjunto de todas as matrizes em que a;; < 0 =» nédo e
um SEV.
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3. Combinacao Linear %

DEFINICAO:

» Sejam os vetores vq,v,,:-,v, de um EV V e os escalares a4, a,, -, a, (a; € R,
i =1,---,n). Qualquer vetor v € V da forma:

V=a,v] +a,v, + -+ a,v,

—

é chamado combinacéo linear (CL) dos vetores vy, vy, -+, U,.

Exemplos:

1)  No EVV = P,(x), dos polindmios de grau < 2, p = =26 + 11x + 7x? = CL
dos polindbmios p; = 2 — 3x + 5x? e p, = —8 + 5x — 2x?% (p = 3p, + 4p,).

2)  Modelo de cores nas telas dos monitores =» modelo RGB.
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3.1 Subespacos Gerados

» SejaV um EV. Considere um conjunto A = {v{,v5, -+, vt <V, A # Q.

» O conjunto S de todos os vetores de V que sdo CL dos vetores de A é um SEV de V.
Em outras palavras: a caracteristica do SEV S é ser CL de um numero finito de
vetores do conjunto A. Definindo-se i, v € S, tem-se:

U=a,v; +a,v, + -+ a,v,

vV =byv{ + bv; + -+ b, v,

» De fato, S é um SEV de V, pois a soma u + v e a multiplicacdo por escalar au sdo
CL de vetores de A:
u+v=_@a +b)v;+ @@, +b)v, + -+ (a,+b)v, ~U+VES

au = (aa)v; + (aay)v, + -+ (@a,)v, ES -~ au € S
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» Simbolicamente, o subespaco S pode ser escrito como:

S={veV/v=av+av; ++a,v,;;a,€R}

Observacéo:

O SEV S é dito gerado pelos vetores v;,v5, -, v, ou gerado pelo conjunto 4, e
Se representa como:

S = [U_1>,U_2>,,ﬁ] ou S = G(A)

Os vetores vy, V4, -+, Uy, sS40 chamados geradores do subespaco S, enquanto 4 é o
conjunto gerador de S.
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Exemplo

» Osvetores7 = (1,0,0) e/ = (0,1,0) do EV V = R3 geram o subespago

S — {(x;)’;()); x;y € R}

poIs:
(x,y,0) = x(1,0,0) + y(0,1,0) 4z
V=R3
Entdo S = [7, ] é um subespaco préprio do R3 e, ]3
geometricamente, representa o plano coordenado 1 /0 ” |
Oxy. s=[.
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» Um EV V é finitamente gerado se existe um conjunto finito 4, A < V, tal que
V=aG(4).

3.2 Espacos Vetoriais Finitamente Gerados

Exemplos:
1) O EV V = RS é finitamente gerado por um conjunto de 3 vetores:
A ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} -~ R3= G(4)

2) OEVV = M(2,2) é gerado por um conjunto finito de 4 vetores:
4={lo ol'lo olli oIy 1N+ M =6

Observacdo: O EV V = P(x) = Y2, a;x' de todos os polindmios, ndo ¢ gerado
pelo conjunto finito de n vetores A = {p1,p,, -+, Pn}-
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EXERCICIOS %

Considere no EV V = P,(x) = {ax? + bx + c¢; a,b,c € R} 0s vetores p; = 1 — 2x + x?2,
p, =2+xep; =—x+ 2x2

a) Escrevaovetorp = 7 — 5x + 5x2 como CL de p4, p;, € ps. p = 3p; + 2p, + p3
b) Escreva o vetor p = 7 — 5x + 5x% como CL de p; e p,. N30 & possivel.

c) Determine uma condicdo para a, b € ¢, de modo que o vetor p = ax? + bx + ¢ seja CL
de p, e p;. a+2b—c=0

d) E possivel escrever p; como CL de p, € p3? N&o.

Determine os subespacos do R2 gerados pelos seguintes conjuntos:

a) A = {(2) _1)3)} S = {(_2)’;)’;_337);)/ € R}
b) A= {(_1;1;0)) (011; _2); (_2;3;1)} S§=V=NR°
o) A={(1,01),(01,1),(—1,1,0)}. S={(ty,2) € RS x+y—2 = 0)
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4. Dependéncia e Independéncia Linear

DEFINICAO:

.. Sejamum EV V e um conjunto A = {v{,v,, -+, v,}, A V. Considere a equacao:

a1V; + a5 + -+ + apv, =0 (1)
Sabe-se que a eg. (1) admite ao menos uma solucdo: a; = a, = =a, =0,

chamada solucao trivial.

i. O conjunto A serd linearmente independente (LI), ou os vetores vy, v, -, Uy,
serdo LI, se a eq. (1) admitir apenas a solucao trivial (todos a; = 0). Se existirem
outras solucdes, para ao menos um a; # 0,i =1,---,n, 0 conjunto A sera
linearmente dependente (LLD), ou os vetores v;,i = 1,---,n, serdo LD.
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Exemplos
No EV V = R3, os vetores v; = (2,—1,3), v, = (—1,0,—2) e v; = (2,—-3,1)
formam um conjunto LD, pois 377 + 4v, — 73 = 0 = 3 a;# 0.

No EV V =R3, o conjunto {e;,e,,es}, tal que e; = (1,0,0), e, = (0,1,0) e
e; = (0,0,1) é LI, pois admite apenas a solucdo trivial a; = a, = a; = 0.

No EV V = R?, os vetores v; e v, que estiverem sobre a mesma reta, que passa
pela origem, sao LD.

No EV V = R3, os vetores vy, v, € v3 que estiverem contidos no mesmo plano,
que passa pela origem, sao LD.

No EVV = C = {f: R — R} das func¢des reais continuas de uma variavel:
a) f;=xef,=sen(x)sdolLl,
b) g, =sen(2x) e g, = sen(x) cos(x) sdo LD.
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TEOREMAII:

» Um conjunto A = {v{,v,, -+, v, } é LD se, e somente se, pelo menos um dos vetores
do conjunto é combinacao linear dos outros.

Observacéo:
O Teorema Il pode ser assim enunciado:

Um conjunto A = {v{,v,,---,v,} € LI se, e somente se, nenhum dos vetores do
conjunto € CL dos outros.
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Propriedades

V.

)
Y

Sejam um EV V e um conjunto A = {v{,v,,---,v,}, Ac V.

SeA={B}cVed=+0,entdo Aé Ll

Se um conjunto A < V contém o vetor nulo, entdo A € LD.

Se uma parte A; de um conjunto A — V e LD, entdo A também é LD.
Se um conjunto A — V é LI, qualquer parte A; de A também é LI.

Se A={v{,v,, -, vyycVeélLleB={v,v,,v,wtcVéLD, entdo w

& CLde Ty, 75, , T,
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EXERCICIOS

Verifique se o seguinte conjunto de vetores pertencente ao EV V = P,(x) é LD ou
LI:

A={2+x—x% —4—x+4x% x + 2x?} LD

Seja V o EV das funcoes reais de uma variavel, R — R. Verifique se o0 conjunto

A={f(t),g(t),h(t)}, em que f(t) = sen(t), g(t) =cos(t) e h(t) =t é LI ou
LD. LI

1 O])[l 1

Determine k para que 0 conjunto A = { 1 ollo 0] , [i _01]} sejalLD. k=3
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S. Base de um Espaco Vetorial

DEFINICAO:

» Um conjunto B = {v{,v,, -, U, }, B € V, sera uma base de um espaco vetorial V se:
l. B eLl.
II. BageraV.

Exemplos:

1) B={(1,1),(—1,0)} ébasedoV = R
2) B= {[(1) 8] , [8 é] , [(1) 8] , [8 (1)]} e a base canonicado V = M(2,2).

Observacao: Todo conjunto LI de um EV V' é base do SEV por ele gerado.
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Proposicao:

Se um conjunto C = {v{,v,,-:+,V,} gera um espaco vetorial V, qualquer conjunto
C' = {wy;,w,, -, W, } com mais elementos que C (m > n), sera LD.

Exemplo:

V=P(x)>C={1xx%x3}eC’'={1+x,1—x%4+x+3x?—x3,2x%—x3,8—2x% + x3}.

TEOREMA III:

Todas as bases de um espaco vetorial V tém o mesmo numero de elementos.

Prova:

Considere duas bases distintas A e B, inicialmente com n e m elementos, respectivamente.
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DEFINICAO:

» O nlmero de elementos da base de um espaco vetorial V é chamado dimensao de
IV e denotado por dim (/).

I. Se V possui uma base com n vetores = dim(V/) = n;
li. Se V possui uma base com infinitos vetores = dim(l/) = oo,

lii. Se um conjunto V ndo possui base =» VV ndo € EV = A dim(V).

Exemplos: R?; R"*; M(m,n); M(n,n); P,(x); P(x).

3] LOB1037



%(,.)_5

Como determinar se um conjunto é base de um EV?

» Sabe-se que um conjunto B é base de um EV V se B for LI e gerar V. No entanto,
se for conhecida dim(V) = n, para obter uma base de V basta satisfazer uma das

condicdes, pois a outra ocorrera automaticamente. Assim:

1) Se dim(V) = n, qualquer conjunto de IV com n vetores LI € uma base de V.

2) Se dim(V) = n, qualquer conjunto de ¥V com n vetores que geram o0 EV € uma
base de V.

Exemplo: V =P;(x) = B ={1,1—x,x —x? x3} é base, pois B ¢ LI, possui,

4 elementos e dim(V) = 4.
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Componentes de um Vetor %"é

TEOREMAIV:

Seja B = {v{,v,,*,U,} uma base de um EV V. Todo vetor v € V se exprime de maneira
Unica como CL dos vetores de B: v = a,v; + a,v, + - + a,v,.

=» Os n. reais a4, a,, -, a,, sao chamados componentes ou coordenadas de v em relacdo aos
vetores da base B e sao representados como:

ay
v—B)= (al;az;"‘;an) ou v—B): [ : ]
Exemplo:

No V = P,(x), considere as bases A4 ={1,x,x%?}, B={1+x+x?% x+x?% x°?} e
C ={2,1 —x,1+ x?}. Dado o vetor p = 8 + 6x — 3x?2, encontre: p4; pg; € Pc.

33 LOB1037



Y

W)

EXERCICIOS

1) Sejam os vetores v; = (1,2,3); v, = (0,1,2); e v3 = (0,0,1).

a) Mostre que o conjunto B = {v{,v,,v3} € uma base do EV V = R3. Utilize a

definicao de base.
b) Dado v = (5,4,2), determine v;. vg = (5,—6,—1)

2) O conjunto B = {x3,3 —x + 2x?%,—1+ 4x — 3x% + x3} é base de V = P;(x)?

Justifique. N4o. G(B) # P3(x).

3) Determine a dimensdao e uma base do subespaco vetorial S assim definido:

S={(x,v,z) ER3/2x +y +z = 0}. dim(S) = 2; B = {(1,-2,0),(0,—1,1)}
4) SejaV o EV das matrizes simétricas 2 X 2. Mostre que dim(V) = 3.
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6. Mudanca de Base %

» Existem situacGes em que um problema (de cinematica ou de estatica, por exemplo) torna-se
mais simples de resolver se for escolhido um referencial adequado para descrever o
movimento.

Exemplo: um corpo se move no plano Oxy em uma trajetéria descrita pela elipse de equacéo
x? + xy + y? —3 = 0. Neste caso, a descricdo do movimento se torna mais simples se for escolhido um
referencial Ox'y’ cujos eixos se apoiam nos eixos principais da elipse. Nesse referencial, a equacdo da elipse

12 2

sera reescrita como x? + Y

— =1.
2

Questao: uma vez escolhido o sistema de referéncia, qual a relacdo entre as coordenadas de
um ponto P no antigo referencial e suas coordenadas no novo referencial?

35 LOB1037



o

/  \

» Sejam A = {uq,u,,-,u,} e B ={w;,w,,--,w,} bases de um EV V. Pretende-se

relacionar as coordenadas de um vetor v em relagdo a base A com as coordenadas do

mesmo vetor v em relacdo a base B.

» Dado um vetor v € V, é possivel escrevé-lo como CL dos vetores das bases A e B:

A=}
I

A=}
I

36

= x Uy + XUy + o+ XU,

= YWy + YWy + - 4 ywy,

(1)

(2)

X1
ou (V] =1
le
V1
ou [V]p = ¢
Yn
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» Por sua vez, os vetores da base A podem ser escritos como CL dos vetores da base B,
ISto é:

Uy = AWy + A Wy + -+ A Wy
Uy = AWy + AWy + o + AWy

(3)
E{ — aan1> + aZnWZ> + e+ annW_n>

» Substituindo as eqgs. (3) na ed. (1) e agrupando em termos dos vetores da base B,
w; (i =1,...,n), tem-se:

U= (a11%1 + a12X5 + -+ aypx0) Wy + Q1% + Aoy + 4 appxp) Wy + - +

(An1xy + Qpoxy + -+ QppXy) Wy (4)
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» Comparando as egs. (4) e (2):

Y1 = Qq1X1 + Q12X + -+ A1 Xp

Yo = Ap1X1 T AppXy + -+ AypXy

Yn = Ap1X1 T QppXp + o+ AppXy

» E, na forma matricial:

38

(V1
Y2

| Vn |

, ou simplesmente: [V] 5
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(A11 Aq2 " Aqn

: Az1 Q2+ Ay
» Sendoamatriz[I4=| 7 =, "

An1 An2 - Apn |
para B.

ﬁ};@

chamada Matriz de Mudanca de Base de A

» Note que o papel da matriz mudanca de base é relacionar as componentes de

qualquer vetor v na base A com as correspondentes coordenadas desse mesmo vetor

v na base B.
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Observacoes

Comparando a matriz [I]4 com a eq. (3), observa-se que cada coluna, tomada nesta

ordem (i = 1,---,n), é formada pelos componentes da CL dos vetores da base A,

obtidos em relacdo aos vetores da base B, isto é:

a1 a2 A1n
. az1|. — az2|. | — Aon
luglp = | [uzlp = 2 ER lunls = |

An1 anz_ Ann

A matriz [I]4 é também conhecida como matriz de transicio de A para B.

LOB1037
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3) A matriz [I]4 transforma os vetores LI da base A nos vetores LI da base B, e por
1SS0, € inversivel.

Assim, da equacao

pode-se obter
de onde se conclui que:

Isto é: a inversa da matriz mudanca de base de A para B € a matriz mudanca de
base de B para A.
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EXERCICIOS %

Considere as seguintes bases do R?: A = {(1,1), (0,—1)}e B = {(2,-3), (-3,5)}:

a) Determine a matriz mudanca de base[/]4; 114 = [2 :3

b) Utilize a matriz obtida em (a) para calcular vz, dado v, = (2,3); Ug = (7,4)

c) Determine a matriz mudanca de base de B para A. 15 = é :g]
01 0 3 5

Se[I]l4a={1 1 o0l determine [¥],, sabendo que [¥]z = [-2]. (V] 4= [ 3 ]
1 1 1 0 2

4? LOB1037



