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2.1 Teorema de Fourier

Teorema 2.1 (Fourier). Seja L um niimero real maior que zero. Para toda fungio f : [—L, L] — R continua por partes
tal que a sua derivada f* também seja continua por partes, a série de Fourier de f

Ay e nt | e nt
Sf{f}=i+£ﬂncusT+£bﬂsen T
em que
Ay = %j::_f{f}cnsrlirdr paran =0,1,2,...
1 L t
by = EJ’:Lf{f}sen%df, paran =1,2,...

converge para [ nos pontos de (—L,L) em que f € continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de Fourier:

o e
f(t)= %ﬂ+ Eﬂncusﬂ—f+ Z bnsenﬂfr, parat € (—L, L) em que f é continua.
n=1 r=1

Pela definicao formal o processo consiste na integracao dos produtos da funcao por
seno e cosseno diretamente.
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Coeficientes de Series de Fourier
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Coeficientes das Séries de Fourier de Fungies Elementares

| . . 1 b mnt 1 L -
frl-LL =R -1zc<d=1 ﬂn[f,L]_E.[_Lf[r]EDSTdr bn[f,L]—Ef_Lf[r]manr
¥ 1, set € [cl,dL] alfig,L) = d—c (o] 1 ned
fealt) = { 0, caso contrdrio I!Tnl.rfm,l.] _ ,%sums;“d bn[_f L) = _ﬁm“Lw__
- nIC
tolfeg L) = §(&# - gy
(1) t, set € [cL,dL] : bﬂfqu ) =
-f [r] - - I:-fcj-l ] - e
0, cazo contririo L . _hr " e i s SII
wigE |5 sens 4 coss) | AT L
nnc
(2} 7y — 23
ao(f 5, L) = & (& — &) @
I:El:llir:, — { 1 ic ||:'L_,I:]IL] ﬂ]i[_f':[ b]ﬂ:_f o
0, «caso contrdrio § e o |
wuﬂ— 2)sens 4 2scoss) [0 | T (e @),

Os resultados para as funcdes polinomiais até ordem 2 ja estao disponiveis na tabela.

Basta apenas identificar os valores do parametros c e d.
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Proposicao 2.3. Sejam f,g: [-L, L] — R. Se

an(f,L) [ £ (1) cos ™7 Bt ba(f, L) = 1[ f{f)senn—mdf

1 b ntt 1 b not
ay(g,L)= T /_L q(t) cnsTdf, bu(g, L) = T [_Lg[f) sen Tdf,

entdo para quaisquer niimeros « e ,

an(af + g, L) = aan(f,L) + Pan(g, L) e bulaf +pBg L) =aby(f,L)+pba(g L).

Os coeficientes da combinacao linear de fungdes sao calculados pela
combinacao linear dos coeficientes de cada funcao.
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2.1.1  Séries de Fourier de Fungdes Pares e Impares
Lembramos que uma fungao h : [—L, L] — R é par, se

h(—t) = h(t), paratodot € [-L,L]

e € impar, se
h(—t) = —h(t), paratodot € [—L, L]

Lembramos também que seh : [—L, L] — R é uma funcao impar, entao

L
_[_Lh(f)df _0,

equeseh: [—L, L] — R é uma funcao par, entao

.[_LLh(f}df 2 .[DL h(t)dt.



EXEMPLOS: f(x)=x’ =1 MAP2320

Funcdes Pares

f(x)=x3 f(x)=x
Funcdes Impares

A integracao de funcdes pares em intervalos simétricos [-L,L] resulta no dobro do valor
da integracao no intervalo [O,L].

A integracao de funcdes impares em intervalos simétricos [-L,L] é nulo.
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Yy = COS X y =sin X

‘27‘[ _§7_r =TT —_71_ 0 __7_t_ T 3_7‘-[ 2” b4
2 2 2 2
mEE

sin(—8) = —sin(6)

cos(—8) = cos(8)
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Ou seja, se uma funcdo f : [—L, L] — R é par a sua série de Fourier tem somente os
termos em cossenos,

nt

a oo
Se(t) = Eﬂ + Y a, cos ——.

n=1

Para as fungdes f que sao definidas apenas em [0, L] podemos prolonga-las de forma
que elas se tornem par no intervalo [—L, L]:

= {f(—t), se—L<t<0
f(t), se0<t<L

é a extensdo par de f. E assim temos o seguinte resultado.

Y

—

Figura 2.3 — Prolongamento par de uma funcdo definida inicialmente somente no intervalo [0, L]
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Ja vimos que se uma funcdo f : [—L, L] — R é continua por partes com derivada f’
também continua por partes, entdo pelo Teorema 2.1 ela pode ser representada por
sua série de Fourier

= n it nt
Sf{f}——ﬂ Z a, cos — + Eb”sen—
2 1=1 L n=1 L
_ ) nrt nrt
Se a funcdo f é|pay entdo f(f) sen — é impare f(f)cos 7 é par (verifique!). Logo

os coeficientes da série de Fourier de f sdo dados por:

L.
%[ ff}r:crsﬂ—mdi [f(f)msdei, paran =0,1,2,...
J-L

Iy

nt

L
bp = %[Lf }sen—di_[} paran =1,2,..
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Considere a funcao no intervalo [O,L]

tel0,al],0<a<1
, todo resto

f() = {t

Se usarmos a tabela considerando que a funcao esta definida no intervalo de [-L,L]
Teriamos:

Usando atabela: ¢=0,d =a
ao(f,L)=d—c=a—-0=a

1 nmna
a,(f,L) = Esen(s) | 0 = Esin(nna)

Obtém-se os coeficientes do termo em cosseno da Série de Fourier no intervalo [-L,L].
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Considere agora a funcao no intervalo [-L,L] sendo a extensao par da fung¢ao anterior

) no resto

f(t) _ { %), t €[—al,al]

Usando atabela: ¢ = —a,d =a

ao(f,L)=d—c=a—-(—a) = 2a

B 1 nma 1 _ 2
a,(f,L) = Esen(s) | S e [sin(nma) — sin(—nma)] = Esm(mm)
~ 1 nma

b,(f,L) = —Ecos(s) | R s [cos(nma) — cos(—nma)] = 0

Apenas coeficientes relativos aos cossenos restam na Série de Fourier no intervalo [-L,L]

Esses coeficientes tem o dobro do valor dos coeficientes da fungao anterior
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Corolario 2.4. Seja L um niimero real maior que zero. Para toda funcio f : [0, L] — R continua por partes tal que a sua
derivada f' também seja continua por partes. A série de Fourier de cossenos de f

[, f

Sce(t) =5 E » COS 2=
em que
2 (L nrtt
an = E/; f[f)cosTdf, paran=0,1,2,...

converge para f nos pontos do intervalo (0,L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de
cossenos de Fourier:

a = nrtt
f(t)y = ED + ) aycos v panate (0,L) em que f é continua.
n=1

Dada uma funcao no intervalo [0,L] é possivel construir uma série de cossenos
dessa funcao considerando sua extensao par e calculando os coeficientes de
forma adequada (c e d referentes ao intervalo [-L,L]), depois multiplicando-os

por 2.
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f
Analogamente, se a funcdo f : [-L,L] — R é|impar|entdo f(t) sen% é par e

nrt
f(t)cos T é impar (verifique!) e assim os coeficientes da série de Fourier de f sdo

dados por:

L t
a, = —[ f(f)ms%df 0, paran=20,1,2,...

nt nrt

by f(f}sen—df L[ fl f}sen—df paran =1,2,...

Il
il
—
P =
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Ou seja, se uma funcdo f : [-L,L] — R é impar a sua série de Fourier tem somente
0s termos em senos,

nt

H=

Para as fungdes f que sdo definidas apenas em [0, L| podemos prolonga-las de forma
que elas se tornem impar no intervalo [—L, L|:

. —f(—t), se—-L<t<0
fr={ 0 wotils

é a extensdo impar de f. E assim temos o seguinte resultado.

'y

Vol

Figura 2.4 — Prolongamento impar de uma funcio definida inicialmente somente no intervalo [0, L]
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Corolario 2.5. Seja L um niimero real maior que zero. Para toda fungio f : [0, L] — R continua por partes tal que a sua
derivada f' também seja continua por partes. A série de Fourier de senos de f

Ss¢(t) = E b, sen nT?rf!
n=1
em que
L
b, = %[ﬂ f{f]senndef, paran=1,2,...

converge para f nos pontos do intervalo (0,L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de
senos de Fourier:

= t
f(t) = ) bysen %, parat € (0, L) em que f € continua.
n=1

Dada uma funcao no intervalo [0,L] é possivel construir uma série de senos
dessa funcao considerando sua extensao impar e calculando os coeficientes de
forma adequada (c e d referentes ao intervalo [-L,L]), depois multiplicando-os

por 2.



MAP2320

A série de Fourier de cossenos de f A serie de Fourier de senos de f
) nmt

Sce(t) = - + Zﬂﬁfns Hﬂf
2 = L’ Ss(t Z b, sen —

A mesma funcao definida no intervalo [0,L] pode ser aproximada tanto por uma
série de senos quanto por uma série de cossenos (veremos exemplos em seguida).

O calculo dos respectivos coeficientes sao obtidos usando o recurso da tabela,
com c e d definidos em relacao ao intervalo [-L,L].
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=xemplo 2.9, Considere a funcao f : [0,L] — R, dada por f(t) = 1, para0 < f < 1.
A série de cossenos é obtida estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja
par e a série de senos é obtida estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja

impar. Os coeficientes podem ser obtidos da tabela na pagina 202.

0
ag = Zﬂﬂ{fé 1],. L)=2, a,= Zﬂn{fm, L) =0,

_ 2(cosnm —1) _ 2(1— (—])”}.

!

= 2, (£, L) =

Sﬂf{fjl = ].,

2 & 1—(=-1)" nmt 4 & 1 (2n + 1)t
Sse(t) = — — Yy _
5f(t) ?I”g] n N ?TF;]EH+ISEH L
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Ay Ay Ay
N =1 N =3 N=5
: N N VAN N VANEENA
N \ S )
/ \ f/ \
.'II II'. I|I |I
/ \ .’ *.
! | |
| [ |-
L L L
Ly Ay Ay
N=7 N=9 N="11
[ S Ry S 1,| Y NV | W7 e wF n ] '|
|'I | { II I| |
f I|I |I I| | II
f |I II II I |
II |I I| |I |I ||
i |1 ; |I l lI i
L L L
Figura2.5 - A funcéo f : [0,L] — R dada por f(t) = 1 parat € [0, L] e as somas parciais da série de Fourier de
senosde f,para N =1,3,5,7,9,11

Sli‘f{f} = 1,

SSJ]r{fj

2 S 1—(-1)" nrt
== —E ——sen —
T = n L
n=1
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=xemplo 2.10. Considere a funcio f : [0, L] — R, dada por f(t) =t, para0 < t < L.
A série de cossenos é obtida estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja
par e a série de senos é obtida estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja
impar. Os coeficientes podem ser obtidos da tabela na pagina 202.

ap = 2a {fﬂlrL)—L
2L 2L
(1
ay = Zﬂar(fm'f L) = W(CC‘S”H —-1) = W{{_l}” —-1),
2L (—1)"+12L
b, = 2b = — (- = .
n H{fﬂlf L) = ”?T( cosn ) T
L 2L & (—1)" -1 nmt L (211 + 1)t
Sce(t) = —+= — ==
) = @l g ST =7 ”EE (2n 12T L

Ssq(t) = — - —_
s¢(t) - Z - sen —
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L/2

L2+ L2+

Y —

t
-

|
!
L

Figura2.6 — A funcao f : [0, L] — R dada por f(t) =t parat € [0, L] e somas parciais da sua série de Fourier de

cossenos para N =0,1,3
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L
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de senosde f,para N =1,2,3

Figura 2.7 — A funcio f : [0, L] — R dada por f(t) = t parat € [0,L] e as somas parciais da sua série de Fourier
F o=y J.’ 4’ 5’ 6
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=xemplo 2.11. Considere a funcao f : [0, L] — R definida por

f, se0<t<L/2
f={7_, 205 5Y0

A série de cossenos é obtida estendo-se f ao intervalo [—L, L| de forma que ela seja
par e a série de senos é obtida estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja

impar.

Ly

L2+




c=0, d=1/2

Myt sete lcL, dL]
f cal (t) = 0, caso contririo
+
E 3
c=1/2, d=1
f-[ﬂ::ll:fjl B 1, setc [{'.J'__.;ﬁfl'__.]
cd | 0, casocontriario
c=1/2, d=1
My b sete cL,dL]
f cal (t) = 0, caso contririo

MAP2320
f(t) = t se0<t<L/2
VST L—t, selL/2<t<L
LYy
N =0
L2+

W

L

Realizando a mesma combinacao
linear sobre os coeficientes obtemos
a série correspondente



MAP2320

Usando a tabela na pagina 202 os coeficientes a, e b, podem ser calculados como

L / fla)dx =2 (HDUDU’“ L) +L“DU1;2 L) — (fl,fcr 17 }) - %

nmx
Ay = [ f(x)cos —d:l:
0
= 2(a(fy] 1)+ La”uffgfl, L) — an(f{)3 1))
2L nm/2 2L Nt 2L ni
= 33 (ssens + coss) , + ——sens e o (ssens + coss) )2
4L cos T 2L 2L cos 11T
- n2n? 2 n2m?2  nln2
_ '] _ 1 (]
= 2L (= },n:1,2,3...

n?rz
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Entretanto alguns termos sdo nulos. Podemos separar os termos em de indice par e
de indice impar

azxy1 =0

2coskm—2 L(—l}k —1
(2k)2m2 k22

HHIEL

os termos de indice par podem ainda ser separados:
ay.o; =0

—2 2L

=L — .
R T Mo 122 T T (201222
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Como a funcdo f é continua com sua derivada f’ também continua, pelo Coroldrio
2.4, ela pode ser representada por sua série de Fourier de cossenos e pelo Corolario

2.5 por sua série de Fourier de senos :

(1) = %"‘iﬁ Hi 2-*:05%—”2]—{—]}” cas”fi
_ E N ﬂi%z ”il (—Ii; —1 cos EnLnf
L LBt
(1) = -:_'Ii i 5&:2%1 cen ”ff

2 = (2n+1)32 L



Figura 2.8 — A funcao f :
parciais da série de Fourier de cossenos para N =0,2,6

| o

Y~

Figura 2.9 — A funcao f : [0,L] — R, dada por f(

&
|
parciais da série de Fourier de senos paraN =1,3,5

) =tsef £

€[0,L/2]ef(t) =L —tset € [L/2 L] e somas

L2+
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|

Ay

L2+

: [0,L] — R, dada por f(t) =tset € [0,L/2] e f(t) =L —tset € [L/2,L] e somas

|
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r. O< o<
T << x < 2.

]

L.
i
L]

f(x) Encontre as séries de seno e
cosseno e compare graficamente
1% I : com a funcdo
: i
0 s 2n
X




MAP2320

MAP 2320 - METODOS NUMERICOS EM EQUACOES
DIFERENCIAIS II

22 Semestre - 2020

Roteiro do curso

* Introducao

e Séries de Fourier

 Método de Diferencas Finitas
 Equacao do calor transiente (parabdlica)
 Equacao de Poisson (eliptica)
 Equacao da onda (hiperbdlica)



