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Médulo 2
5a. aula
Grafos aleat6rios e redes sociais.
Mundo pequeno, Erdés-Rényi, Watts-Strogatz.
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Recapitulando: matriz de adjacéncia de um grafo

> A matriz de adjacéncia é uma forma computacional de
representar o grafo G = (V, E).

» Se o grafo for dirigido, para todo par ordenado de vértices (v, v’),
com v # v, definimos

M(v,v")=10u M(v,0")=0

se houver (respectivamente, se ndo houver) uma flecha (uma
aresta dirigida), indo de v a v'.

> Se o grafo néo for dirigido, a ordem (v, v") ou (v’,v) ndo importa
e M(v,v") = M(v,v).
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Recapitulando: o grafo de Erdds-Rényi

» Conjunto de vértices: V ={1,...,N}.

» Os valores das entradas da matriz
M = (M(v,0") 1 v,0" € Vv #0)

sdo variaveis aleatdrias, independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.) com

P{M(v,v')=1}=p e P{M(v,v') =0} =1—p,

e M(v,v) =0, paratodov e V.

> Essa classe de grafos sera designada com a notagéo G(N, p).
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Uma nocéo basica

» Em um grafo néo dirigido G = (V, E), tendo M como matriz de
adjacéncia, o grau D(v) de um vértice v € definido como

D(v) = Z M (v,v")

v’ eViv'#v

» No caso de um grafo G(N, p)

» eparatodok =0,...,N —1
N-—-1
P =k = ()t g

> Atencado a mudanca de notacao: D(v), em vez de deg(v).
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O que se diz na literatura sobre grafos e redes sociais

» Diz-se que os grafos descrevendo redes sociais deveriam ter:

» as caracteristicas mundo pequeno

> e para todo vértice v, a distribuicdo de D(v) deveria ter uma
cauda longa.
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As duas caracteristicas de um grafo mundo pequeno

> A primeira caracteristica é que dois amigos de um mesmo ator,
tem grande probabilidade de também serem amigos.

» Formalmente, dados trés vértices vy, v, € vs, se M(vi,v2) =1e€
M (vq1,v3) = 1, entdo com alta probabilidade M (vs, v) = 1.

» A segunda caracteristica é que a distancia entre dois vértices
quaisquer é tipicamente muito menor do que |V]|.

> A distancia entre v e v’ € o menor k > 1 tal que existem vértices
V0, V1, ..oy Uk, COM v = v € vy, = v', tais que M (v, v;41) = 1, para
i=0,.. k—1.

> Notagao: |V| (Ié-se cardinal de V') denota o numero de
elementos do conjunto |V|.
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O exemplo de Watts e Strogatz

» Um célebre artigo de Watts e Strogatz, publicado em 1998 na
revista Nature, discute essa questao, através do seguinte
modelo:

» Comegamos com um grafo regular, tendo V = {1,..., N} e com
matriz de adjacéncia M satisfazendo: M (v,v’) =1, se
1< v =<k, e M(v,v") =0 caso contrario.

» Aqui, k£ > 1 é um inteiro muito menor do que N.

» Usamos a convengdo N + 1 = 1. Em outras palavras,

consideramos os elementos de V = {1, ..., N} dispostos numa
circunferéncia, de tal forma que os vértices 1 e N sao vizinhos.
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O grafo regular apresentado nos dois Ultimos quadros satisfaz as
condi¢cdes mundo pequeno?
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Coeficiente de aglomeracao e diametro de um grafo

» Duas definigbes séo Uteis para tornar mais claras as duas
caracteristicas mundo pequeno.

» Vamos definir o coeficiente de aglomeracéao e o diametro de um
grafo.

» O coeficiente de aglomeracao mede a proporgao de amigos de
um ator sdo amigos entre si.

» O didmetro de um grafo mede a distancia tipica entre dois
vértices de um grafo.
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Coeficiente de aglomeracao

> Dado um vértice v, D(v) = 3,/ cy 2, M(v,v") € 0 nimero de
vizinhos de wv.

> (")) é o nimero total de tridngulos que podemos construir
tendo v como vértice e tendo como outros dois vértices vizinhos
de v.

» Isto acontece quando todos os vizinhos de v estdo conectados
por arestas entre si (grafo completo).

> c(v) é a fragdo que tem como denominador (Dé”)) e como
numerador o nimero de triangulos que realmente existem tendo
v como vértice e vizinhos de v como outros dois vértices.

» C(G), o coeficiente de aglomeragéo do grafo, € a média dos
valores de c(v) para todos os vértices v € V.

Antonio Galves



Coeficiente de aglomeracao de um grafo

» Dado um grafo G = (V, E) e um vértice v € V,

C(U):W Z M (v,v1) M (v1,v9) M (vs,v)
2 v1,v2E€V

Q) = ﬁ S (o)
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Por que o grafo regular ndo € um mundo pequeno?
Porque o seu diametro € muito grande.

» O didametro do grafo regular é proporcional a |V|.

» O que isso significa?

» Vamos usar a notagéo dist(v,v’) para indicar a distancia entre
0s vértices v e v'.

» Definimos os didmetro (L(G)) do grafo G = (V, E) como sendo a
média das distancias entre dois vértices quaisquer do grafo.

L(G) = % Z dist(v,v")

| ‘ v,v’ €V, uF#v’
» No caso de um grafo aleatério, L(G) € a esperanga das
distancias entre dois vértices quaisquer.
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Aleatorizando um grafo regular

» Para resolver o problema do grande didametro do grafo regular,
Watts e Strogatz propde aleatoriza-lo parcialmente.

» Como isso é feito?
» Escolhemos um valor p € [0, 1].

» Cada aresta do grafo regular € mantida como estd com
probabilidade 1 — p, ou alterada com probabilidade p.

> Se decidirmos altera-la, uma de suas pontas escolhida com
probabilidade 1/2 é reconectada em um outro vértice escolhido
uniformemente dentre todos os vértices, com excessao das
extremidades originais da aresta modificada.
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Aleatorizando um grafo regular

Regular Small-world

p=0 » p=1
Increasing randomness

Figura retirada do artigo do Watts e Strogatz na Nature (1998).
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Valores de C(p) e L(p) em funcao de p
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Figura retirada do artigo do Watts e Strogatz na Nature (1998).
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» Que tipo de rede social é bem descrita pelo modelo de
Watts-Strogatz?
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O G(N,p) tem as caracteristicas de mundo pequeno?

» Na proxima aula faremos contas. Daqui até 14, estime o valor de
C(G(N,p)).

» Faca isso simulando G(N, p) muitas vezes, independentemente
umas das outras, e com N = 100.

» Observe que em cada simulacéo, os valores de c(v) para
v =1,...,100 s@o variaveis aleatérias identicamente distribuidas.
O mesmo acontece com as variaveis aleatérias D(v).

» Para cada simulagao, calcule ¢(v) para todos os valores de v e
em seguida calcule a média para aquela simulag&o.

» Calcule o histograma dos valores de C(G(N, p)) obtidos nas
diversas simulacoes.
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» Estamos trabalhando com o grafo G(100, p) onde p € (0, 1).

» Saber que D(1) = 0 nos diz algo a respeito de D(100)?
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Lembrando

Na literatura sobre grafos e redes sociais
diz-se que os grafos descrevendo redes sociais deveriam ter:

as caracteristicas mundo pequeno

vV v.v Yy

e para todo vértice v, a distribuicao de D(v) deveria ter uma
cauda longa.

» O que quer dizer ter cauda longa?

» Na préxima aula discutiremos esta Ultima questao.
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Enquanto a préxima aula ndo chega

» Vamos olhar a distribuigcdo de D(v) em G(N, p), escrevendo
Dy (v) emvez de D(v).
» Vamos calcular o limite Dy (v)/N quando N — oc.

>

Dy(1) 1 &
N _N;M(LU).

> As varidveis aleatérias (M (1,v))y=2
Lei dos Grandes NUumeros,

Dy (1)

~ Sao i.i.d. Portanto, pela

.....

lim

N—o0

— E(M(1,2)) = p.

» Podemos dizer mais sobre esse limite.
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Flutuagbes de Dy (1)/N em torno de p

» O Teorema-Limite Central diz que a distribui¢cdo de

Dn(1) — Np
VN

converge para uma distribuicdo N(0,p(1 — p)) quando N — oo.

VN (Dn(1)/N —p) =

» Ou seja, paratodo t € R, vale o limite

lim P(DNU)—NP t) 1/t
VN V21— p) e
» Essa é a famosa aproximagao normal da distribuicdo binomial.
Ela diz, entre outras coisas, algo sobre a concentragcdo Dy (1)
em torno de Np, e isso tem consequéncias sobre as
caracteristicas que se esperam de um grafo que representa uma

_1_s2
e 2p0-p) (s.
N—oc0

rede social.
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Exercicio

1. Calcule o coeficiente de aglomeracgao e o diametro do grafo
regular.

2. Simule vérias vezes G(NN,p) com N, p fixados. Use essas
simulag6es para estimar o coeficiente de aglomeragéao e o
didmetro de G(N, p).

3. Leia no artigo de Watts e Strogatz a discussao sobre o didmetro
e o coeficiente de aglomeragéo do grafo regular com diversas
taxas de aleatorizagao.

4. Reveja a aproximacao normal da distribuigdo binomial e suas
aplicagOes estatisticas.
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