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Inferéncia Bayesiana emTabelas 2 x 2

.. Resposta Y .
Covariavel X nesposta ¥ Totais
=1 j=2
i=1 mi N2 ni4
i=2 mi N no4
Totais ny1  Nio n

@ Intervalos de credibilidade 1 — « sd0 obtidos usando os quantis
da distribuicdo a posteriori.
o Existem dois tipos de IC: caudas iguais e HPD .

o Testes de hip6teses podem ser feitos considerando-se as
probabilidades das hipéteses serem verdadeiras ou utilizando os
Intervalos de Credibilidade.
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Inferéncia Bayesiana emTabelas 2 x 2

Intervalo de credibilidade de caudas iguais de probabilidade
1 —a para d = p1)1 — P21

Considere as distribuicdes a priori : p1); ~ Beta(a, by) e
P)1 ~ Beta(az, by) independentes.

Usando a férmula de Bayes, obtemos que as distribuicées a
posteriori também sdo Betas independentes com parametros:

Ar=ar+m1, Bi=b1+no, Ao =ax+n1, By = by + ny.

Para construcdo do IC para d precisamos da sua distribuicdo a
posteriori . N3o conseguimos obter uma distribuicio de
probabilidades conhecida para diferenca de Betas.

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula 5



Inferéncia Bayesiana emTabelas 2 x 2

e A distribuicdo a posteriori f(d | n11, n21) pode ser aproximada
via simulacdo. Método de Monte Carlo.

@ O método consiste em simular de cada uma das Betas de
forma independente. Para cada par de valores simulados, obter
o valor de d.

@ Se simularmos uma grande quantidade de valores, as
estatisticas amostrais devem se aproximar dos pardmetros
dessa distribuic3o.

@ Usamos os quantis da amostra de Monte Carlo para aproximar
os quantis populacionais de ordem a/2 e 1 — /2 e obter o IC
aproximado.
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Inferéncia Bayesiana emTabelas 2 x 2

Exemplo 1: O interesse é comparar dois vermifugos. Modelo
Produto de Binomiais.

Vermifugo M Totais
Sim Nio
1 48 152 200
2 68 132 200

Totais 116 284 400

. 48 68 49 69
4= 500 200 = 010 & Eld|minn] =50 — o0 ~ 010
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Inferéncia Bayesiana emTabelas 2 x 2

As distribuicBes a posteriori sdo p1y; | n1 ~ Beta(49,153) e
P2)1 | na1 ~ Beta(69,133), usando distribuicdes a priori uniformes.

Intervalo de probabilidade 0.90 para d é [—0.172; —0.024] .
P(pay1 > P2y | ma, n21) ~ 0.015.
O codigos em R s3o consistem em :

> pl = rbeta(10000, 49, 153)
> p2 = rbeta(10000, 69, 133)
>d=pl—p2

> quantile(d, ¢(0.05,0.95))
> mean(pl > p2)
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Inferéncia Bayesiana emTabelas 2 x 2
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Inferéncia Bayesiana emTabelas 2 x 2

Distribuicdo a posteriori aproximada para OR .

@ A IB também tem uma teoria para grandes amostras.

@ Diferente da IC, a aproxima¢do normal ndo é obtida para a
distribuicdo do estimador.

@ A aproximacio é obtida para a distribuicdo a posteriori do
pardmetro 6 .

@ Sob condi¢Bes de regularidade 7(0 | x) é aproximada por uma
N(Mo, V') em que Mo é a moda da posteriori e V é o
negativo da segunda derivada da log posteriori no ponto Mo.
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Inferéncia Bayesiana emTabelas 2 x 2

Exemplo: Obter a aproximacdo normal para o logaritmo da chance
s
log (—1_7r>

A func3o de verossimilhanca associada & uma amostra da binomial
é proporcional a

7_‘_X(]- _ 7_‘_)I‘I—X

Vamos considerar a priori Beta(a, b) entdo a posteriori &
proporcional a

7TX+871(1 . ﬂ_)nforbfl‘
No entanto, o nossa parametro de interesse é 6 = log (ﬁ) :

Para obter a distribuicio de 6 podemos usar o método Jacobiano
de transformacdo de variaveis.
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Inferéncia Bayesiana emTabelas 2 x 2

Fazendo a transformac&o inversa temos que:
1

(7]
— e
T= 1, ¢

O Jacobiano da transformacdo é

dr €
4o~ L+ e
Assim
e? e? A=l 1 B-1
FO1x) < Ty {(Hee)} [(1+e0)]
E

log £(0 | x) = C + A0 + (A + B) log(1 + €°).
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Inferéncia Bayesiana emTabelas 2 x 2

Derivando log (6 | x) e igualando a zero, obtemos

A a+x

Fazendo a segunda derivada da log-posteriori e substituindo 6 por
Mo e alterando o sinal, temos

Resulta que

0| x ~ N(Mo, V)
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Inferéncia Bayesiana emTabelas 2 x 2

Resultado: Sob o modelo produto de binomiais e com prioris
Betas independentes, a Distribuicio a posteriori aproximada para

OR é N(morg, vor) em que

mor — log [ 2 +m1\ log by + np
ok by + ni2 a> + np1
1 1 1 1
+ + -+
ai+nm1 bi+nm> a+na b+ nx»

VOR =

Prova: Para mostrar o resultado temos que usar o resultado do
exemplo anterior e o fato que diferenca de duas v.a. normais
independentes é também normal com a média dada pela diferenca
das médias e variadncia pela soma das variancias.
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Tabelas r x ¢

@ Os testes de homogeneidade, independéncia e
multiplicatividade usam extensdes simples das estatisticas Qp

e Qrv.
@ Ambas estatisticas tem distribuicdo assintética qui-quadrado
com v = (r — 1)(c — 1) graus de liberdades.

@ Outras estatisticas de teste podem ser construidas para o caso
das variaveis serem do tipo ordinal.

@ Um desafio é a busca de medidas de associacdo em dimensdes
maiores.
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Tabelas r x ¢

Teste de independéncia com variaveis ordinais

Ho : pjj = pi+p+j versus Hj: pjj # pitp+j-

Se as categorias de respostas de Y e X sdo ordenaveis, podemos
substituir por escores. Considere u = (u1,...,u,) e

v =(vi,...,Vc) os escores associados a X e Y respectivamente.
O escore médio é dado por

r (o}
F=3 uw

i=1 j=1

Seu estimador é

r (g N
=2 2 uv

i=1 j=1

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula 5



Tabelas r x ¢

Sob Ho,
r ¢ r c
= E[N] njy Ny
Elf] = E E ujv— == = E ui— E V=% = futhy
i=1 j=1 i=1 Jj=1
r
= n; >N
Var[f] = § uj — 2 = i = Huftv
i=1

Pelo Teorema do Limite Central

f—E[f]

Varl[f] - NO.D)
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Tabelas r x ¢

Entdo M? tem uma distribuicdo assintética qui-quadrado com
v =1 graus de liberdade. Podemos reescrever

M? = (n — 1)R?
Em que R é o coeficiente de correlacdo linear de Pearson entre u e
v, obtido por
r C
> > (u = ) (v — )y
R— i=1j=1
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Tabelas r x ¢

As hipéteses podem ser reescritas em funcdo do coeficiente de
correlacdo linear populacional p. Assim

Ho:p=0 versus Hy:p#0
A regido critica & dada por RC = {M? > x?}

Também é possivel realizar um teste unilateral com H, : p > 0 ou
H, : p < 0. Neste caso usamos a estatistica M e a distribuicdo
normal.
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Tabelas r x ¢

Exemplo : Estudo sobre o uso do tabaco por adolescentes.

Uso do tabaco

Consciénciadorisco ——— ~~ """ "  Totais
N3o Sim
Minima 70 33 103
Moderada 202 40 242
Substancial 218 11 229
Totais 490 34 574

Vamos considerar os escores u = (1,2,3) e v =(0,1) .
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Tabelas r x ¢

O valor de R = —0.274 indicando uma associacdo negativa.

A estatistica do teste bilateral é M2 = 42.94, associada a um
Valor-P < 0.0001 . Rejeita-se Hp.

Conclusdo: Ha evidéncia de associacio entre consciéncia de
risco e uso do tabaco pelos adolescentes.

(]

A estatistica para o teste unilateral H, : p < 0 é dada por
M = 6.55 com Valor — P < 10710

Conclus3o: O uso do tabaco diminui & medida que a
consciéncia do risco aumenta.
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Tabelas r x ¢

Residuos padronizados

_ njj — €j
Verl =5 - %5)

Sob Hy, rjj tem uma distribuicdo assistética N(0,1).

A anélise desses residuos permite verificar o ajuste dos dados a
hipétese Hp (independéncia) .

Tarefa: Buscar as funcdes no R que permitem obter as
estatisticas de testes e os residuos.
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