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Aula

1 Modelos Analı́ticos
Modelos contı́nuos e discretos
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Modelos Analı́ticos

Modelos Analı́ticos

Modelos
contı́nuos e
discretos com
aumento de complexidade (permitem descrever situações mais
complicadas).
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Qual é a peça?

Grandezas:
constantes: parâmetros;

mutantes: variáveis
Relação entre as grandezas: funções, soluções de equações
diferenciais ou algébricas.
Equações diferenciais, condições

iniciais: parâmetros;
contorno: funções.
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Constante

df (t)
dt

= 0 ,
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Constante

df (t)
dt

= 0 ,

f (t) = f0 .

Nada acontece
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Linear

Coeficiente:
constante

df (t)
dt

= r0 ,
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Linear

Coeficiente:
constante

df (t)
dt

= r0 ,

f (t) = f0 + r0(t − t0) ;
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Linear

Coeficiente:
constante

df (t)
dt

= r0 ,

f (t) = f0 + r0(t − t0) ;

variável
df (t)

dt
= r0(t) ,
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Linear

Coeficiente:
constante

df (t)
dt

= r0 ,

f (t) = f0 + r0(t − t0) ;

variável
df (t)

dt
= r0(t) ,

f (t) = f0 + r0

� t

t0
dt �r0(t �) .
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Linear: Gompertz

Para f (t) = ln[g(t)]
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t)
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Linear: Gompertz

Para f (t) = ln[g(t)]
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) =⇒ f (t) = f0 er1(t−t0) ,
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Linear: Gompertz

Para f (t) = ln[g(t)]
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) =⇒ f (t) = f0 er1(t−t0) ,

g(t) = ef (t) = ef0er1(t−t0) =
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Linear: Gompertz

Para f (t) = ln[g(t)]
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) =⇒ f (t) = f0 er1(t−t0) ,

g(t) = ef (t) = ef0er1(t−t0) =

Variável:
df (t)

dt
= r1(t)f (t) ,

Alexandre S. Martinez (DF/FFCLRP/USP) Noções de Modelagem Biológica asmartinez@usp.br 7 / 16



Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Linear: Gompertz

Para f (t) = ln[g(t)]
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) =⇒ f (t) = f0 er1(t−t0) ,

g(t) = ef (t) = ef0er1(t−t0) =

Variável:
df (t)

dt
= r1(t)f (t) ,

f (t) = f0 e
� t

t0
dt �r1(t �) .

Para r(t) = βktβ−1, f (t) = f0etβ−tβ0 , que é a exponencial estendida.
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial

Coeficiente
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) ,
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial

Coeficiente
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) ,

f (t) = f0 er1(t−t0) ;
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial

Coeficiente
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) ,

f (t) = f0 er1(t−t0) ;

Variável:
df (t)

dt
= r1(t)f (t) ,
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial

Coeficiente
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) ,

f (t) = f0 er1(t−t0) ;

Variável:
df (t)

dt
= r1(t)f (t) ,

f (t) = f0 e
� t

t0
dt �r1(t �) .

Para r(t) = βktβ−1, f (t) = f0etβ−tβ0 , que é a exponencial estendida.
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial: equação de diferenças

Coeficiente
Constante:

dx(t)
dt

= rx(t)
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial: equação de diferenças

Coeficiente
Constante:

dx(t)
dt

= rx(t) =⇒ x(t +Δt)− x(t)
Δt

= rx(t)
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial: equação de diferenças

Coeficiente
Constante:

dx(t)
dt

= rx(t) =⇒ x(t +Δt)− x(t)
Δt

= rx(t)

assim x(t +Δt) = (1 + rΔt)� �� �
κ

x(t). Perde-se a noção do

que se passa no intervalo Δt .
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial: equação de diferenças

Coeficiente
Constante:

dx(t)
dt

= rx(t) =⇒ x(t +Δt)− x(t)
Δt

= rx(t)

assim x(t +Δt) = (1 + rΔt)� �� �
κ

x(t). Perde-se a noção do

que se passa no intervalo Δt . Chamando xi = x(iΔt),
onde i = 0, 1, 2, . . ..

xn = κxn−1 = κnx0

com x0 sendo o valor inicial.
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial: equação de diferenças

Coeficiente
Constante:

dx(t)
dt

= rx(t) =⇒ x(t +Δt)− x(t)
Δt

= rx(t)

assim x(t +Δt) = (1 + rΔt)� �� �
κ

x(t). Perde-se a noção do

que se passa no intervalo Δt . Chamando xi = x(iΔt),
onde i = 0, 1, 2, . . ..

xn = κxn−1 = κnx0

com x0 sendo o valor inicial.
Variável:

xn =
n�

i=1

κi x0
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial + Linear

Coeficientes:
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) + r0
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial + Linear

Coeficientes:
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) + r0 =⇒ f (t) =
�

f0 +
r1

r0

�
er1(t−t0) − r1

r0
,
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial + Linear

Coeficientes:
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) + r0 =⇒ f (t) =
�

f0 +
r1

r0

�
er1(t−t0) − r1

r0
,

Um Constante e Um Variável:

df (t)
dt

= r1f (t) + r0(t)
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial + Linear

Coeficientes:
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) + r0 =⇒ f (t) =
�

f0 +
r1

r0

�
er1(t−t0) − r1

r0
,

Um Constante e Um Variável:

df (t)
dt

= r1f (t) + r0(t) =⇒ f (t) = er1t [f0e−r1t0 +

� t

t0
dt �e−r1t �r0(t �)] .
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial + Linear

Coeficientes:
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) + r0 =⇒ f (t) =
�

f0 +
r1

r0

�
er1(t−t0) − r1

r0
,

Um Constante e Um Variável:

df (t)
dt

= r1f (t) + r0(t) =⇒ f (t) = er1t [f0e−r1t0 +

� t

t0
dt �e−r1t �r0(t �)] .

Variáveis:

df (t)
dt

= r1(t)f (t)+r0(t)
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial + Linear

Coeficientes:
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) + r0 =⇒ f (t) =
�

f0 +
r1

r0

�
er1(t−t0) − r1

r0
,

Um Constante e Um Variável:

df (t)
dt

= r1f (t) + r0(t) =⇒ f (t) = er1t [f0e−r1t0 +

� t

t0
dt �e−r1t �r0(t �)] .

Variáveis:

df (t)
dt

= r1(t)f (t)+r0(t) =⇒ f (t) = g[r1(t)][f0+
� t

t0
dt �g[−r1(t �)]r0(t �)] .
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Modelos Analı́ticos Modelos contı́nuos e discretos

Exponencial + Linear

Coeficientes:
Constante:

df (t)
dt

= r1f (t) + r0 =⇒ f (t) =
�

f0 +
r1

r0

�
er1(t−t0) − r1

r0
,

Um Constante e Um Variável:

df (t)
dt

= r1f (t) + r0(t) =⇒ f (t) = er1t [f0e−r1t0 +

� t

t0
dt �e−r1t �r0(t �)] .

Variáveis:

df (t)
dt

= r1(t)f (t)+r0(t) =⇒ f (t) = g[r1(t)][f0+
� t

t0
dt �g[−r1(t �)]r0(t �)] .

g[r(t)] = e
� t

t0
dt ��r(t ��)
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