PQI5776—- Fenbmenos de Transporte I -Aula 1 - 2011 pag 1/26

PQI5776—- Fendmenos de Transporte I

AULA 1- Parte 1 - Equacdes de Conservacdao e Fendmenos de
Transporte

As equagdes utilizadas em engenharia obedecem a uma
LINGUAGEM unificada baseada em equagdes de conservagao. Referem-
se sempre a alguma propriedade extensiva, genericamente designada

por ® e/ou a correspondente propriedade especifica ¢ = ® = 0P/0dm.
Como exemplos:

propriedade P unidades [0) unidades
carga elétrica x C e C/kg
entropia S J/K s J/ (K.kQg)
massa de um constituinte i m, kg de i w; kgi/kg
massa total kg 1 -

WFZZE:H@

quantidade de movimento mv kg.m/s v m/s
momentum angular mrxyv kg.m’/s Xy |m7/s
energia cinética E, J e, J/kg
energia potencial E, J e J/kg
energia interna U J u J/kg
energia mecénica E,=E.+E, |J e, J/kg
energia total E =E,+U J e J/kg

As equacgdes de conservagao correspondem a uma contabilidade
{balanco} da propriedade em um Volume de controle cujas
fronteiras podem ser fechadas, abertas ou permedveis a
propriedade ® considerada. Cada equacdo de conservacgdo relaciona
a variagdo da propriedade ® no volume de controle com a soma das
taxas de transporte e de produgao.

Variagcao = Transportes + Produgdes
dd . .
dt (1]

Os termos de variagcao sao tipicos da contabilizacao da
propriedade @ no volume de controle V e normalmente podem ser

quantificados conhecendo-se as condig¢des iniciais do problema.

normalmente
propriedades

Os termos de produgcao tem equagdes especificas,
derivadas de leis fisicas, ©para cada caso e
estudados.

fluxos de
[DIFUSAO]

Os termos de transporte podem ser decompostos em
entrada e saida [CONVECCAO] e fluxos de transferéncia
representados em funcdo de vetores difusivos:
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2Pr = £ POVp .d$S = J$Conv pve.ds + J$Dif Ip - dS (2]
transportes = (entradas - saidas)convectivas + transferéncias difusivas
X @r = Img@r - EXmg@s + X [3]

Os termos de entrada e saida normalmente podem ser
quantificados conhecendo-se as condig¢des de contorno do problema.
Resumindo:

Variacao = Entradas - Saidas + Difusdes + Produgdes
ad . — . — : :
T Xmg @ — Xmg Qg + XPp + X Pp (4]

Na figura abaixo ilustra-se um equipamento com escoamento
monofasico:
superficie

$s de saida

secgcao de parede de @

permedvel a P taxa de transferencia
SDif de ® por difusdo Pp s s
taxa
I IEEIIRIRIENEIINIREEE RN de saida de @
convecgao
superficie Se '
de troca de @ T
taxa de entrada equipamento
de ® g Qg \ estudado
conveccado / i :

superficie $g L volume de cgntrole V ao qual se referem as

de entrada de ® produgdes P, e a variagdo

fluxos convectivos: o transporte da propriedade decorre de um
fluxo material global que a carrega. Neste caso as superficies S$g
e $s sao fronteiras com uma regido do equipamento na qual nao
existem paredes.

fluxos difusivos: o transporte da propriedade decorre de um fluxo
exclusivo da propriedade considerada. Neste caso as superficies $p
sao fronteiras com uma regidao do equipamento na qual existem
paredes sdélidas mas que tenham qualidades de permeabilidade a
propriedade considerada.

taxas de produgdo: correspondem a criagao (>0) ou destruigao (<0)
da propriedade em todo o volume de controle considerado.



PQI5776—- Fenbmenos de Transporte I -Aula 1 - 2011 pag 3/26

Sempre que uma propriedade considerada variar dentro de um
volume de controle torna-se necessario aplicar o balanco
microscépico (diferencial no espacgo também) :

Variacao temporal = [Entrada - Saida] + Transferéncia + Produgao
D@ opY . - :
= + div pv = — div 7 + O
Y Dt 9t pveoe Jo Vo (6]
Lagrange Euler convecgao difuséao producgao

A equacao que relaciona as obsevacdes FEuleriana e
Lagrangeana é:

D@ 00 . -

— = — + v.gr ad

Dt ot 7 ? [7]
Derivadas no tempo:

_ do . L -
- Parcial: 75— — Observacao de Euler - Variacao local (posigao
t ).

fixa no espago) da propriedade ¢ com o tempo.

de) do . L .
- Total: i;_ =E;—+ngrad¢ - Variacao total da propriedade @

t t

com o tempo, onde w é a velocidade da observacao.

. Do) do . . .
— Substantiva: 73— ZT;—+v.grad¢ — Observacao de Lagrange — Caso

t t

particular da derivada total, na qual w = wv. A observacao

acompanha o escoamento de velocidade v.

TERMODINAMICA DOS PROCESSOS IRREVERSIVEIS LINEARES

O estudo dos fendmenos de transferéncia necessita de
equacdes constitutivas para os termos de transferéncia. Baseado
nas equacgodes da Termodindmica uma infinidade de modelos
consistentes podem ser propostos, por exemplo:

—

Jo :Z{Eq)\p . (grad py ) + I:<q>\p . (gréd u\p)m + } (8]
v

A TERMODINAMICA DOS PROCESSOS IRREVERSIVEIS LINEARES considera
genericamente um modelo linear, estdtico, homogéneo e isotrépico
(escalar):

Jo =%Lq>lp grad Wy [9]

A TEORIA DOS FENOMENOS DE TRANSPORTE ¢ ainda mais restrita e
admite genericamente um modelo linear, estdtico, homogéneo e
isotrdépico (escalar) e desacoplado:
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o =— pArp grid UHe [10]

onde e € o0 potencial da grandeza @.

difusividade

) ECID =-p 7\-cI> grad W Modelo [“Lei”] Ao [m2/s]

= - Fick
o; J =—pD, grado, (simplificado) D,

- Definicao de

1 ZJl =0 Difusdo mdssica -

i

o ad Oh 1
e | s ——?g My " (Pr-p)

z

- rdc T .

s jsz_p(xg—l’ zg Fourier a = k/(p.cy)
T T

v ’C=—pVgIadV Newton vV = u/p

Apesar de serem denominados de Leis, esses modelos sao muito
simplificados e nao consideram fendmenos de acoplamento bastante
importantes e conhecidos tais como os efeitos Peltier, Seebeck,
Dufour, Soret, entre muitos outros. Apesar disto o dominio de
aplicacao destes modelos ¢é ainda muito grande e dessa forma,
neste curso, eles serao adotados de forma absoluta.

Aplicando [10] em [6] e admitindo-se MUy =¢ , tem-se:
Do o - : _ .
2 _ PP +divpve = —div [—pkq, grad(p]+(5v [11]
Dt ot *
admitindo-se gﬂki¢.gﬂki0?ﬂ¢)=0 , obtém-se a forma mais

simplificada de Equacionamento dos Fendmenos de Transporte:

Do op - > :

— = — + v.gade = A,V o+ 6 12

Dt ot "o (1]
variacgao variagao conveccgao difusao producgao

Lagrangeana Euleriana
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Mecanica dos Meios Continuos
Mecanica dos Fluidos
Fluido Real Fluido Ideal
(Inviscido)
Sistemas
Multifasicos l l l
. >
Laminar > Compressivel Turbulento
> B >
Incompressivel
v v Modelos de
Nao-newtoniano Newtoniano Turbuléncia
: DNS
Navier - PR » Direct Numerical
Stokes Simulation
Macroscépico Mecanica dos Mecanica Mecanica
Equipamento Meios Continuos Estatistica Quantica
. Radiacgéo ,
Taxas:mv,Q, W Perfilde: v, T, P, Ca € Cinética
J- | \ 4
Balangos macroscopicos Equagbes de Conservagao .[ Equacéo de Boltzmann
S = S g, -Yii g, + X, +Tb, 1€ P\ div pig =—div o+ 6, (€| Yoo fde Wy .,
ot @ dt aF ar
Adimensionais e Fluxos Difusivos — Jo
Coeficientes de Transporte € Newton, Fogner, Fick,.. e U, K, Dag , K1, d
f,h, k T.9% Ja
Kn << Kn~1 Kn>>1
Dimensdo L e Caminho livre médio A
NUmero de Knudsen — Kn = A/L

BIBLIOGRAFIA:
Bird, R.B., Stewart, W.E.,

ed, Wiley, 2002.

Lighfoot, E.N., Transport Phenomena,

2



PQI5776—- Fenbmenos de Transporte I -Aula 1 - 2011 pag 6/26

PQI5776 — Fendmenos de Transporte I - AULA 1- Parte 2

Operacdes Vetoriais e fatores de escala

Nesta aula apresentaremos compactamente tépicos delicados dos
cdlculos vetorial e tensorial de uma forma fisica e estreitamente
relacionada com o que serd apresentado neste curso.

(1) O gradiente [ grad =V ]

é¢ um operador que descreve CcoOmo um campo varia no espago em um
determinado instante. E definido por:

99

grad @ = e
t

== ( grad @ .dr = d@ )t [1]

Sendo o campo de @ no espag¢o descrito por superficies de ¢ constante:

o

a) para definir a direg¢dao do gradiente, num ponto P qualquer, escolhe-

se primeiramente um deslocamento elementar dr; partindo de P até um
ponto Q sobre a mesma iso-superficie.

(grad @), .dt =dp=0 2]

assim conclui-se que o gradiente em P é perpendicular a iso-superficie
que passa em P.

b) para definir o médulo do gradiente no ponto P, escolhe-se outro

deslocamento elementar dr, partindo de P e indo na diregao perpendicular
a 1so-superficie até um ponto R sobre a outra iso-superficie.

(grad ), .df, =|(grad ), || dE,| =d@ =@ -, 3

‘ (grﬁd (D)P‘ -
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c) o sentido é arbitrado no sentido de @ crescente.
(2) O divergente [ div = V. ]

Dado um campo vetorial O e um elemento de volume V fixo no espago e com
uma superficie envoltéria $:

A
=
-

Nos elementos de superficie em que O entra em V a quantidade de
que entra é:

—a.dS [5]

j& nos elementos de superficie em que & sai de V o gquanto sai de o é:

+a.dS (6]

contabilizando tudo o gque sai menos o que entra em todo o volume V:

[a.ds (7]
$
o divergente de O é a derivada dessa quantidade pelo volume:
— d . =
diva = — [ .dS
dv [8]
$
ou na forma integral do Teorema de Gauss:
[divadv = [o.dS ‘o]
A $
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(3) O Laplaciano [ V2 ]

2 , -
V(p:dlv(grad(p)zv.V(p [10]

(4) O fator de escala h;.
Considerando um vetor de posicgao de um ponto observado:
£ =% (ay, a9z 93 t) [11]

onde t é o tempo e as grandezas g ( i =1 , 2 , 3 ) sao as
coordenadas de posigcao em relagdao a um sSistema de eixos

independentes qualquer. Mantendo-se todas as coordenadas Jjz;
fixas e variando-se apenas uma coordenada gi considerada, o ponto
observado descreve uma trajetdéria ds:

ds = ds éi

paralela a um versor e; cuja direcao é definida por:

& // (arJ
aqi i

o modulo de ds corresponde ao comprimento fisico do deslocamento
elementar sobre a trajetdria e é dado pelo produto escalar do
vetor deslocamento dr por ej:

Assim o sistema de coordenadas pode ser definido pelos seus eixos
caracterizado pelos versores:

€1, é2, é3

Um sistemas de coordenadas ¢é ortogonal guando versores Sao
perpendiculares entre si:

onde: Bird (A-2-1;2); Deen (A-3-7)
0 is 1 0 0
+
P o e N P [13]
! 1 pli=j 0 0
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Para um sistema de coordenadas ortogonais pode-se definir um
fator de escala h; para cada coordenada g; por:

ds=ds.e, =h,dq, [14]

o fator de wescala h; ¢é portanto o parédmetro gque se torna
necessario multiplicar a diferencial da coordenada dgi para se
obter o comprimento fisico do deslocamento que o ponto descreve
quando apenas a coordenada g; varia.

4-a) Aplicando a definicdao para o sistema de coordenadas
cartesiano:

dr . I =dx hy =1

df .J =dy hy =1

df . K =dz h, =1
e entao:

df = dx I +dy J + dz K

4-b) Aplicando para o sistema de coordenadas cilindrico:

plano xz o i T |~ Superficie cilindrica
L, 4 : : de raio r
o
r'"'..a__“_'ﬂ_
Tl o __— Elemento diferencial
= de valume
TS e (e rd @ dz)
I
| |
.
[
| |
; i [
f-'-___._,_.--.—-n—-“‘— e +‘_ L ———
e

Fig. A.8-1 Elemento diferencial de volume, r dr d#dz, em coor-
denadas cilindricas e elementos diferenciais de linha, dr, r d8
e dz. Os elementos diferenciais de superficie sao; (r d)(dz)
perpendiculares a diregéo r (sombreamento intermediério);
\dz){dr) perpendiculares & diregdo # (sombreamento mais es-
curo) e (dr)ir d6) perpendiculares & diregdo 2 (sombreamento
mais leve).
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e adotando-se para as coordenadas r e ©6 da figura A.8.1 as
notagdes pe€ @, respectivamente.

dr ép = dp hp =1
dr e(p = pd(p h(p =p
df . K =dz h, =1

e entao:
dr = dpép+pd<pé(p+dzf<

4—-c) Aplicando para o sistema de coordenadas esférico:

=4 (r sen 0 dgh)
H,-";‘ Elemento difsrencial
ﬁiff de volume
plana xz P (er)(rd@)r sen Gde )
gt (r. 8, ¢)

'.-I-q'-. -

rein \

|

I

1 [

I } -
I I ¥

[ I

] l

! !

/ I

[ !
i !

> f f! Superficie esférica
. f s de raio r
L

Fig. A.8-2. Elemento diferencial de volume, r* sen @ dr d@ de, em
coordenadas esféricas e elementos diferenciais de linha, dr, rdfe
rsen fdd. Os elementos diferenciais de superficie sao: (r d6)(r sen
f d¢h) perpendiculares & direcao r (sombreamento mais leve): (r sen
6 dd)(dr) perpendiculares & diregao @ (sombreamento mais escu-
ro) e (dr){rd#) perpendiculares & direcio ¢ (sombreamento inter-
mediario).
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dr . e, =dr hy =1

dr .eg =r db hg = r

df.é(p=rsen9d(p h(p=rsen9
e entao:

dr = dr e, + r dfeg +rsen9d(pé(p
generalizando:

a 3
dr= X hjdgje; [15]
i=1

onde:
sistema og] h; d; h, ds hs J
cartesiano X 1 y 1 1 1
cilindrico P 1 0 P 1
esférico r 1 e r (p r sen e r2 sen e

Tanto o Bird quanto o Deen usam r em vez

de p como coordenada

polar cilindrica para nao confundir com a densidade.

Deen (A-7-11)

[16]

Deen (A-7-18)

4-d) O gradiente com h;. Bird (A-7-15);
- 31 a(p
grad @ = Z —
1 hy aq
4-e) O divergente com hj. Bird(A-7-16);
- 1 3 0 Joy
div o = — Y =
Ji=1 aql hy
3
onde o Jacobiano é: J = [Ih;

(17]

Bird(A-4-10)

4-f) O rotacional com h;:
L 1 3 3 3

rot & =— Y > X €5k
Ji=19=1k=1

ei

(18]

onde o pseudo-tensor permutagdo e€ij;x € composto de 27 termos:
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1 yk=123;231:312
g, =1—1 ijk=132;213:321 _ Bird(A2-3:4;5)

0 i=j;j=k:k=i

O 0 0)j0 0 -1}j0 1 O

0 0 1[0 0 0[-100 -
O -1 0/j1T 0 0O04}O0 OO

=(i—j).(-k).(k-i)/2

4-g) O laplaciano com hj: Deen (A-7-22); Bird(A-7-17)

E uma segunda derivada que corresponde & contabilidade do que sai
menos o que entra num elemento de volume (divergente) da wvariacao
de um campo no espacgo (gradiente):

L)
2 s [20]

3
Vo li b
J ;=1 dq;

HNIQ

5- Bibliografia

Neste curso adotamos como biblografia dois livros com excelentes
apendices de operacdes vetorials e tensoriais:

Deen,W.M., Analysis of Transport Phenomena, Oxford, 1998.
Appendix A - Vectors and Tensors. p.551-81

Simples e objetivo altamente recomendado para recordar o cdlculo vetorial e iniciar o
calculo tensorial.

Bird, R.B., Stewart, W.E., Lighfoot, E.N., Transport Phenomena, 2 ed,
Wiley, 2002.

Appendix A - Vector and Tensor Notation. p.807-42

Appendix B - The Fluxes and the Equations of change. p.843-81

Avancado e completo (quase enciclopédico), com exemplos e exercicios.
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PQI5776 — Fendmenos de Transporte I — AULA 1- Parte 3

Operagcdoes Matriciais e a Representacdo Tensorial

1) Algumas propriedades das matrizes:

Sendo as matrizes A, B e  quadradas [nxn] e C [1xn]:

All  A12 BI1 BI2 10
Az{AZI AZZ} '3{321 822} ' 5{0 1} s e=lar ]

(1-a) as transpostas de A e C sdo:

All A21 B11 B21 ct
T _ . pT _ .sT _ L
A {Alz AZZ} B {312 Bzz} 01 =0 e ‘[cz}

(1-b) o trago é a soma dos termos da diagonal principal:
tr(A)=(All+A22) ; tr(8)=2

(1-c) a parcela simétrica de A é:

AS

CA+AT 1Al A2 [ At All (A21+ A12)/2
T2 T 2]|A21 A22| |A12 A22|( |(A21+A12)/2 A22

(1-d) a parcela simétrica normalizada de A é a parcela simétrica de A de cuja diagonal é
subtraido o trago dividido pela ordem da matriz :

AS_pas @y s

tr(d) tr(d)

tr(A)[1 0] [(Al1-A22)/2 (A21+A12)/2
{o 1}{(A21+A12)/2 (A22—A11)/2}

(1-e) a parcela anti-simétrica de A é:

A-AT 1([[A1l A12] [A1l A21 0 - (A21-A12)/2
AG: = — —_ =
2 2||A21 A22| |A12 A22 (A21-A12)/2 0

(1-f) a matriz A pode ser expressa como a soma do trago dividido pela ordem, da parcela
simétrica normalisada e da parcela antissimétrica:

tr(A)[1 O] %
A= A° +A
’rr‘(S){O I}F i
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(1-g9) a multiplicagdo das matrizes A[nxn] e B[nxn] é o produto (linhas x colunas) e é
denominada contragdo ; o resultado diminui (contrai) o ndmero total de componentes de
(nxn+nxn) para [nxn]:

_[A11 A12][BI1 BI12| [(Al1BI1+AI2B21) (All BI2+Al2 B22)
| A21 A22||B21 B22| |(A21Bl11+A22 B21) (A21 B12+A22 B22)

(1-h) A contragdo da matriz C [1xn] com a matriz A [nxn] ndo é comutativa C.A # A.CT
(a menos que A seja simétrica):

n n
_ C.A=YC. ¥ A=lcl cz].b\21 422

All AIZ}
=1 " ij=t

n
=[c1A11+Cc2A21) (C1A12 +C2A22)]=[CAl CA2]= 3 AiG

i,j=1
acT=La B¢ _[All AIZ} [a}_ (A11C1+A12C2)] [ACL] Loac
S R V3 (A A2 cz) | (A21C1+A22C2) )| AC2] iE T

(1-i) a dupla contragdo de A:B é o trago da contragdo de A com B:

AR =Tr‘(A.B)=Tr‘{[A11 AIZ}.{BII 812}} _

A21 A22||B21 B22

(A11B11+ A12B21) (ALLBI2+A12B22)]
"|(A21B11 + A22.B21) (A21B12+A22B22)|”

= (A11B11 + A12 B21 + A21 B12 + A22.B22) = ¥ AiBji
ij
A:B corresponde simplesmente ao somatério dos produtos termo a termo de A e B'. Esta
operagdo é comutativa A:B = B:A

(1-j) a magnitude de um tensor é a raiz quadrada da dupla contragdo do tensor com seu
transposto:

1/2 1/2
A= A:AT ={K(A AT)}V?: tr [[AlL Al2][ALL A2l _
2 2\ 2 ||A21 A22||A12 A22

2 > 1/2
_ i An? A2 Al1.A21+ A12.A22 _
A21 All1+ A22.A21  A212 + A222

2

1/2 1/2
(A2 a122 1 p21% + a222 ) ZAZU
2 e
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(2) Representagdes Tensoriais

(2-a) Um vetor pode ser representado como a contracdo da matriz das coordenadas do
vetor em relagdo a um sistema de coordenadas com a matriz dos respectivos versores:

e1
— — — — — n —
a = [al an a3]. €y | = aje; + agey + azez = Z aiei
~ i=1
€3

(2-b) A multiplicagdo simples de dois vetores a e b ¢ denominada de produto diddico e gera

2
um ente complexo (n~ termos):
ab = (alel + azep + a3e3)(blel + boey + b3e3) =| 2 ajei 2 byl =
i=1 i=1

alblélél + a1b2élé2 + a1b3élé3 + 0 on
= + a2b1é2él + a2b262é2 + a2b3é253 + = > ¥ aibj*iéj
+ a3blé3él + a3b2é3é2 + a3b3é3é3 J=li=1

este produto pode ser representado pela dupla contragdo de duas matrizes:

-a matriz(3x3) resultado da contragdo da matriz das coordenadas de a(3x1) com a matriz
das de b(1x3):

a, ab, ab, ab,
[ab] =4y | [bl b, b, ] =|a,b, a,b, a,b,
as ab, ab, a;b,

com a andloga matriz da contragdo dos versores denominado diade:

o T . I N
€ €€ 66 &€
ee=1l¢e, |le, & &l =|ée, ée, ég,
€; €63 6,65 €36

ou seja o produto diddico de a com b é a dupla contragdo da matriz dos produtos dos

coeficientes termo a termo com a diade:
ab, ab, ab; €€ 66 &6 3
ab =tr(ab:éé)=tri|ab, ab, a,b, | éé, é¢é, ége,|r= Zaibj €e;

asb, asb, asb; €6 6,6 €6
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(2-c) um tensor genérico pode ser representado simplificadamente pela dupla contragdo da
matriz de seus coeficientes com a diade:

. L, T, T €e €& €8 3
T=tri|T,, T,, T, |® ee ee, ee, =ZTI.]. ee. =T

T, T, T, €€, €36, €36,

e normalmente a diade pode ser omitida na representagdo dos tensores.

3) Algumas propriedades dos tensores:
(3-a) definigdo:

tensor é um ente fisico que independe do sistema de referéncia que o observa.

(3-b) um tensor tem d" termos

onde d = dimensdo do sistema de referéncia(d=1, 2, 3, 4, ...)
n = ordem do tensor ( n = 0 -> escalar; n =1 -> vetor;
n =2 -> tensor de ordem 2; ...)

(3-b) o produto externo de dois vetores a b

albl ale alb3 n
ab=|a,b, a,b, a,b, =Zaibj =a;b;

i,j=1
a;b, a;b, asb;

(3-c) o produto interno a.b é o trago de a b:

ab, ab, ab, .
a.b=trja,b, a,b, a,b;|= Zaibi =a;b; Bird(A-2-20)
azb, asb, a;b, -

(3-d) o denominado produto vetorial a x b é uma representagdo pseudo - vetorial da
parcela anti-simétrica de a b:

ab, ab, ab, ab, ab, ab, 0 a,b, —a,b, - (a3b1 _a1b3)

aixb= ah, ap, ab,|-|ab, ab, apb,|=|-(ab,—ab) 0 a,b, —a.b,

ab, ab, asb, aby a,by; asb, asb, — a,b, - (a2b3 _a3b2) 0
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axb= Y ab e, é =ab, e, Bird(A-2-21)

i,j,k=l1

4) Uma representagdo para o produto diddico 8:8;

3 3 3
2 2 2
8,9, 8,5, 8,8,
1 1 1
3 3 3
2 2 2
828, 878, 8,83
1 1 1
3 3 3

2 =2 2
838, / 89, 838,

1 1 1
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AULA 1- Parte 4

(1) O tensor das Tensoes
(1-a) Define-se tensao (molecular stress) como a derivada da forga pela
area:
= dF
T =—
ds
ds $
dF
ou .45 = dF =
T, Tp T3 dSl nlldsl + 7512d52 + TCl3dS3 dFl
= [Ty Tpp To3|. dSZ = 7521(3151 +7€22d52 +7523dS3 = dF2
31 T3y T33 dS3 7531d51 + 7532d52 + 7533d53 dF3
(1-b) integrando em $ e aplicando Gauss (utilizando o divergente
vetor) :
F=[df =[%.dS = [div® av
$ $ v
(1-c) decomposigdo do tensor das tensdes
traco simétrico normalizado assimétrico
(:) 1 00 o
= tr |\ T = =
T = ——?;—— 0O 1 0 + ns + 72
0 0 1
-
(p +p") & =0
forcgas: normais cisalhamento devido a rotacao
(pressao (consideradas nulas
hidrostatica) por Bird (p.18))
- — o
= = 3 = =
n=—T=(p +pv)8 + T + T
=0
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(2) O gradiente tensor da velocidade

(2—a) Desenvolvendo com base nos fatores de escala:

- :, 285 dv
grda ¥ = 3 -2 [ZVjéjJéi=Ziz( =y VJJ:

V3 ]
i Dy da; |5 i hi 5 oq; da;
e e; 0dv g de
= YT———2+ T =Tvj—
i,3 hj aql i hi J aql

as parcelas do primeiro termo do ultimo membro da equagao acima sao
facilmente identificadas em Bird(tabela A-7-1) e Deen(tabelas A-2,3,4-
egs.S—-AA). As parcelas correspondentes ao segundo termo necessitam de
um desenvolvimento matematico mais elaborado para a sua demonstracao.

(2-b) decomposigdo do gradiente tensor da velocidade wv:

tracgo simétrico norm. assimetrico
= tr( rgd{})* 2 2
grad v = gf B + gr a v o+ grad® v
div v [ -divv Q
escoamento: dilatacao deformacéao rotacao

w ~ PN

X u

(3) relacdao entre as tensdes e o escoamento:

= - fi. grad ¥ Bird (1-2-3)

(9) (81) (9) (3) termos

, — .
Newtoniano —-> reduz a 2 ou 3 coeficientes

(4) A dissipagdo viscosa:

Ao escoar, um elemento fluido realiza trabalho viscoso que corresponde
ao produto escalar do seu deslocamento com a forga viscosa resultante
que atua sobre ele. Expresso por unidade de tempo e de volume, é:
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aw dr . F . div 7 dv L -
S 3 N e A
vV ot Vv dt A
mas:
div(%.?f)—?f.d_i.v%+%:gr§d€f

Bird(A-4-29);Deen(A-4-14)
entdao a potencia volumétrica pode ser decomposta em duas parcelas:

All
|

v.div

= div(%.x?) + (—%:grgdG)
- - -
total externa interna
a parcela interna corresponde a dissipacdo viscosa
aumento de temperatura no fluido.

que promove um
Esta parcela esta portanto presente

nos balangcos de entropia e de energia interna.

(4-a)

a fungdo dissipagdo P, de Rayleigh

para um fluido Newtoniano:

!

Al

-2 U grgds

<4

Deen(1.2-11)
entao:

ue, = % :grgd

<

2 u grgdﬁ:grgdG =

2

u ov; v 2 ov

=S Sl|=2+ 2| -S|z K8y Bird (3-3-3)
2 i5/(da3  day 3k dak

este termo, sempre positivo, corresponde a

as forcas viscosas:

“potencia dissipada” devido

P= 2u (grgdeIJZ
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PQI-5776 Fendmenos de Transporte I
Lista de Exercicios 1
1)

O gradiente do vetor velocidade Vv é um tensor de segunda
ordem (9 componentes).

a) escreva Vv em coordenadas cartesianas na forma matricial.

Vv = aVi / an
b) Verifique que o tracgo de Vv é igual ao divergente de wv:
tr ( Vv ) = V.v

c) transponha o gradiente Vv , some com Vv e escreva na forma
matricial a parte simétrica de Vv denominada de tensor elongacéo:

= Vv = (Vv + Vtv)/2 onde (st)ij = (st)ji

d) multiplique tr(Vv) por &/3 e subtraia de Vv , escreva entao a
parcela simetrica do gradiente sem o traco:

I°= Vv - tr ( Vv ) &/3

e) escreva na forma matricial a parte anti-simétrica de Vv denominada
de tensor vorticidade:

Q - Viv = (Vv - Vi) /2

f) escreva o rotacional de v e compare as suas trés componentes com
as componentes da parte anti-simétrica de Vwv:

w = Vx v & Q

g) contraia w com o pseudo tensor permutagcdo € e compare com O tensor
vorticidade

w . € =2 Q
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h) verifique que: Vv = %V.V 8+f+Q Resposta:
[ov, dv, dv.
dx aax dx ) 1 0 0
V- av vy 9dv_ |_1{(9dv, AR av, o 1 o0l+
dy oy dy 30 ox dy 9z
av. v, o 0 0 1
| 0z 07 07 |
| 28vx_avy _dv, 3 avx_i_avy i(avx avz}
ox dy 9z 2\ dy ox 2\ 0z ox
1 3(dv v, dv, 9v av, 3(dv, 9v,
+ — J— X + 2 — X 2 = + 2
3 2\ dy 0x dy dx 9z 2\ 9z dy
_i(avx4_8vzj 3(dv, v, 2avz__8vy__avx
| 2\ 9z dx 2\ 9z dy 0z dy ax )|
I 0 v, _dv,  dv,  dv, ]
dx dy 0z dox
+ L v, _ 9, 0 v, 97, :I—V.v S+T+Q
2| dy 0x dy 9z 3
dv, dv, 9dv, dv, 0
| dx 0z 9z dy ]
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2)

O Tensor stress 6 = - T ¢ um tensor de segunda ordem (9
componentes) .

a) escreva as componentes de 6 = 035 na forma matricial.
b) Escreva a pressao p em funcao das componentes de O:
p= tr (6)/3
c) transponha O , some com O e escreva na forma matricial a parte

simétrica de O:

6° = (6 + 65)/2 onde 6°ij = 651
d) multiplique tr(c6) por 8/3 e subtraia de © , escreva entdo a
parcela simetrica do tensor das tensdes sem o trago:

6 =06 - tr (6 ) &/3

e) escreva na forma matricial a parte anti-simétrica de ©:

a

6° = (6 - 6%) /2

f) veja em Deen p. 220 e Bird p. 18 por gue tem-se para © a
relacao:

g) verifique que:

c = tr (o) 8/3 + ¢° + ¢©°

h) identifique os termos de dilatag¢do e cisalhamento.

6 = - p & +{+o
resposta:
O-xx xy O-xz 1 0 O
o = w O, O :—(O'M+0'yy+0'zz) 0O 1 0|+
c, O, O 0O 0 1
_ 3 _
(Zo-xx _O-}} _O-ZZ) _(O-xy +O—yx) _(O-xz +O_zx)
1
+§ _(O-yx +O-xy) (O-xx _2o-yy _O-zz) _(O-yz +O-zy) +
3
E(O'ZX +0,.) —(O'Zy +0, ) (O'xx -0, -20 )
O O-xy - O-yx O-xz _O-ZX
+E c,—0, 0 c,-0,|=—-pd+7+0°
_O-zx - O-xz O-zy - O-yz 0
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por exemplo o

Um tensor pode ser escrito de diversas maneiras,

ov 08
= J = J
" vjej.5§;}

3)

gradiente da velocidade é Bird(A-7-15):

J 2 esva | = Zé-[e-—
. B i L ok

=§X\7=Zéi J x| Xejvy|l = X
i 0x i 3 i3k

9% ;

verifique, para um sistema ortogonal (8
X4
1

Se C for par:
Deen (A-4-11)

a)
div (grgd v o+ grng \7) = grad (@iv v) + V° ¥
R <. 0 R I 0 . 0 vy 9%y
: % & Tu .[% I % Syvy + % ej-5;;-§ eivi] SRl v v + Eéej 2
b) se C for impar:
rot (r5t v ) = gr ad (div v) ~vis Bird (A-7-37)
2
R Y &y aa x[z g, % xx éjvj] - TRLACAE B 2V
K xx |1 dxj 5 i3 7 0xy§ Oxi 5 axi
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Questiondrio:

1)Verifique a estreita analogia entre a ©poténcia elétrica
dissipada P = UZ/R e a poténcia viscosa dissipada

P = I’/ (1/2u)

Serd que essa analogia pode ser aplicada a outro tipo de
transporte?

2)Escrever a equacao em coordenadas cilindricas:

All

g%(pﬁ)z —V.piv — Vp — V.7 + pg R: Ver Bird Apéndice B.
3)A relacao abaixo é tao importante que sua deducgao é solicitada,
como exercicio, em varios livros de Fendmenos de Transporte. Como
a sua deducao nao é facil ela é, em geral, apresentada como
exercicio resolvido, Bird(A-4-29); Deen(A-4-14). No entanto ela
pode ser facilmente interpretada como uma *“regra da cadeia”.
Verifique.

- para T simétrico: div T.v = v.divT + T:grad v

4) Usando fatores de escala escreva:
a) gradiente: Vo em coordenadas esféricas

R: v éaﬁ+éia£+ éq) ai(p
T oor r d0 r sen 0 J¢

b) divergente: V.a em coordenadas cilindricas
R: gz . Ltora 193  da,
r Or r d¢ dz
c) rotacional: Vxa em coordenadas retangulares
Rt gys = [%22 - %) (aax - aax) g, + [y _ 2ax)g
Jdy dz X dz ox Y ox Jdy z
d) laplaciano: Vap em coordenadas esféricas
2
R: V2¢=L23_r23¢+ 21 isen(—)a—q)—k 5 12 "¢
r? or or r® sen @ 90 Ll r“ sen® @ 99

e) gradiente: Va em coordenadas cilindricas
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[ Jd a o d a o Jda, _ _
arr .8, + ar¢ Erép + arz .8, +
R: = 1(0a Lo 1(0da Lo 10a, . _
Va = |+ ;—( a¢r + v¢j eper + ;—[ 8¢¢ + er epeo + ;— 8¢Z epez *+
J a R d a o J a R
5, ozt " az¢ €20 3, 2%z |
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Observar a presenca dos dois termos vy e vy correspondentes as
derivadas dos respectivos versores em relagdo a ¢.

f) dissipacgéo: 1:Vv em coordenadas esféricas
R:
Frr aa% e (aaz)r ) V9j+ T? (sei 0 aa\;r ) Vq’] "
Vi o= + TQr aaza Tie (8829 + vr] + Tiq) [Sei 5 aa‘;e - vg¢ cot 6|+
e R e R



