MAT 0147: Calculo Il (T21-FEA-USP)

Conjuntos abertos, fechados e aplicagdes continuas.

Guia resumido

Setembro 2020



Alerta: Este é apenas um guia resumido de parte das
transparéncias das aulas. Ele n3o substitui as aulas (onde
existem discussdes, resolugBes de exercicios, figuras, etc) e ndo
substitui a leitura da bibliografia recomendada.

Objetivo: Estudar dominios e continuidades de fun¢des (tais
como as fungdes utilidades) f : U C R™ — R e aplicagdes
F:UCR™ = R".



Conjuntos abertos, fechados e bordo

Def: Um conjunto U C R™ é chamado um conjunto aberto
se para cada p € U existe um raio € > 0 tal que cu

Ex: U= {(x1,x) € R?|x, > 0}



Def: Um conjunto D C R™ é T
chamado um conjunto fechado

se seu complementar D¢ = {x € N ‘ Py
R™ x ¢ D} é aberto. {_\:/. i

Ex:

Def: A fronteira ou bordo de um conjunto U C R™ é o conjunto
oU={xeRM VY e NU#D e B(x)NU #0}

Ex: Se U = {(x1,x) € R?|x; > 0} entdo
ou = {(Xl,Xg) S R2|X2 = 0}



Obs: Em geral um conjunto sera
» aberto se for definido por <, >
» fechado se for definido por =, < e >
» fronteira se for definido por =

Para formalizar o conceito vago em geral precisaremos do
conceito de funcdes continuas.



Problema

Sejam x1, xo 0 nimero de unidades das mercadorias A e B
consumidas por uma pessoa. Sejam $2,00 e $3,00 os precos
unitarios de A e B respectivamente. Descreva em coordenadas
euclidianas o espaco dos niimeros de unidades das
mercadorias, quando a despesas para mercadorias é no
maximo $ 10,00 e esboce tal conjunto.



Limite
Def: Seja uma aplicacdo F : U C R™ — R". Dizemos que

lim F(x) =gq

X—p

se para qualquer € > 0 , existe um 0 > 0 tal que

F(Bs(p)) C B:(q)

Ho ™ @



Obs: Tal como em Calculo |, podemos definir limites via
sequéncias (as duas definicdes sdo equivalentes).

Def: Uma sequéncia {p;} é uma fungdo N — R".

Def: Dizemos que p; — p se para qualquer € > 0 existe um
tempo Ny tal que V' j > Ny p; € Be(p)

Def (alternativa): lim,_,, F(x) = g se e somente se V {x;}
tal que x; — p temos que F(x;) — g.



Aplicacdo continua

Def: Dizemos que F : U C R™ — R" é continua em p € U
se

lim F(x) = F(p)

X—p

A aplicacdo F sera continua se for continua em cada p € U.



Proposicao

(a) Considere fungées f : U C R™ — R continuas. Ent3o
soma, diferenca, produto, quociente (onde faz sentido) de
fungées continuas sdo funcées continuas;

Ex: A funcdo linear f : R? — R definida como
f(x)=xi+x=[1 1] {il] é continua pois é a soma da
2

funcdo continua h(x) = x; com a fungdo continua g(x) = x,.



Proposicao

(b) Uma aplicagdo F : U C R™ — R" definida como
F(x) = (fi(x),--- , fa(x)) é uma aplicagdo continua SSE
f. - U CR™ — R é continua para todo i

1 1 1
X1 — 7§X2, EX]_ + TEXZ) ou
-1

‘1[ é continua, pois suas

Ex: F:R? - R2 F(x)=(

N

seja F(x) = Ax onde A=

S-Sl Sl
= 3

funcdes componentes fi(x) = \l@

1 1 V2 €
f(x) = 5% + 5% sdo continuas.

Ex: A curva parametrizada « : [0,27] — R? definida como
a(f) = (2cos(0),2sin(f)) é continua, pois suas fun¢des
componentes a;(0) = 2 cos(f) e an(f) = 2sin(0) sdo funcdes
continuas.



Proposicao

(c) Suponha que as aplicages F : ACR™ - BCR" e
G : B C R" — R* sdo continuas entdo a aplicacdo
composta Go F: AC R™ — Rk é continua.

Prob: Verifique que a funcdo f : R?2 — R definida como
f(x) = d(x,R) onde R = {(x1,x) € R?|2x; +2x, =0} &
continua.

Dica: Ou use a formula da funcdo distancia de um ponto a
uma reta junto com o item (a) ou verifique que f é composta
por h(x) = x; com uma rotac3o.



Pré-imagem de funcdo continua

Proposicdo

Seja g : R™ — R uma fungdo continua. Entdo:

. g Y(c) = {x € R™|g(x) = c} é fechado;

. g Ya,00) = {x € R™|a < g(x)} é fechado;
g '(a,b) = {x € R"|a < g(x) < b} é aberto;
unido de abertos é aberto;

—

Intersecdo de fechados é fechado,
intersec3o finita de abertos é aberto;

No R e

unido finita de fechados é fechado;

Prob: Seja Q = {(x1, %) € R?|x, < 3,0 < x; < 4x}
(a) Esboce o conjunto Q.
(b) Diga se Q é fechado, aberto ou nenhum dos dois.



Observacdes sobre limites de funcées

Proposicdo

Seiam f :UCR™ - R, a:(0—¢,0+¢) >R e
f:(0—¢60+¢€)—R" coma(0) =p=0(0) onde p € OU.
Se lime_o f((t)) # limeo F(5(t)) entdo lim,_,, f(x) ndo
existe.

2 . . . ~ .
Prob Seja f(x1, %) = Xijfjg Verifique que o limite ndo existe

quando p = (0, 0).

Dica: Considere a(t) = (0, t) e 3(t) = (¢, t?)



Proposicdo
Sefamf: UCR" -Reg:UCR” — R tal que
limy_, f =0 e|g] < K onde K >0 é uma constante. Entdo

lim,—, F(x)g(x) =0

. . x2x12 cos(xlz+x22) .
Prob Sejam f(x1,x) = 22—+ e p = (0,0). Calcule

x12+x22
limy_p f(x)



