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1 Normas e semi-normas

1.1 Definicoes

Definigao 1 Seja V' um espago vetorial sobre K (K =R ou C).

Uma semi-norma em V € uma fun¢ao
I:V—=R

satisfazendo as propriedades

(SN1) ||Mv]| = [M|lo]l, VA € K, Vv e V.
(SN2) [lu+v|| < [[ull + [[o]l, Vu,ve V.
(SN3) |lv|| >0, Vv e V.

Definigao 2 Seja V' um espago vetorial sobre K (K =R ou C).

Uma norma em V € uma fun¢ao
I:V—=R

satisfazendo as propriedades

(N1) || M| = |Al[jv]], VA e K, Yo e V.
(N2) lJu+ ol < flull +vll, Yu,veV.
(N3) ||v|| >0, Yve V.

(N4) Se ||v]| =0 entao v = O.

1.2 Exemplos de normas em R? e R? (V5 e V3 usuais)

Exemplo 1 Norma Euclidiana, ou Norma Dois, ou Norma Usual em R? (V,
usual)

Seja V = R?.

Para © = (21, 22) € V, definimos

]l = llzlla = ]z |? + |2
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Afirmagao 1 || || € uma norma em V.

Exemplo 2 Norma Euclidiana, ou Norma Dois, ou Norma Usual em R? (V3

usual)
Seja V = R3.
Para © = (21, z9,x3) € V, definimos
lzll = llzll2 = /]2a]? + 2] + |2,
Afirmagao 2 || || € uma norma em V.

Exercicio 1 Prove as afirmacoes 1 e 2.

Exemplo 3 Norma Um em R?
Seja V = R?.
Para © = (x1,22) € V, definimos

[l = 2] 4[]
Afirmagao 3 || ||y € uma norma em V.

Exemplo 4 Norma Um em R?
Seja V = R3.

Para x = (z1, 29, x3) € V, definimos
[z]ls = [@1] + 22| 4 |23].
Afirmagao 4 || ||y € uma norma em V.
Exercicio 2 Prove as afirmacoes 3 e 4.

Exemplo 5 Norma do Sup ou Norma Infinito em R?
Seja V = R2.
Para © = (x1,22) € V, definimos

[2][cc = sup {[a1], |2a[} = max {fas], [22]}.
Afirmagao 5 || || € uma norma em V.

Exemplo 6 Norma do Sup ou Norma Infinito em R3.
Seja V = R3.
Para © = (21, 29, x3) € V, definimos

[2llc = sup {[a1], |a], [w3]} = max {[z1], [w], |25]}.
Afirmagao 6 || || € uma norma em V.

Exercicio 3 Prove as afirmacoes 3 e 4.
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1.3 Exemplos de normas em R" (andlogo p/ C")

Exemplo 7 Norma euclidiana, ou norma usual, ou norma dois, em R™:
| ]2 : R™ — R definida por
[olla == /5= o = lor > + - + [oal2,

é uma norma sobre R".

Exemplo 8 Norma do sup, ou norma infinito, em R":

| |0 : R* = R definida por

foll o= sup foy| = o o] = max{e. ... ]},

¢ uma norma sobre R".

Exemplo 9 Norma um em R":

| [l : R™ — R definida por
ol o= 252 vl = lor| + -+ + |val,
¢ uma norma sobre R".

1.4 Exemplos de normas em C([a,b]),a < b

Exemplo 10 Norma euclidiana, ou norma dois, em C([a,b]),a < b:
| ]2 : C([a,b]) — R definida por
1fllz = [z [F(®)Pdt, Vf € C(la, b)),

¢ uma norma sobre C([a, b]).
Notagao: C,([a,8]) := (C([a,B]) | I2).

Exemplo 11 Norma do sup, ou norma infinito, em C([a,b]), a < b:

| | : C([a,b]) = R definida por
[/ lloo := sUDsefap) Lf ()] = maxiepap [f(1)], Vf € C(la, b]),

¢ uma norma sobre C([a, b]).

Notagao: Cr__([a,b]) == (C([a,b]),] |leo)-
Exemplo 12 Norma um em C([a,b]), a < b:

| l1: C([a,b]) — R definida por
£l = f7 £ (®)]dt, Vf € C([a, b)),

¢ uma norma sobre C([a, b]).

Notagdo: Ct, ([a,5]) == (C([a,8)), | I1).
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Exemplo 13 Norma Dois com peso, em C([a, b))

Seja V = C(la, b)), e seja p : [a,b] — R uma funcado estritamente positiva
(fungao peso)

Para f € V, definimos

1 fll2,p = \//b | (1) [2p(t)dt.

Afirmacao 7 || ||z, ¢ uma norma em V.
Exercicio 4 Prove a afirmacao 7

Exercicio 5 Considere V' = C([a, b]) com a Norma Um.
Quais sao as fungoes que estao na bola de centro na origem e raio um?
Dé uma idéia de como deve ser o grafico de tais funcgoes.

Exercicio 6 Considere V' = C(a,b]) com a Norma do Sup.
Quais sao as fungoes que estao na bola de centro na origem e raio um?
Dé uma idéia de como deve ser o grafico de tais funcoes.

Exercicio 7 Considere V' = C([a, b]) com a Norma Euclidiana Usual.
Quais sao as fungoes que estao na bola de centro na origem e raio um?
Dé uma idéia de como deve ser o grafico de tais fungoes.

1.5 Exemplos de normas em subespacos vetoriais de
C(R)
Exemplo 14 Norma euclidiana, ou norma 2, no espaco vetorial das funcoes
continuas em R, de quadrado integravel:
Seja C,(R) = {f € C(R) | 37 | f(t)[*dt}.
| ]2 : Cr,(R) = R definida por
[ fll2 == \/JZ [f()[2dt, Vf € Cr,(R),

é uma norma sobre Cp,(R).

Exemplo 15 Norma do sup, ou norma infinito, no espaco vetorial das funcoes
continuas e limitadas de R em R.:

Seja O (R) ={f € C(R) | f é limitada}.



| [l : Cr..(R) = R definida por

[fllee = sup, g [F()]; Vf € Cr(R),
¢ uma norma sobre Cr_ (R).

Exemplo 16 Norma um no espaco vetorial das fungoes continuas em R, de
modulo integravel:

Seja Cp, (R) = {f € C(R) [ 37, [f(t)]dt}.

| |li : Cr,(R) — R definida por
£l = S22 | f(B)ldt, Yf € O, (R),

¢ uma norma sobre Cr, (R).

Observacao 1 Note que || ||2, ] |l € || || dadas nos trés dltimos exemplos
nao sao normas sobre C'(R). (Por qué?)

1.6 Exemplos de semi-normas

Exemplo 17 Seja n > 2.
| | : R™ — R definida por
ol = /S0 g2 = o2+ + o,

¢ uma seminorma sobre R™.

Exemplo 18 Semi-normas relacionadas a funcoes tabeladas:

Sejam:
a<b, V=0C(a,b]) ouV=CR)e
t1,ta,...,t, : pontos distintos dois a dois em |[a, b].

Ifll =\ L)% VeV,

[fllee = sup [f(t;)], V€V,

£l = D21f@)l, Yf eV,

sd0 semi-normas em sobre V.



1.7 Exemplos de normas no espago P;(R) dos polin6mios
de grau <k

Exemplo 19 Subespacos especiais de C(R):

As semi-normas || ||2, || |l € || |1 em V = C(R) definidas no exemplo an-
terior, quando restritas ao subespago vetorial Px(R) C C(R) dos polinémios
de grau < k, sdo normas sobre Pi(R) se e somente se k < n — 1.

Exemplo 20
Seja Pr(R) = {p: R — R | p é “polinomio” de grau < k}.
||l : Px(R) — R definida por

Ipll := SUPo< <k
¢ uma norma sobre Py(R).

p(0)[, vp € P(R),

1.8 Exemplos de normas no espago M,,.,(R) das ma-
trizes m X n com entradas reais

Exemplo 21 Seja V = M,,«,(R).
Il M2 I ooy Il fll = V' — R definidas por

[A]l2 = Y. @i, VAeV

1<i<m,
1<j<n

|Alls = sup |aj], Vf eV,
1<i<m,
1<j<n

|AllL = Y. ayl, Vf eV,

1<i<m,
1<j<n

sao semi-normas em sobre V.

1.9 Exemplos de normas no espago L(V,W) das trans-
formacoes lineares de V em W
Exemplo 22 Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre K (K = R ou

C), de dimensao finita n e m respectivamente, com normas || ||v e || ||w
respectivamente.



| leovwy : L(V, W) — R definida por

1Tl evwy == sup [T (x)l[w, VT € L(V,W)

llzllv <1

¢ uma norma em sobre L(V, W).

Proposicao 1 Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre K (K = R ou
C), de dimensao finita n e m respectivamente, com normas || [|v e || ||w
respectivamente, e considere a norma || ||pvwy : L(V, W) = R em L(V, W)
definida no exemplo anterior.

Esta norma satisfaz:

O 1T@)lw < Tl llzllv, VT e LV, W), Ve € V.
(ii) Se W =V, entao ||| rwv,v) = 1.
(111) Se W = V, (§ S,T - L(‘/, V) entao ||S o THL(V,V) S ||S||L(V,V)||THL(V,V)

1.10 Mais exemplos de normas no espago M,,.,(R) das
matrizes m X n com entradas reais

Dada uma matriz A € M,,,(R) podemos associé-la de modo tnico a uma
transformacao linear T4 : R® — R™ definindo T4 da seguinte forma:

Ta(z) = Ta(xr,29,...,2,) =
n n n
= (Z aljxj,Zagjxj,...,Zamjxj)
j=1 j=1 j=1
= ((lel'l + .0+ A1nTn, 2171 + ...+ AonLpy -« - s A,1T1 + ...+ amnxn).

Se fixarmos normas || ||r» € || || em R™ e R™ respectivamente, a asso-
ciagao anterior permite definir em M,,,(R) a norma:

| Al Lrr mmy == | TallLrr ), VA € Mpun(R),

e esta norma herda naturalmente propriedades andlogas as mencionadas na
proposicao 1.



Observacao 2 Frequentemente usaremos o seguinte abuso para vetores de
R"e R™

71
€2
x = (r1,22,...,Tn)= e
In
> j—1 01575 1
2j—1 2,5 T
= 2
Ta(z) = (=101, 251 Q25,5 251 AmjTj) = : =A =Ax
2j=1 Am;T; n

Com estas notacoes podemos escrever:

HA|’L(R”,Rm): sup ”A.THR"L, \V/A € Man(R)

[[zl|gn <1

2 Formas Bilineares e Produto Interno

Definicao 3 Uma funcao
B:VxV =R

¢ dita uma forma bilinear se satisfaz as sequintes propriedades
(BL1) B(Av,w) = AB(v,w), VA € R, Yo,w € V.
(BL2) B(u+ v,w) = B(u,w) + B(v,w), Yu,v,w € V.
(BL3) B(v, \w) = AB(v,w), VA€ R, Yo,w € V.
(BL4) B(v,w + z) = B(v,w) + B(v,2), Yv,w,z € V.
Definicao 4 Seja B : V x V — R uma forma bilinear.
(a) B € dita simétrica se B(u,v) = B(v,u), Yu,v € V.
(b) B é dita antissimétrica, ou alternada, se B(u,v) = —B(v,u), Yu,v € V.
(¢) B € dita positiva [negativa] se B(v,v) > 0 [B(v,v) < 0], Vv € V.

(d) B é dita definida positiva [definida negatival se for positiva [negativa/ e
B(v,v) = 0 implicar que v = O.

(e) B € dita nao degenerada se para cada v € V, v # O, existe u € V tal
que B(u,v) # 0.



Exercicio 8 Seja B : R" x R” — R uma forma bilinear simétrica positiva.
Mostre que B ¢ definida positiva se e s6 se B é nao degenerada.

Exemplo 23 Seja V = R".
B:V xV — R dada por
B(z,y) = iy vy
é uma forma bilinear simétrica definida positiva em V.

Exemplo 24 Seja V = R2.
B:V xV — R dada por
B(x, y) = T1Y2 — T2Y1
¢ uma forma bilinear antissimétrica e nao degenerada em V.

Exemplo 25 Seja V =R", n > 2.
B:V xV — R dada por
B(u,v) = 21 23y
¢ uma forma bilinear simétrica positiva em V', mas nao é definida positiva.

Exemplo 26 Seja V = C([a,b]), a <b.
B:V xV — R dada por
B(f,9) = [; f(D)g(t)dt

é uma forma bilinear simétrica definida positiva em V.

Exemplo 27 Seja V =Cp,(R)ouV =C(R),ea <b.
B:V xV — R dada por
B(f.9) = I f(#)g(t)dt,

¢ uma forma bilinear simétrica positiva em V| mas nao ¢é definida positiva.

Exemplo 28 Sejam a <b, V =C(R) ouV = C([a,b]), e
t1,ts,...,t, : pontos distintos dois a dois em [a, b].
B:V xV — R dada por

B(f,9) =X f(t))g(t)),

é forma bilinear simétrica positiva em V', mas nao é definida positiva.

Exemplo 29 Como no exemplo 28, considere
a<b, V=CR),
t1,t, ..., t, : pontos distintos dois a dois em [a, b] e a forma bilinear
B:V xV — R definida por

B(f,g9) = X5 f(t;)g(t;).

9



Agora, para k > 0, considere o subespago vetorial V;, = Pi(R) de V
formado pelas func¢oes polinomiais de grau < k.
A restrigcao
R = B’kavk Vex Ve - R
da forma bilinear B : V x V — R do exemplo 28 é uma forma bilinear
simétrica positiva em V', e é definida positiva se e somente se k < n — 1.

Exemplo 30 Seja V = Cp,(R).
B:V xV — R dada por
B(f,9) = J% f()g(t)dt,

¢é forma bilinear simétrica definida positiva em V.

Exercicio 9 Mostrar a validade de cada uma das afirmagoes contidas nos
exemplos anteriores.

Definicao 5 Seja V' um espaco vetorial sobre R. Dizemos que

(| ): VxV — R
(w,v) = (ufv)
¢ um produto interno (ou produto escalar) em V' se for uma forma bilinear
simétrica definida positiva em V.
Se (| ) for uma forma quadrdtica simétrica positiva em V', mas ndo for
definida positiva, diremos neste texto que ela ¢ um produto interno degenerado.

Exercicio 10 Seja V um espaco vetorial sobre R eseja B : V xV — R
uma forma bilinear simétrica positiva (isto é, B pode ser um produto interno
ou um produto interno degenerado).

Seja || ||z : V — R definida por

lvl|lg =1/ B(v,v), veV.

(a) Mostre que || ||p é uma semi-norma.

(b) Mostre que || ||p é uma norma se e s6 se B for definida positiva.

Definicao 6 No caso de B ser forma bilinear simétrica positiva, || ||p:V —
R definida no exercicio anterior por

[vlls = \/B(v,v), veV,
é dita semi-norma (ou norma, no caso de B ser definida positiva) associada
a B.
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Exercicio 11 Para as formas bilineares simétricas positivas definidas em
alguns dos exercicios anteriores, determine quem ¢é a semi-norma associada,
e decida em cada caso se ela é uma norma ou nao.

Proposigao 2 (Desigualdade de Cauchy-Shwarz)
Seja V' um espago vetorial sobre R e seja B : 'V xV — R uma forma
bilinear simétrica definida positiva.
Entao
|B(u,v)| < |lullsllvlls, Yu,veV,
e vale a igualdade se e so se u e v sao linearmente independentes.

Exercicio 12 Prove a proposicao 2.

Exercicio 13 Vale a desigualdade de Cauchy-Shwarz se B simétrica positiva
mas nao definida positiva?

3 Para os curiosos:

3.1 Outras normas especiais

Seja 1 < p < 0.

(a) Em V = R"™ podemos definir:

n 1/p
1
Izl = [ 3 laP] = [l + -+ 177,
j=1
e
Ielloo = sup ol = max ;| = max{feal, .. lzul}.

(b) Em V = C([a,b]), a < b podemos definir:
b 1/p
Il = [ [ 1r@ra]

[fllee = sup | f(£)].

t€la,b]
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(c)EmV =Cr,(R)={fe€CR) | [ |f(t)|Pdt < oo} podemos definir:

0= trapar)

eem V=Cp (R)={feC(R)| f élimitada } podemos definir:

1£1lp = sup [£(£)]-
teR

Exercicio 14 Mostre (ou melhor, tente mostrar) que se 1 < p < o0, 0
conjunto Cr, (R) definido no item (c) acima é um espago vetorial.

Exercicio 15 Mostre (ou melhor, tente mostrar) que em cada item acima,
Il |, €] |l s@0 normas sobre os correspondentes espagos vetoriais.

3.2 Desigualdades de Holder e de Minkowisky

Seja 1 < p < 0o. Dizemos que p’ € R é expoente conjugado de p se
=1L
Se p = 1, dizemos que p’ = 0o é seu expoente conjugado, e se p = oo,
dizemos que p’ = 1 é seu expoente conjugado.

Note que se p’ = ¢ entao ¢’ = p, isto é, p”" = p.
Lema Seja 1 < p < 0o, e sejam a,b € RT. Entdo

a? v
b p

Teorema 1 Desigualdade de Holder
Sejam 1 < p,p’ < 0o expoentes conjugados.

(a) Dados x,y € C" e denotando xy = (T1y1,...,TnY,) temos ||zyly <
o1yl

ou seja,

1/p 1/p'

f:lxjyﬂg(ilxﬂp) (Eﬂjlyjlf") :
=1 =1 j=1
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quando 1 < p < o0, e
>l < (D |w51) sup il
= iYj (j:1 j ) P
quando p = 1.
(b) Dadas f,g € C([a,b]), a <b, temos || fglls < |Ifllnllglly

ou seja,

[ 1t < ([ 1rwpan)”([Cooran)

quando 1 < p < o0, e
b b
[ 170wl < (7170l sup o0
a a c€la,
quando p = 1.
Teorema 2 Desigualdade de Minkowisky
Seja 1 < p < o0.
(a) Para quaisquer x,y € C" temos ||z + y||, < |||, + lyllp,

ou seja,

Dol Ayl <0 lwl 0 Tyl
) j=1 )

(b) Para quaisquer f,g € C([a,b]), a <b, temos |[f + gll, < [Ifllp + llgll,.

Exercicio 16 Se vocé nao conseguiu fazer os exercicios 14 e 15 sem as de-
sigualdades de Holder e Minkowisky, refaga-os agora.

Exercicio 17 Prove o teorema 1.

Sugestao: Para (a), use a; = 2l g b; = %, no caso em que 1 <
Jlip

p,p <ooex#O,y# 0. Para (b) use a(x) = ‘ﬁ;ﬁﬁi‘ e b(r) = |Hgg(|g|’)/|, no caso
P
emquel <pp <ocef#0,9g#0

Exercicio 18 Prove o teorema 2.
Sugestao: No caso em que 1 < p < 00, no caso (a) notar que |z; + y;|P =
|2+ y [P ey + oy < oy gl gl 4 2y + g7yl Andlogo para (b).
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