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1 Geometria das Curvas
1.1 Vetor Funcao de um Parametro
Se um ponto P ou um vetor v = P — 0 referido a um sistema

cartesiano ortogonal de origem O, depende de um parametro real 7,
dizemos que este ponto ou vetor ¢ funcao de ¢

Indicamos esta correspondéncia por:

P = P(T) ou V= ﬁ(T)

Figura na lousa
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Se (x, y, z) sdo as coordenada de P, ou as componentes de V , as
relacdes anteriores sdao equivalentes a:

x = x(7) y =y(1) z = z(7)

A

= x(D)T+ y(@)J + z()k
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Considere a razao incremental

Av(r)  v(r+ At) — (1)
At At

O seu limite, se existir, quando A7 — 0, chama-se derivada
de v (T ) em relacao ao parametro =

oy AT _do
vV = 1ImMm — = —
AT—-0 AT dt
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Sejam os vetores U(7), () e a fungdo escalar f(7)

Entdo, admitida diferenciabilidade, temos:

d -\ __ = — |
E(fv)—fv‘Ffv

d
—@wW-u)=v -u+v-u
dt

d
E(ﬁ/\a) =P Au+vAU
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N . . d . _ _ o
Da 2% equacdo do slide anterior = — W-u)=v"-au+v-u
Se estivermos tratando de um vetor de modulo constante
lii| = cte = |ii|?> = cte = & - 4 = cte
d - - -/ = - = - =
—@w-w)=u"-u4+u-u' =2u-u"=0
dt I
' =0 ou ulu
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Interessa-nos o casoem que u L u'

Ex: u ¢ a velocidade de um ponto no MCU ez ¢ o tempo

A derivada de um vetor de modulo constante € sempre ortogonal ao
vetor.
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1.2 Curva Funcao de um Parametro

Seja P = P(7) um ponto que ¢ fun¢ao do parametro 7.

Suas coordenadas x(7), y(7), z(7) sdo as equagoes parameétricas da
curva descrita por P no espago, ao variar 7 com continuidade.

Esta curva pode ser representada por

P(t) =0+ v(7)
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P(t)

Normal

Figura 6.6

Fonte: Franca, L. N. F. e Matsumura, A. Z. 2011, Mecdnica
Geral, 3? edicao, Editora Edgard Bliicher Ltda.
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Seja s 0 arco, sobre a curva, contado a partir de uma certa origem
¢ com uma orientacdo definida. Podemos, entdo, sempre
considerar

P =P(s) =0+ v(s)

onde s ¢ uma func¢ao escalar do parametro 7 = s = s(7)

Figura na lousa
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dP(‘L') Kaminski, P. C.; Mecéanica

Ad daf = __dP(s) Geral para Engenheiros; 1°

erivada |dP(‘L') ds edigdo (demonstra¢do: pag.
252)

E um vetor unitario, tangente a curva e de sentido concordante
com o sentido adotado dos arcos crescentes. Chama-se vefor
tangente.

_ - dt
Como |[t| =1resultaque =>t-— =0

at , -
Portanto d—z ¢ ortogonal a t
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Normal

Figura 6.6
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Kaminski, P. C.; Mecanica

COloquemOS Geral para Engenheiros; 1°
dz P(T) d_f ;gigg)éo (demonstragdo: pag.
dt> _ dt _ -
d?P (1) dt
dt? dt
d*P(s) dt

1
75 :ds=;n:cn(620)
O escalar p = p (s) chama-se raio de curvatura da curva em s e
¢ = c(s), curvatura em s. O vetor nn , de modulo unitario, chama-
se vetor normal (principal)
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vetor normal n

Normal

Figura 6.6
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Existe um vetor b que é normal a t e a 71 , portanto paralelo a t A 7t

oy
|

(gl
>
S|

Normnal

b = vetor binormal
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Normal

Figura 6.6

PME3100 — Mecénica I Prof. Ronaldo 16
Aula 10



i

}f ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

e

Capitulo 4 (Giacaglia)
1 Geometria das Curvas
1.1 Vetor Fun¢ao de um Parametro
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* O plano que contém os vetores t € 1 chama-se plano osculador

* O plano normal ao vetor t em P chama-se plano normal a curva

* Qualquer plano que contenha o vetor tangente, chama-se plano tangente a curva

* O plano normal ao plano osculador e que contém o vetor t chama-se plano retificante

AT e v e

/_/ I b plano

2 normal
f ' polar
I

plano L \
I/ D

retificante 7 5

@centm de curvuty!_{
]
. o

. P(s) =
/ plano : Wdor
/'/ - 4 osculador
< T s
-
Fonte: GIACAGLIA, G. E. O. Mecdinica Geral. 107 ed.
Rio de Janeiro: Editora Campus Ltda, 1982.
PME3100 — Mecanica I Prof. Ronaldo 17

Aula 10



| ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Capitulo 4 (Giacaglia)
1 Geometria das Curvas
1.1 Vetor Fun¢ao de um Parametro
1.2 Curva Funcio de um Parametro

Os vetores unitarios

constituem o chamado Triedro de Frenet
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1.3 Formulas de Frenet

1.3 Formulas de Frenet

d?P (1) B
dtz d?P(s) B dt

1
d2P(7) ~ dsz ~ds p
dt?

= cn (c = 0) = equagdo vista no slide 13

1? formula de Frenet
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db , — - _
— € normalat eab e paraleloan

db
ds

— 22 formula de Frenet

140

v ¢ chamada for¢do da curva da curva em P(s).
O 1nverso da torcao chama-se raio de torcdo.
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Derivemos agora arelagio 1 = b At emrelagioas

— = —y b — ct 3?2 formula de Frenet
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Resumo da opera

dt db dn -
= cn = yn 7o = Tty
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As equagoes ¢ = ¢ (s) € ¥ = y (s) sao chamadas equacoes
intrinsecas da curva.

Dado um “ponto 1nicial” desta curva, elas fornecem, por
intermédio das equagdes de Frenet, a curva de parametro s.
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E 3.34 (livro Giacaglia)

Dada a curva S por suas equagdes parametricas

x = a(cost — sent) y = a(sent + cost) 7 = at

Determinar os vetores da tangente, da normal principal € da binormal.
(Triedro de Frenet)

PME3100 — Mecénica I Prof. Ronaldo 24
Aula 10



i . =
i ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

PME3100 — Mecénica I Prof. Ronaldo 25
Aula 10



