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1. Equagodes da Continuidade e de Navier Stokes para Escoamento
Newtoniano e Incompressivel

As leis basicas que regem a Mecanica dos Fluidos, em particular a
Dinamica dos Fluidos Reais estdo representados pelas equagdes de
derivadas parciais: Equacéo da Continuidade e Equacao da Quantidade

de Movimento (Navier-Stokes).
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No caso de escoamento plano, incompressivel e isotérmico, em
coordenadas cartesianas:
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Sao poucos os casos de solucdes analiticas (exatas) da Equacéo
de N-S.

Exemplos: Escoamentos de Couette e Poiseuille em movimento laminar
(aula passada).

A dificuldade de se encontrar solugdes analiticas decorre do fato de
que as equagdes de N-S sdo equacdes Diferenciais Parciais (EDPs) nédo
lineares, e a teoria matematica dessa classe de equacdes ainda nao esta
suficientemente desenvolvida para permitir a obtencdo de solucdes
analiticas em regides arbitrarias e condi¢gdes de contorno gerais.



2. Generalizacao das Equacodes da Continuidade e Navier — Stokes

As figuras 1 a e 1 b mostram as componentes das tensbes em
coordenadas cartesianas em um elemento infinitesimal de fluido, em um
sistema de coordenadas cartesianas (X, y, z)

Figura 1:
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A figura 2 mostra as forgas agindo nas faces do elemento infinitesimal de
fluido.

Figura 2:
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Fonte: Potter; Wiggert; Ramadan; 2015

Aplicando a equacao da quantidade de movimento que corresponde
a segunda lei de Newton, na diregao x, XF,,;, = ma, ao elemento
infinitesimal cubico de fluido, resulta no seguinte:
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Dividindo-se esta equacéao pelo volume dV = dxdydz, e estendendo
para as trés dire¢des, resulta nas equacdes | abaixo:
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Para os fluidos Newtonianos e Isotropicos é possivel relacionar

as componentes de tensdes usando duas propriedades do fluido:

WM — coeficiente de viscosidade dinamica;

A — segundo coeficiente de viscosidade.

As relagbes tensao—gradiente sdo conhecidas como equacdes
constitutivas e os nove componentes constitutivos das tensdes (que
se traduzem em seis independentes) sdo representados pelas

equacdes Il:
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Hipbtese de Stokes: 1 = % U

A viscosidade dinamica p, se relaciona a taxa de deformacéo linear e a
viscosidade A se relaciona a taxa de deformacao volumétrica (sé para
fluidos compressiveis).
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Substituindo-se as equacgdes Il nas equacgdes | resulta nas equacdes llI,
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Rearranjando os termos das equacgdes Il e considerando a condigcao de
incompressibilidade, resulta a equacéo 1V:
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Substituindo IV em lll, resulta V:
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- Equagodes Gerais de Transporte

NoOs poderiamos estender os conceitos da dedugao anterior de N-
S, obtendo-se o0 seguinte resumo das equagdes de governo do
escoamento 3D.

Equacdo da Continuidade:
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Equacgdo de N-S (direcdo x):
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Introduzindo-se uma variavel geraly nas equacgdes acima, que

possa representar componentes de velocidade, temperatura, energia
interna etc, tem-se a Equacao Geral de Transporte:
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Em palavras:
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no elemento através SC devido a difusdo devido as fontes

fluido



fronteiras do
elemento fluido

A equacao VI é utilizada como ponto de partida para a analise
computacional usando o método de volume finitos. Estabelecendo-se
valores para ¢ = 1, u, v, w, i (ou T), respectivamente, e selecionando

valores apropriados para o coeficiente de difusdo I' e para os termos
fontes, obtemos cada uma das equacbes de derivados parciais
apresentadas.

O problema seguinte seria a integracdo da equacgédo VI em um
volume de controle 3D.
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O termo 2 (termo convectivo) e o termo 3 (termo difusivo) podem ser
transformadas em integrais de superficie, utilizando-se o teorema de
Gauss.

9(p9) _ T
fvc ot dv"‘fAn'(Pd)V)dA—Ln-(Fgrad¢)dA+fch¢ dv

(VII)

fvc%dv — taxa de variagdo da propriedade ¢ no VC;

) LT ( pdV) dA — fluxo convectivo da propriedade através da SC;

fA n - (I grad¢) dA — fluxo difusivo da propriedade através da SC;

J,zSp AV — termo fonte no vC.

No caso de escoamento permanente:
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3. Introducao ao Método dos Volumes Finitos: Problemas de
Difusao Pura

Retomando a equacgéo VI:
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Estabelecendo as hipoteses de difusdo pura, permanente e
unidimensional, resulta VI:
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Os passos para a resolugdo numérica desta equacao sdo os seguintes:
1° passo: Geracao da Malha:

Que consiste em dividir o dominio em volumes de controle
discretos (elementares), definindo-se um certo numero de nés no
espaco entre as fronteiras. Cada né P é circundado por um volume de
controle ou célula.

Control volume boundaries
/ \
/ \

constant

¢4 = constant
Y

Po=

Control volume Nodal points



Fonte: Versteeg e Malalasekera, 2007

2° passo: Discretizacdo do Dominio:

A chave do método dos volumes finitos é a integragao das
equacdes de governo (eq. gerais de transporte) sobre o volume de
controle elementar (vC) de modo a obter uma equacgédo discretizada
correspondente nos pontos nodais (P) .

Para o volume de controle acima definido, tem-se que:

d _do¢ do do
j —(F—)dv+f Sdv = (FA—) — (FA—) + SAV
Ay dx © dx AV dx/, dx/,,

(1X)

O método das diferencas centrais aplicando interpolacao linear, resulta:
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E os termos de fluxos difusivos podem ser avaliados por:

O termo fonte no método dos volumes finitos é traduzido por uma
aproximacéao linear na forma:

SAV = Su + Sp¢p



Substituindo essas equacdes na equacao IX, resulta:
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3° Passo: Solucao das equagdes discretizadas

As equacodes discretizadas devem ser escritas para cada ponto nodal de
modo a resolver o problema. Para volumes de controle que sao
adjacentes ao dominio das fronteiras, a equagao deve ser modificada,
de modo a incorporar as “condi¢cdes de fronteira”.

“O sistema de equacdes lineares algébricas € entdo resolvido de modo a
obter-se a distribuicdo da propriedade ® nos pontos nodais.”
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