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Tensões

Von Mises

Tensões

Tresca

Tensões

Máx. principal
deformações deslocamentos

Análise de Tensões
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Ensaio de Tração
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Estricção

Material frágil

Falha ocorre sem estricção

A0
L0

L
A

Seção transversal 

circular ou retangular 

dependendo da matéria 

prima.

Material dúctil

Falha ocorre com estricção

F

F

Ensaio de Tração
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Ensaio de tração (“tensile test”)

Simples, barato e normatizado.

Medição do nível de resistência e ductilidade do material.

Obtenção da curva tensão vs. deformação.

Deformação (“strain”)

É a quantidade de alongamento do corpo de prova durante o ensaio de tração.

Deformação de engenharia (“engineering strain”) é o alongamento medido pelo quociente entre o 

comprimento sob uma determinada carga e o comprimento inicial.

Deformação verdadeira (“true strain”)é o alongamento medido pelo logarítimo natural deste quociente.

0L

L
n


=e 

0L

L
=e

Tensão (“stress”)

É o resultado do quociente do esforço aplicado pela área da seção transversal do corpo de prova.

Na tensão de engenharia (“engineering stress”) utiliza-se a área de seção transversal original.

Na tensão verdadeira (“true stress”) utiliza-se a área real sob uma determinada carga.
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
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


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




=e 

L

L0
L

dL

Alongamento na ruptura (“elongation” A80

É o alongamento máximo ocorrido durante o ensaio. Correponde ao valor na ruptura do material. O índice 

“80” indica o comprimento útil L0 considerado no corpo de prova. É uma medida da ductilidade do material.

Ensaio de Tração
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Lei de Hooke

Relação linear entre a força aplicada e o alongamento obtido.

Válida na região linear da curva tensão vs. deformação (onde as defromações são pequenas, a redução 

de área é pequena, a estricção ainda não ocorreu).

e=s E
0L

L
=e

0A

F
=s

E - Módulo de Elasticidade (ou módulo de Young) 

Medida da rigidez do material.

É o coeficiente angular da região linear da curva tensão vs. deformação conforme a Lei de Hooke.

Módulo tangente (ou módulo de elasticidade tangente)

O módulo tangente é idêntico ao módulo de Young enquanto estivermos no regime de proporcionalidade 

linear entre tensão e deformação.

A partir daí o módulo tangente é o quociente da variação da tensão pela variação infinitesimal na 

deformação e obviamente varia ao longo da curva tensão vs. deformação.
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
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limE
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Módulo secante (ou módulo de elasticidade secante)

Para materiais que não apresentam regime linear de proporcionalidade entre tensão e deformação pode-

se definir o módulo secante de elasticidade.

Ele é determinado pelo coeficiente angular de uma reta que passe pela origem e intercepte a curva tensão 

deformação. Obviamente, varia ao longo da curva tensão vs. defromação.
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Estricção (ou empescoçamento) 

Redução localizada da seção tranversal do corpo de prova submetido a uma carga de tração.

É desconsiderada no cálculo da tensão de engenharia mas levada em consideração no cálculo da tensão 

verdadeira.

Limite de escoamento (“Yeld Strength”)

Valor de tensão característico do material, obtido do ensaio de tração, no qual começa a ocorrer 

deformação plástica.

Normalmente refere-se a um valor de tensão de engenharia e não de tensão verdadeira.

A saída do regime elástico e início das deformações plásticas pode não ser de fácil determinação. Assim, 

o limite de escoamento é usualmente especificado pela intersecção da curva tensão vs. deformação com 

uma reta paralela à região linear da mesma, deslocada de um determinado valor de deformação (0,2% 

para metais, 2% para plásticos). Vide ASTM E8M e ASTM D638.

A partir do limite de escoamento a lei de Hooke não é mais válida. O material irá plastificar, não retornando 

mais à sua forma original mesmo após a carga ser retirada.

Limite de resistência à tração (“Ultimate Tensile Strength - UTS”)

Valor mais alto de tensão obtido do ensaio de tração.

Normalmente refere-se a um valor de tensão de engenharia e não de tensão verdadeira.
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L
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F
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x
x

s
=e

Coeficiente de Poisson (n)

Quando aplica-se uma tensão em uma direção, o material além de deformar-se 

naquela direção, deforma-se também segundo as direções ortogonais. A 

relação entre a deformação ortogonal e aquela na direção do carregamento 

aplicado chama-se coeficiente de Poisson. O coeficiente de Poisson é uma 

grandeza positiva e menor do que ½. Para os aços n  0,3.

(Lei de Hooke)

εy = εz = − nεx
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sy’tx’y’

tx’y’

Tensão normal e tensão de cisalhamento (“shear stress”)
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F

F

FF

𝑢
𝑢 + 𝜀𝑥𝑑𝑥 = 𝑢 +

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥

𝑣

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜀𝑦=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜀𝑧=

𝜕𝑤

𝜕𝑧

Deformações lineares

𝑣 + 𝜀𝑦𝑑𝑦 = 𝑣 +
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦
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F

F

FF

𝑢

𝑣

𝛾𝑥𝑦 = 𝛾𝑦𝑥 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦

Deformações angulares

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝛾𝑥𝑧 = 𝛾𝑧𝑥 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝛾𝑧𝑦 = 𝛾𝑦𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑧

# Válido para ângulos pequenos

𝜀𝑥𝑦 =
𝛾𝑥𝑦

2

𝜀𝑥𝑦 =
1

2

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜀𝑥𝑧 =
𝛾𝑥𝑧
2

𝜀𝑥𝑦 =
1

2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜀𝑥𝑦 =
𝛾𝑦𝑧

2

𝜀𝑦𝑧 =
1

2

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+
𝜕𝑧

𝜕𝑧
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𝛾𝑥𝑦 = 𝛾𝑦𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝑣 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝜃. 𝑥 𝑢 𝑦 =
1

2
𝛾𝑥𝑦 . 𝑦

Para ângulos pequenos:  𝑡𝑎𝑛𝜃 ≅ 𝜃
𝜃 =

1

2
𝛾𝑥𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 𝑡𝑎𝑛𝜃

⟹ 𝜃 ≅
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑡𝑎𝑛𝜃

⟹ 𝜃 ≅
𝜕𝑢

𝜕𝑦

2

xy

xy


=e

xy

xy
xy

2

1


xy
2

1


𝜃 =
1

2
𝛾𝑥𝑦

c.q.d
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𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
⟹

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0 ⟹ 𝛾𝑥𝑦 = 𝛾𝑦𝑥 = 0

Rotação compatível com movimento

de corpo rígido resulta em 

deformação angular nula ➔ OK!

Verificação para rotações de corpo rígido:
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Tensor de deformações

















eee

eee
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zyzxz
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Tensor de deformações

-

Deformações Principais
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











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e

e

e

3

2

1

00

00

00

Pode-se diagonalizar o tensor de 

deformações (anulando-se as 

deformações angulares), por meio de 

uma orientação adequeda do sistema 

de coordenadas.

Obtem-se assim as chamadas 

deformações principais.

A deformação principal e1 é o máximo 

valor de deformação linear que pode-se 

obter com o giro do sistema de 

coordenadas.
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s2

s1

s3
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
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Tensor de tensões – tensões principais

s2

s1

Pode-se diagonalizar o tensor de 

tensões (anulando-se as tensões 

tangenciais), por meio de uma 

orientação adequeda do sistema de 

coordenadas.

Obtem-se assim as chamadas tensões 

principais.

A tensão principal s1 é o máximo valor 

de tensão normal que pode-se obter 

com o giro do sistema de coordenadas.
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Lei de Hooke generalizada para material isotrópico
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G ➔ módulo de elasticidade transversal
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s

t

(4 ; 4)

(-2 ; -4)

2a
s1  = 6 MPas3  = -4 MPa

tmáx  = 5 MPa

(1 ; 0)

4

3

5

1 - Marcar o ponto (4,4)

2 - Marcar o ponto (-2,-4)

3 – Traçar o diâmetro

4 – O centro está em s = 1 que é o ponto médio

entre 4 e -2

5 – O raio é 5 (tensão tangencial máxima)

6 – A máxima tensão principal é (1 + 5) = 6

7 – A mínima tensão principal é (1 - 5) = - 4

8 – 2a = arctg 4/3

9 – 2b = arctg 3/4

sx  = 4 MPa

txy  = 4 MPa

txy  = 4 MPa

txy  = 4 MPa

txy  = 4 MPa

sx  = 4 MPa

sy  = -2 MPa

sy  = -2 MPa

s1 = 6 MPa

s3 = -4 MPa

s3 = -4 MPa

s1 = 6 MPa

a
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Circulo de Mohr das Tensões

sx  = 3 MPa

q = 90º

2q = 180º
s

t
(3 ; 3)

(1 ; -3)

txy  = 3 MPa

txy  = 3 MPa

txy  = 3 MPa

txy  = 3 MPa

sx  = 3 MPa

sy  = 1 MPa

sy  = 1 MPa

s1  = 5,36 MPa

s1  = 5,36 MPa

s3  = 1,36 MPa

s3  = 1,36 MPa

a

2a

s1  = 5,36 MPas3  = 1,36 MPa

tmáx  = 3,16 MPa

b

2b

tmáx  = 3,16 MPa

tmáx  = 3,16 MPa

tmáx  = 3,16 MPa

tmáx  = 3,16 MPa

s = 2,00 MPa

s = 2,00 MPa

s = 2,00 MPa

s = 2,00 MPa
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sy

Circulo de Mohr Tridimensional
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txy
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txz

sz

tzx

tzy

tyx

tyz

sy
s2

s1

s2

s1 s3

s

t

s3 s2 s1

tmáx  =1/2 (s1-s3)
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Carga axial em vigas

L

F F

F = força aplicada

A = área da seção transversal

L = comprimento da viga

E = módulo de elasticidade

n = coeficiente de Poisson

A

F
x =s

0zy =s=s

0yzxzxy =t=t=t





















000

000

00
A

F s

t

s3 = s2 = 0 s1 = sx = F/A

tmáx  =F/2A

EA

F
zy n−=e=e

EA

F
x =e

0yzxzxy ===























n−

n−

EA

F
00

0
EA

F
0

00
EA

F
2b

2b = 90º ➔ b = 45º

Tensor de tensões:

Tensor de deformações:

Ax

y

z

x

y

sx
sx
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L

Mt

Mt = momoento torsor aplicado

Re = raio externo

Ri = raio interno

L = comprimento da viga

E = módulo de elasticidade

n = coeficiente de Poisson

Carga de torção em vigas de seção circular

x

y

z

Mt

txy

tyx

-
Mt

x

y

z

ytyx

txy

txy

tyx

Mt

txy  = tyx = t

t
z

y

txy

tyx
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Carga de torção em vigas de seção circular (continuação)

Hipóteses:

• não há empenamento da seção transversal

• a deformação angular varia linearmente a partir do eixo central

Re

r
)r( máxt=t

 44máx
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Ri

4

máx
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Ri

3máx
Re
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2
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=







t
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t
=t=t= 

   4
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44
máx

32

ReMt

RiRe
2

ReMt

−



=

−



=t

Identifica-se o denominador como sendo o momento polar de inércia da seção tranversal, assim:

x

máx
J

ReMt 
=t

xJ

rMt
)r(


=t
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Carga de torção em vigas de seção circular (continuação)

x
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yzxz
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J
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0
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x

Tensor de tensões principais:

s

t

s1 = txy

tmáx = txy

2b

2b = 90º ➔ b = 45º

s2 = 0s3 = txy

x

y tyx

txy
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s1

s3

s1 s3

45º

Tensor de tensões:


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


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Carga de torção em vigas de seção circular (continuação)
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Tensor de deformações: Tensor de deformações principais:
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

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
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q = carregamento distribuído

A = área da seção transversal

h = altura da seção transversal

L = comprimento da viga

E = módulo de elasticidade

M(x)

L

q
A

xz

y

qL/2 qL/2

V(x) Diagrama de esforços cortantes (V)

Diagrama de momentos fletores (M)

h

( )Lxx
2

q

2

x
qxx

2

L
q)x(M 2 −=+−=

8

qL
M

2

)
2
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Carga de flexão em vigas
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M(x)

sx

sx

tyx

txy

txy

tyx

Hipóteses:

• deformações lineares variam 

linearmente a partir do eixo 

longitudinal da viga que passa pelo 

centróide da seção transversal

• deformações angulares de 

cisalhamento são máximas no eixo 

longitudinal e zeram nas fibras 

externas superior e inferior

V(x)

Carga de flexão em vigas (continuação)
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Identifica-se o denominador como 

sendo o momento de inércia da 

seção tranversal, assim:
Jz

2

h
)x(M

máx,x =s

No exemplo, o momento fletor 

máximo ocorre no meio da viga 

(x=L/2): Jz8

2

h
qL2

máx =s

Carga de flexão em vigas (continuação)
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*AyydA)y(Q

hachurada
áreaa

sobre

== 

h/2
y

z

y

V(x)

tJz

)y(Q)x(V
)y,x(xy


=t

ty*

dA

Q = momento estático da área hachurada (acima do ponto de interesse)

y* = distância do centróide da área hachurada ao eixo neutro

t = largura da base da área hachurada

Jz = momento de inércia da seção transversal

Carga de flexão em vigas (continuação)
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Tensor de tensões:

s

t

tmáx

sy = 0 , ty,x

s1

sx , tx,y

s2s3

















s

s

3

1

00

000

00

Tensor de tensões 

principais:

Observe-se que:

- O momento fletor é máximo no 

meio da viga enquanto o 

esforço cortante é máximo nas 

extremidades;

- Numa mesma seção 

tranversal, a tensão de flexão é 

máxima nas fibras superiores e 

inferiores enquanto a tensão de 

cisalhamento é máxima na linha 

neutra.

Carga de flexão em vigas (continuação)
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Critérios de Falha

Teoria da máxima tensão normal (Rankine, ~1850)

A falha ocorre quando máxima tensão normal 

ultrapassa valor admissível de tensão normal obtido 

no ensaio de tração.

Teoria da máxima tensão de cisalhamento (Tresca, ~1868)

A falha ocorre quando máxima tensão tangencial 

ultrapassa valor admissível de tensão tangencial obtido no 

ensaio de tração.

Teoria da máxima energia de distorção (von Mises, ~1913)

A falha ocorre quando a máxima energia de distorção de 

cisalhamento ultrapassa valor admissível de energia de 

distorção de cisalhamento obtido no ensaio de tração.

N
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1eq s=s

N2

LE

2

31

admmáx 
s−s

tt

N

LE
31eq s−s=s
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• Critério de falha 

segundo a teoria da

máxima tensão 

normal

Envoltório do 

máximo círculo de 

Mohr admissível

• Critério de falha segundo a teoria da máxima tensão de cisalhamento (Tresca)

s

t

s

t

sadmissível 

em tração

sadmissível

em compressão

tadmissível

−tadmissível
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s

t

(4 ; 4)

(-2 ; -4)

2a
s1  = 6 MPas3  = -4 MPa

tmáx  = 5 MPa

2b

(1 ; 0)

4

3

5

1 - Marcar o ponto (4,4)

2 - Marcar o ponto (-2,-4)

3 – Traçar o diâmetro

4 – O centro está em s = 1 que é o ponto médio

entre 4 e -2

5 – O raio é 5 (tensão tangencial máxima)

6 – A máxima tensão principal é (1 + 5) = 6

7 – A mínima tensão principal é (1 - 5) = - 4

8 – 2a = arctg 4/3

9 – 2b = arctg 3/4

Rankine➔ seq = 6 MPa ➔ OK

Tresca ➔ seq = 10 Mpa ➔ ñ OK

6 MPa

6 MPa

sx  = 4 MPa

txy  = 4 MPa

txy  = 4 MPa

txy  = 4 MPa

txy  = 4 MPa

sx  = 4 MPa

sy  = -2 MPa

sy  = -2 MPa

Sendo: sadm = 6 MPa:

s1 = 6 MPa

s3 = -4 MPa

s3 = -4 MPa

s1 = 6 MPa

a
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