Exercicios - Célculo IV - Aula 3 - Semana 8/9-11/9
Critérios de Convergéncia de Séries de Termos Nao-Negativos

| Critérios | Conclusbes | Comentarios |
Critério da Comparacao Normalmente  usado
= . Se 0 < a, < by para todo | para uma série seme-
Para Zan com termos ndo nega- | . > N, para algum N € | |hante a2 uma  série
(o ¢]

n=0
tivos, compare com uma série con-

hecida f: b,
n=0

N, e E b, converge, entdo
n=0

oo
E a, converge.
n=0

Se a, > b, > 0 para todo
n > N, para algum N € N,

e Z b, diverge, entao Z Qn
n=0 n=0

diverge.

geométrica ou p-série.
As vezes, pode ser
dificil encontrar uma
série apropriada para
comparat.

Critério da Comparacao no
Limite

o0
Para E a, com termos positivos,

n:0 . 0
compare com uma série conhecida
o

. . an

E b, avaliando L = lim —
n=0

n—oo b, ’

Se L € ReL > 0, entdo

o0

ou ambas as séries E a, €

n=0

o
E b, convergem ou ambas

n=0
divergem.

SeL=0e an converge,

n=0

oo
entao E a, converge.

n=0

Se L =00e an diverge,

n=0

oo
entao E a, diverge.
n=0

Normalmente usado
para uma série seme-
lhante a uma série
geométrica ou p-série.
Frequentemente mais
facil de aplicar do que
o teste de comparacdo.

Critério da Integral

Se existe uma funcdo positiva,

continua e decrescente f tal que

a, = f(n) paratodon > N, avalie
o

f(z)dx.

a integral imprépria
N

Se / f(z)dz  converge,
N

e o]
entdo Zf(n) converge.
n=0

Se / f(x)dx  diverge,
N

entdo Zf(n) diverge.
n=0

Limitado as séries para
as quais a funcao f cor-
respondente pode ser
facilmente  integrada
ou que sua integral
imprépria [ f(z)dz
possa ser estudada
quanto a convergéncia
ou divergéncia.




As demonstracoes desses critérios sao baseadas no seguinte resultado:

[ee)
Proposicao. Se a, > 0, n = 0,1,..., a série E a, é convergente se, e somente se, a

n=0
sequéncia (s, ) das somas parciais é limitada.

Observe que se os termos de uma série sao nao-negativos, a sequéncia de suas somas parciais é
crescente. Assim, a proposi¢ao acima é uma consequéncia do Teorema da Convergéncia Mondtona
estudado na Lista da Aula 1.

Exemplo 1. Para qualquer niimero real p, a série

o0

1

np
n=1

o0
¢é chamada uma p-série ou uma série harmonica de ordem p. Mostre que a série E — ¢ convergente
n

n=1
se p > 1 e divergente se p < 1.
. -1 s L oo |
Solucao. Se p < 0, entao — # 0, com n — oo. Pelo Critério da Divergeéncia, a série -
n n
n=1
diverge.
Se p > 0, a fungao f(x) = 1/aP é positiva e decrescente em [1,00). Para verificar que f é
decrescente, basta ver que f'(x) = —p/axP™! < 0 para todo = € [1,0).
Para p =1,
*1 . ‘1 :
—dzr = lim —dr = lim Int = oo.
1 €T t—o0 1 T t—o0
Sep>0,p#1,
> “1 1 1 ! > 1
/ —dr=lim [ —dz = lim (—tlp——>: p—1 o=
1 P tmoe Jy P w0 \1—p 1—=p 00, sep < 1.

Juntando esta informacao com o estudo da caso p = 1, temos que a integral diverge se 0 < p <1

e converge se p > 1. Assim, pelo Critério da Integral, a série diverge se 0 < p < 1. Assim,
(o)

concluimos que a p-série Z — é convergente se p > 1 e divergente se p < 1.
n

n=1

o0

1 1

Exemplo 2. A série E — sin — é convergente ou divergente?
non

n=1

Solugao. Sendo 0 < sinz < x para todo z € (0, ), segue que

1

1 1
0 < —sin S—-—:—z, Vn > 1.
nn n

SRS
S|

o
Como E — ¢ convergente, pois trata-se de uma 2-série, segue do critério da comparagao que
n

n=1
[eS)

1.1,
Z — Sln — € Convergente.

n n
n=1



2n% + 3n

V5 +nd

Solugdo. Seja a,, = (2n? + 3n)/+/5 + n5. Para n grande, a,, se comporta como 2n?/n®? = 2/n'/2,

é convergente ou divergente?

Exemplo 3. A série Z

pois o termos principais dominam para n grande, assim tomamos b, = 2/ n'/2. Como
Z n = Z m 1verge
n=1 n=1
e
. an, . on? +3n n'/? . 252 4 3n3/? ’ 2+ % 150
1m -—— = 1m . = lim — = lIlm — =
n—00 bn n—00 \/5—’—’@5 2 n—00 2\/54_”5 n—>oo2 %‘i‘l

2n2 + 3n

V5 +nd

segue do Critério da Comparacao no Limite que a série Z também diverge.

1
Exemplo 4. A série Z —— é convergente ou divergente?

Inn
[e.e]
Solu¢ao. Vamos tomar como série de comparacao a série harmonica E —. Temos,
n
n=2
1 1
a,=—— e b,=—.
Inn n
Entao,
. Qp . n
lim — = lim — = o0.
n—o0 by, n—oo M
o0
Pelo Critério da Comparacao no Limite, a série E —— ¢ divergente.
In
n=2 n
Id > n 7/ .
Exemplo 5. A série 5 — ¢é convergente ou divergente?
e
n=0
Solugao. A série E —-= é convergente, pois se trata da série geométrica de razao f < 1. Temos,
n b 1
Ap = e_” e n — e”/2 .
Entao,
ap n
lim — = lim — = 0.
n—00 n—00 e”/2

n

Pelo Critério da Comparacao no Limite, a série E — ¢ convergente.
e
n=0

Exercicio. Determine se as séries sao convergentes ou divergentes.

> n > 1
a) ;nQ—l—l d) ;nlnn
. 2+ sinn gy R, 1
b) ; n2 ¢) ;1+3"
> Inn >
C>ZF £) D [L—cos(1/n)]

n=2 n=1



