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Alerta: Este é apenas um guia resumido de parte das
transparéncias das aulas. Ele ndo substitui as aulas (onde
existem discussdes, resolugBes de exercicios, figuras, etc) e ndo
substitui a leitura da bibliografia recomendada.

Motivacdo: Estabelecer ferramentas necessarias para
entender vetores consumo, descrever vinculos orcamentarios e
outros objetos.



Espacos Euclidianos e vetores
R? := {(x1, %) = x, |x; € R}
R3 = {(x1, %2, x3) = x, |x; € R}
R™:={(x1, %2, ,Xm) = X, |x; € R}

Sejam u,v e R" e A € R.

Multiplicacdo por escalar

Au=(Aug, -+, Auy)

Soma de vetores
=u4vi=(u+vi, -, Un+ V)

y



Obs: Qualquer vetor v € R™ podem ser descrito como
combinacio linear da base canobnicas
{ei=1(0,0,---,1,0,---,0)}, ousejav=> .vies com v; € R.

R

Escreva o vetor (7,—1) como soma de dois vetores, um

paralelo ao vetor u = (1, 1) e outro paralelo ao vetor
v=(1,-1).



Obs: O vetor (7, —1) ndo pode ser descrito somente em
termos de v = (1,0) e v = (2,0)

Obs: O vetor (7, —1) ndo & unicamente descrito como
combina¢des dos vetores u = (1,0) e v = (0,1) e
(u, v, w s3o linearmente dependentes).

Observe que: qualquer vetor em R? pode ser descrito
unicamente pela base {u, v}

Ex 1 {u=(1,0),v=(0,1)}

Ex2 {u=(1,1),v=(1,-1)}.

Def: um conjunto de vetores {u, v} em R? é chamado base
de R? se

» suas combinacdes lineares geram qualquer vetor em R?

» de uma Gnica forma (i.e, sdo linearmente
independentes) .



Problema

Descreva ¢ = (5,—2,9) em termos de combinacgo linear de

{u=1(2,4,-2),v=(1,-6,7),

2 1
X1 4 —|— X2 —6 + X3
-2 7
2 1 X1
4 —6 X2
—2 7 X3
2X1 +1X2 +1x3
4X1 —6X2 + X3
—2x1 +7x2 +2x3

}



Seja A a matriz com colunas u, v, w. Aplicando a eliminacao
de Gauss temos que a solucio do sistema Ax = ¢ se torna
equivalente a solucdo de um sistema Ux = ¢. onde:

2 1 2 1 1
A=14 -6 e |0 -8 =2 =U
-2 7 0 0 1

Proposicao

Um conjunto de vetores {u, v, w} forma uma base de R® se e
somente se a eliminagdo de Gauss aplicada a matriz A (que
tem colunas u, v, w) der uma matriz U diagonal superior,
cujos elementos da diagonal s3o todos diferentes de zero.



Produto interno

Def: O produto interno (candnico) é a aplicagdo
(-,-) :R™ x R™ — R definida como (u,v) = >, u;jv;

No caso R?
(u,v) = vy + vy

No caso R3
(u,v) = thhvs + iava + 33



Proposicao
Sejam u,v,w € R™ e A € R. O produto interno canénico em
R™ atende as seguintes propriedades:

L (u,v) = (v,u)

2. {utw,v) = (u,v) +{w,v)

3. (Au, vy = A(u,v)

4. (u,u)y >0

5. (u,u) =0 se e somente se u =0



Def: Seja v € R™. A norma de v é definida como
[ull = v/u, 1)

Motivacao: Lembre do tridngulo retdngulo com catetos de
comprimentos 3 e 4 e hipotenusa com comprimento 5.

Seja u=(3,4)

Jull =

I
w
N



Problema
Seja u=(1,1). Calcule:

(@) [lul

(b) Il = 3ull

(c) Tl

(d) Il

Obs: Mais geralmente, ||Au|| = |A|||u]|. Em particular se

A = L temos
llull
u

|l

1
\zmnuuz



Considere os vetores u, v € R™ O angulo entre estes vetores é

cos(6) = —<u, V)

~lullliv]

u, v sdo ortogonais se (u,v) =0



Def: Sejam u, v vetores em R™.
A de v ao longo de v é
definida como

AN S
i/ v o

Ex Seja (3,5) e (2,0).



Equacdo da reta em R?

Definicdo (Reta contendo zero)

R = {(Xl,X2)€R2’ N1X1—|—N2X2 = O}
= {0, 0) € R (M1, Mo), (x1, %)) = 0}

Obs: N = (Ny, N,) é um vetor normal a reta.

Obs: A distancia de um ponto v a uma reta

Nix; + Noxy = 0 é calculada como a projecdo, i.e.,
d = |Pn(u)]

Problema

Calcule a distancia de u = (1,3) a reta descrita pela equacio
da reta2x; +2x, =0



Defini¢do (Reta passando por )

R = {(a,e) €R?  MOq—p)+Mie—p) = 0}
= {(a,x) € R’ (M, Ny), ((x1,%) — )) = 0}
= {(a,x) € R?| Nix1 + Noxo = ¢}

onde ¢ = (N, p)).

Obs: N = (N, N,) é um vetor normal a reta.

Obs: A distancia de um ponto g a reta, R é calulada
com a projecdo, i.e., d = |Py(u)| onde u = q —



Problema

Sejam x1, xo 0 nimero de unidades das mercadorias A e B
consumidas por uma pessoa. Sejam $2,00 e $3,00 os precos
unitarios de A e B respectivamente. Descreva em coordenadas
euclidianas o espaco dos niimeros de unidades das
mercadorias, quando a despesas para mercadorias é $10,00 e
esboce tal conjunto.



A distancia de um ponto g € R? a reta

R= {X € R2|N1X1 4+ Noxy = C}
é d=|Py(v)|| onde u=qg—pepeR. Ou seja:

d = |Pn(u)ll

= [ )
= (oo ga)]
= qwil(a )=o)

d— }NlCh + Nago — C‘

N2+ N2







Equacdo do plano em R3

Defini¢do (Plano contendo zero)

P = {(Xl, X2, X3) - R3| N1X1 + N2X2 + N3X3 =
= {(x1,x,x3) € R3| (N1, Noy N3), (x1, %0, x3)) =

N = (N, N>, N3) é um vetor normal a reta.

A distancia de um ponto v ao plano
Nix; + Nox, + N3xs = 0 é calculada com a projecéo, i.e.,

= 1Pw(o)] = (o ) 7 | = o )|

0}
0}



Defini¢do (Plano passando por )

P = {x€R| M(x—p)+No(e— )+ Ns(x = ps)

= {x R} ((No, No, Ns), ((x1, %0, 3) — )
= {xcR? Nixi + Noxo + N3xz
onde ¢ = (N, p)).

Obs: N = (Ny, Ny, N3) € um vetor normal a reta.



Problema

Sejam x1, xo, x3 0 nimero de unidades das mercadorias A, B e
C consumidas por uma pessoa. Sejam $2,00 e $3,00 e
$4,00 os precos unitarios de A, B e C respectivamente.
Descreva em coordenadas euclidianas o espaco dos nimeros de
unidades das mercadorias, quando a despesas para mercadorias
¢ $10,00 e esboce tal conjunto.



A distancia de um ponto g € R3? ao plano

P= {X € R3‘N1X1 + Noxy + N3x3 = C}
é d=|Py(v)|| onde u=qg—pepeP. Ou seja:

d = |Pn(u)ll

= [y
= (oo ga)]
= qwil(a )=o)

d— ‘Nﬂh + Nago + N3gs — C|

VINE+ NZ+ NZ




Reta em R3

Considere 2 planos:

P = {X c R3|N1X1 + Noxo + N3xz = C}

P = {x € R¥|Nyixy + Nox; + Naxs = &}

Suponha que N # AN (i.e., sdo linearmente independentes).

Ent3o o conjunto PN P é uma reta em R3.



Eq. do plano contendo zero e aplicacdo linear

Proposicao

Sejam u = (a11,a21,331) e v = (812, 322, a32) vetores com
u # Av (i.e, linearmente independentes). Considere

T : R? — R3 a aplicacio linear T(x) = Ax onde

di1 di2
A= a1 a2
d31 d32

Ent3o a imagem de T é um plano contendo zero. Um vetor
normal N a este plano atende (N, u) =0 = (N, v)

N,
. di1 d21 a31 0
1.e., 3 N2 =
di2 dz2 dz»

Além disto os vetores u e v sdo uma base deste plano.
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Prob Seja A= |2 2| e T : R? = R3 a aplicacdo linear
31

T(x) = Ax. Calcule um vetor normal N a imagem de T.

Obs: No caso particular T : R? — R3 onde as colunas s3o
linearmente independentes, é possivel usar o produto
vetorial (que sé existe em dimensdo 3) para calcular um vetor
normal N.



Obs: Imagens de aplicagdes lineares T : R™ — R™T* (em
particular retas e planos contendo zero) sdo subespagos
vetoriais ou seja subconjunto W C R™ tal que

» teve Wentiou+veW
» u € W entdo \u € W para qualquer A € R.

Obs: Seja uma aplicacdo linear T : R™ — R™*k definida
como T(x) = Ax. Entdo as colunas de A sdo base da
imagem W = Im(T) se uma das equivaléncias vale:

» Té injetora,
» as colunas de A s3o linearmente independentes,

» todas as colunas de U (obtidas no escalonamento de A)
sdo pivos, i.e., existem m pivos.



