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QUADRICAS - Introducgéao

A equacdo geral do 2° grau nas trés varidveis X,y ¢ z:

ax? +by? +cz? +2dxy + 2exz + 2fyz + mx +ny + pz + q =0, (1)

onde pelo menos um dos coeficientes a, b, ¢, d, e ou f ¢ diferente de zero, representa uma
superficie quddrica ou simplesmente uma quddrica.

Observemos que se a superficie quadrica dada pela equagdo (1) for cortada pelos planos
coordenados ou por planos paralelos a eles, a curva de intersecio serd uma conica. A inter-
se¢do de uma superficie com um plano € chamada trago da superficie no plano.

Por exemplo, o trago da superficie quédrica (1) no plano z=0 € a conica
ax” +by® +2dxy + mx+ny +q=0

contida no plano z =0, isto €, no plano xOy.




QUADRICAS - Introducgéao

Por outro lado, através de mudangas de coordenadas (rotaco e/ou translacdo), a equagdo (1)
pode ser transformada em uma das formas:

Ax* +By? +Cz3=D (2)

Ax* + By* + Rz =0

AX* + Ry + C22 =0

Rx + By* + (z* =0 (3)
onde a equacdo (2) representa uma quadrica centrada e as equacdes (3) quadricas ndo centradas.

Nosso objetivo ¢ identificar e esbocar o grafico de uma quddrica, conhecida sua equagdo.




QUADRICAS CENTRADAS

Ax® +By* +Cz’=D

Se nenhum dos coeficientes da equagio (2) for nulo, ela pode ser escrita sob uma das
formas:

4)

denominadas, qualquer delas, forma canonica ou padrdo de uma superficie quédrica centrada,

As possiveis combinacOes de sinais nesta equacdo permitem concluir a existéncia de
apenas trés tipos de superficies, conforme sejam trés, dois ou um o nimero de coeficientes

positivos dos termos do 19 membro da equagdo. Se os referidos coeficientes forem todos
negativos, n2o existe lugar geométrico.




UM PRIMEIRO CASO

Todos os coeficientes dos termos do 1°© membro da equacao (4)
sao positivos, e a, b, ¢ sao reais positivos.

Para identificar a superficie e esbocar seu grafico, determinamos:

1) Tracos da superficie nos planos coordenados;

2) Pontos de interseccao com os eixos coordenados;

3) Tracos da superficie em planos paralelos aos planos
Coordenados

4) Elementos de simetria



UM PRIMEIRO CASO

e 0s tracos nos planos xOz e yOz sfo as elipses:

G+

1, x=0, respectivamente.

Interseccao com os eixos coordenados.

= |c| - dois pontos: (0,0,c) e (0,0,-c)
= |b| - dois pontos: (0,b,0) e (0,-b,0)
= |a| - dois pontos: (a,0,0) e (-a,0,0)




UM PRIMEIRO CASO

Consideremos um plano paralelo ao plano xQy, isto €, um plano da forma z=k. Subs-
tituindo z por k na equago (5) vem:
x2 . y2 k2
2w Tle

2

k
Se |k[<c, I-—>0,¢,portanto, o trago no plano z=k ¢ uma elipse. Se |k | =¢, os

C

planos z=c ¢ z=-¢ tangenciam o elipside nos pontos (0,0,¢c) e (0,0,-c). Se |k| >,
k? ; T e .

[-— <0 e, conseqiientemente, ndo existe gréfico. Consideragbes anslogas podem ser feitas
c

relativamente aos planos paralelos aos planos x0z ¢ yOz.




ELIPSOIDE




CASO PARTICULAR DE ELIPSOIDE

Se pelo menos dois dos valores a, b e ¢ sdo iguais, 0 elipsoide € de revolugdo. Por

exemplo, se a = ¢, o elipsdide € obtido girando a elipse

2 2
Y Z _ -
A

do plano yOz em torno do eixo dos y.




EXEMPLO de ELIPSOIDE de REVOLUCAO

O traco no plano OXZ é a
circunferéncia:




CASO PARTICULAR DE ELIPSOIDE

No casode a= b =c¢, aequacio (5) toma a forma:

%2 +y2 + 22 =32

e representa uma superficie esférica de centro (0, 0, 0) e raio a.




EXEMPLOS

¢ Reduzir a equagao a forma candnica, identificar e
construir o grafico da quadrica que ela
representa.

¢ A) 36x% +9y? + 162% = 144

¢ B) 4x? +y2 +4z° =16

(Esboco no papel e lapis e representacao no
Geogebra)



36xx+9yy+16zz=144




xxt+yytzz=4




ELIPSOIDE DE REVOLUGCAO

¢ a=b<c

¢ a=b>cC




ELIPSOIDE de CENTRO FORA DA ORIGEM

5)

Se 0 centro do elipséide € o ponto (h, k, %) e seus eixos forem paralelos aos eixos coorde-
nados, a equagdo (5) assume a forma:

(k-1 | -k

-9

a2 c2

t I

obtida através de uma translago de eixos.

Da mesma forma, a superficie esférica de centro (h,k, %) e raio a, tem equagio:

(x-0) +(y-K)* +(z-0) =2




UM SEGUNDO CASO

¢ Se na equacao (4) dois dos coeficientes do 1°© membro sao
positivos e um negativo, 0 que essa equacao representa?

1) Tracos da superficie nos planos coordenados;
2) Pontos de interseccao com os eixos coordenados;
3) Tracos da superficie em planos paralelos aos planos

coordenados



UM SEGUNDO CASO

e =1, z=0

e os tracos nos planos xOz e yOz sio as hipérboles:

x2

z2
__._..—.1,

respectivamente.

E as intersecgoes
com OS eixos:

i) OX, y=z=0:
X= |a|

ii) OY, x=z=0:
y= |b|

iii) OZ, x=y=0:
nao existe




UM SEGUNDO CASO

(6)

Um trago no plano z=k ¢ uma elipse que aumenta de tamanho & medida que o plano
se afasta do plano xOy. Os tragos nos planos x=k y =k sdo hipérboles.




HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA




HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA

A equagdo
XZ y2 Z2
a2+b2-c2=1 (6)

¢ uma forma candnica da equagdo do hiperboldide de uma folha a0 longo do eixo dos z
As outras duas formas canOnicas sio:

Y,
X 7 X 7
2 y2+2 1e‘2+y2+2=1
97 Ll i a®  b* ¢

¢ representam hiperbolides de uma folha ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.
N ) ) 4 A A Rl e



HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA




HIPERBOLOIDE DE REVOLUCAO

2 2 2
X
p L 2

2 b2_c2=1 (6)

Se na equagdo (6) tivermos a=b, o hiperboléide ¢ de revolugdo, gerado pela rotagdo
de uma hipérbole em torno de seu eixo imagindrio, no caso, o eixo 0z. O trao no plano %Oy
é a circunferéncia

x2
2




EXEMPLOS

¢ Reduzir a equagao a forma candnica, identificar e
esbocgar o grafico da quadrica que ela representa.

® 4x% —y% + 822 =16

(Represente um esboco no papel e, depois,
represente a quadrica no Geogebra.)






“FRDOLOIDE DE DUF-F U 4

Se na equagdo (4) um coeficiente dos termos do 19 membro é positivo e dois s3o negativos,
a equagdo representa um hiperboloide de duas folhas.

A equagdo
X P2
-a2+b2-c2-‘1 "

¢ uma forma candnica da equagdo do hiperboléide de duas folhas ao longo do eixo dos y
(Fig. 8.2.3). As outras duas formas candnicas so:

e representam hiperboldides de duas folhas ao Jongo dos eixos Ox e Oz, respectivamente.




HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS

Os tragos nos planos xOy e yOz em (7) s3o, respectivamente, as hipérboles:

— 1’ x:O

O plano xOz ndo intercepta a superficie, nem qualquer plano y =k, onde Ik | <'b.

Se | k|>b, otrago no plano y =k € aelipse:

1cos nos planos x =k e z=k sdo hipérboles.




HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS




HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS

Se na equagdo (7) tivermos a=c, 0 hiperboldide € de revolugao, gerado pela rotagao
uma hipérbole em torno de seu eixo real. O trago no plano y =k, |k[>b, €2 circunferéncia:




HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS




EXEMPLO

¢ Reduzir a equacao a forma canonica, identificar e
esbocar o grafico da quadrica que ela representa.




GRAFICO

-4dxx+yy—-8zz=16




SUPERFICIES QUADRICAS NAO CENTRADAS

Se nenhum dos coeficientes dos termos do 10 membro das equagdes (3) for nulo, elas podem
ser escritas sob uma das formas:

X X :
il _X..: +_.. +.§. :byi!_ iz_:ax (8)

32 b? ot T

denominadas, qualquer delas, forma candnica ou padrio de uma superficie quadrica ndo
centrada,

As possiveis combinagOes de sinais nesta equagio permitem concluir a existéncia de apenas
dois tipos de superficies, conforme o coeficientes dos termos de segundo grau tenham o mesmo
sinal ou sinais contrarios.




PARABOLOIDE ELIPTICO

Se nas equagdes (8) os coeficientes dos termos de segundo grau tiverem sinais iguais, a
equagdo representa um paraboloide eliptico.

A equagdo:

X2 y2
RN )

¢ uma forma canonica da equagdo do paraboléide eliptico ao longo do eixo dos z (Fig. 8.3.1).
As outras duas formas candnicas sdo:

2 2 2
X Z
7 1 =byey2 2

a C b C

Z2
2

e representam paraboldides elipticos ao lon




PARABOLOIDE ELIPTICO

O trago no plano xOy em (9) € a origem (0, 0, 0) e os tragos nos planos x0z e yOz s30 as
pardbolas
2 y2

a2 cz, y=0- e ?—CZ, x=0,

respectivamente,




PARABOLOIDE ELIPTICO

Se ¢>0, a superficie situase inteiramente acima do plano xOy e, para ¢<0, a
superficie est4 inteiramente abaixo deste plano. Assim, o sinal de ¢ coincide com o de z, pois
caso contrdrio ndo haveria lugar geométrico.

Um trago no plano z =k, k>0 (Fig. 83.1), é uma elipse que aumenta de tamanho &
medida que o plano se afasta do plano xOy. Os tragos nos planos x=k e y =k sio pardbolas.

Se na equacdo (9) tivermos a=b, o paraboldide ¢ de revolucio e pode ser gerado pela
rotagdo da pardbola:

y
2

= ¢z, Xx=0

em torno do eixo dos z. Neste caso, 0 trago no plano z=k € uma circunieréncia.




PARABOLOIDE de Revolugao




PARABOLOIDE ELIPTICO




EXEMPLO

¢ Reduzir a equacao a forma canodnica, identificar e
construir o grafico da quadrica que ela
representa.

x°+2y° —z=0




o

xx+2yy-z=0

1)

Ll I

Al

T

JL L
L |

b
r wrall




PARABOLOIDE HIPERBOLICO

¢ Se nas equacoes (8) os coeficientes dos termos de segundo grau tiverem
sinais contrarios, a equacao representa um paraboloide hiperbolico.

A equaclo:
x

Y

2
b2 a2 - @ , (10)

¢ uma forma candnica da equagdo do paraboltide hiperbélico ao longo do eixo dos z (Fig. 8.3.2).
As outras formas canOnicas sdo

Z2 X2 by Z2 y2
-5 =by e 5 -L =u
¢ 2 ¢2  b?

e representam paraboloides hiperbélicos situados ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente,




“ARKADOLOIU “FRD U U

0 trago em (10) no plano xQy € o par de retas:

2 2
y X _ e
v e
istoé:% +%= 0, z=0 e -%—-—2&0, z=0 e ostracos nos planos xOz e yOz s0 as
pardbolas:
2 2
X _ = ) =
-?-CZ, y=0 ¢ F_CZ’ x=0

que tém o eixo dos z como eixo de simetria e concavidade para baixo e para cima, respecti-
vamente.

O trago no plano z=k € uma hipérbole cujo eixo real € paralelo ao eixo dos y se k>0
e paralelo ao eixo dos x se k <0. Os tragos nos planos x=k e y=k sio pardbolas.




PARABOLOIDE HIPERBOLICO
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EXEMPLO

¢ Reduzir a equacao a forma canonica, identificar e
construir o grafico da quadrica que ela
representa.

—9x?>+4)> —362=0




QUADRICAS DEGENERADAS

O grdfico da equagdo geral ax’ +by® +cz” +2dxy + 2exz + 2yz + mx +ny + pz + q =0
poderd representar quddricas degeneradas. Alguns exemplos sdo:

4) x* -16=0; dois planos paralelos: x=4 ¢ x=-4.
b) 3y* =0; um plano: o plano y =0.
¢) x* +2y* =0; uma reta: o eixo dos z.

d) 2x* + 4y* + 52> =0; um ponto: a origem (0,0, 0),

e) 3x* +2y* + 22 =-3; 0 conjunto vazio.




Para complementar essa infroducao,
fazer a Parte 1 do TG de Quadricas

Bonitranallo).



