
Agrupamento de Dados e 
Aplicações

Algoritmos Hierárquicos: 

Parte II

Prof. Eduardo Raul Hruschka



2

Créditos
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Agenda

◼ Continuação de Algoritmos Hierárquicos

◼ Average Linkage (UPGMA)

◼ Método de Ward

◼ Esquema de Lance-Williams

◼ Métodos Divisivos

◼ Heurística de MacNaughton-Smith (DIANA)

◼ Bisecting k-Means

◼ Complexidade Computacional



Relembrando Agrupamento Hierárquico...

Bottom-Up (métodos aglomerativos):

- Iniciar colocando cada objeto em um cluster

- Encontrar o melhor par de clusters para unir

- Unir o par de clusters escolhido

- Repetir até que todos os objetos estejam 

reunidos em um só cluster

Top-Down (métodos divisivos):

- Iniciar com todos objetos em um único cluster

- Sub-dividir o cluster em dois novos clusters

- Aplicar o algoritmo recursivamente em ambos, 

até que cada objeto forme um cluster por si só

Keogh, E. A Gentle Introduction to Machine Learning and Data Mining for the Database Community, SBBD 2003, Manaus. 4
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How to Define Inter-Cluster (Dis)Similarity
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(Dis)Similarity?

❑ MIN (aula anterior)

❑ MAX (aula anterior)

❑ Group Average

❑ Distance Between Centroids

❑ Other methods

– Ward’s

– …

Proximity Matrix
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How to Define Inter-Cluster (Dis)Similarity
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Proximity Matrix

❑ MIN

❑ MAX

❑ Group Average

❑ Distance Between Centroids

❑ Other methods

– Ward’s

– …



Average Linkage ou Group Average

▪ Distância entre clusters é dada pela distância média entre cada par de 
objetos (um de cada cluster)

▪ Também conhecido como UPGMA (Sokal & Michener, 1958, Kaufman & 
Rousseuw (AGNES), 1990):

▪ Unweighted Pair Group Method using Arithmetic Averages

▪ “unweighted” → cada par de objetos possui a mesma importância

7Figura por Lucas Vendramin
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Cluster Similarity: Group Average

❑ Proximity of two clusters is the average of pairwise proximity 

between points in the two clusters.
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I1 I2 I3 I4 I5

I1 1.00 0.90 0.10 0.65 0.20

I2 0.90 1.00 0.70 0.60 0.50

I3 0.10 0.70 1.00 0.40 0.30

I4 0.65 0.60 0.40 1.00 0.80

I5 0.20 0.50 0.30 0.80 1.00

Exercício - Gerar a hierarquia para a matriz de proximidades:
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Hierarchical Clustering: Group Average

❑ Group Average represents a compromise between 

Single and Complete Link

❑ Strengths

– Less susceptible to noise and outliers

❑ Limitations

– Biased towards globular clusters
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Como Comparar os Clusters ?

▪ Single x Complete x Average:

▪ Single Linkage – cfe já visto:

▪ Capaz de detectar clusters de formas complexas

▪ No entanto, muito sensível a ruído nos dados (e.g. “pontes”)

Figura por Lucas Vendramin Figura por Lucas Vendramin
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Como Comparar os Clusters ?

▪ Single x Complete x Average:

▪ Complete Linkage – cfe já visto:

▪ Reduz sensibilidade a ruído (e.g. pontes entre clusters), mas:

▪ aumenta risco de separar clusters grandes

▪ perde capacidade de detecção de formas complexas

▪ favorece clusters globulares

▪ Average Linkage:

▪ Também favorece clusters bem comportados (globulares)

▪ Mas é muito menos sensível (mais robusto) a ruído e outliers.



▪ Obtenha o dendrograma completo de execução do método 

average linkage (UPGMA) sobre a matriz de distâncias abaixo

▪ Mostre passo a passo a matriz atualizada:

▪ Apresente também a cophenetic matrix correspondente

Exercício:

13
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How to Define Inter-Cluster (Dis)Similarity

❑ MIN

❑ MAX

❑ Group Average

❑ Distance Between Centroids (intuitivo após ver k-means)

❑ Ward´s
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Método de Ward (1963)

▪ Método baseado na minimização do Critério de Erro 

Quadrático (variâncias intra-grupos) a cada nova partição:

onde d = Euclidiana e xi é o centróide do i-ésimo cluster:

( ) 
= 

=
k

i

ij

ij

dJ
1

2
,

Cx

xx




=
ii

i

i

i

Cx

x
C

x
1



19

Método de Ward

▪ A “dissimilaridade” entre cada par de grupos Ci e Cj é

definida como a variação no critério J da partição
corrente se esses grupos forem unidos para formar a
partição seguinte:

▪ unir os 2 grupos mais similares significa minimizar o
crescimento das variâncias intra-grupos a cada nível
da hierarquia
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Método de Ward

▪ Limitações:

▪ Assim como Average Linkage, tende a gerar clusters globulares

▪ Fórmula de atualização só possui interpretação para dados 

descritos por atributos numéricos e distância Euclidiana

▪ Vantagens:

▪ Similar a Average Linkage em robustez a ruído e outliers

▪ “Análogo hierárquico” do k-means (mesma função objetivo)

▪ pode ser usado para inicializar k-means

▪ Jain & Dubes (1988): “Several comparative studies conclude that
Ward’s method, also called the minimum variance method, outperforms

other hierarchical clustering methods.”
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Keogh, E. A Gentle Introduction to Machine Learning and Data Mining for the Database Community, SBBD 2003, Manaus. 21
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Esquema de Lance-Williams (1967)

▪ Formulação Parametrizada que abrange 
todos os métodos hierárquicos vistos

onde |  | significa valor absoluto

▪Algoritmo aglomerativo unificado

▪ atualização configurável da matriz de proximidades

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )kijikjkikjijkji dddddd CCCCCCCCCCCCC ,,,,,, −+++= 
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Esquema de Lance-Williams (1967)

j k  

Single-
Linkage

1/2 1/2 0 −1/2

Complete
-Linkage

1/2 1/2 0 1/2

UPGMA Nj / (Nj + Nk) Nk / (Nj + Nk) 0 0

WPGMA 1/2 1/2 0 0

UPGMC Nj / (Nj + Nk) Nk / (Nj + Nk) −(Nj Nk) / (Nj + Nk)
2 0

WPGMC ½ 1/2 −1/4 0

Ward’s (Nj+Ni) / (Nj+Nk+Ni) (Nk+Ni) / (Nj+Nk+Ni) −Ni / (Nj+Nk+Ni) 0

▪ Ni, Nj e Nk são as quantidades de objetos nos grupos Ci, Cj e Ck, respectivamente

▪ Métodos de centróides (UPGMC e WPGMC) presumem dist. Euclidiana ao quadrado

Exemplo. Para dij=2 e dik=5 para o single linkage temos:

d(Ci, Cj  Ck) = ½ dij + ½ dik – ½dij – dik = ½(2)+½(5)-½(3) = 2
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Hierarchical Clustering:  Time and Space requirements

❑O(N2) space since it uses the proximity matrix  

– N is the number of points

❑O(N3) time in many cases

– There are N steps and, at each step, the proximity 

matrix must be updated and searched

– Complexity can be reduced for some approaches



Métodos Divisivos

▪ Iniciam com um único cluster, que é recursivamente sub-
dividido em 2 clusters, até se obter singletons.

▪ Em geral, são menos usados que os aglomerativos

▪ É (computacionalmente) mais simples unir clusters do que dividir...

▪ O número de modos para dividir N objetos em 2 clusters é (2N-1 – 1). Por 
exemplo, para N=50 existem 5.63x1014 maneiras de se obter dois clusters !

▪ Entretanto, podem ser mais atrativos quando se procura 
um número reduzido de clusters

▪ Questão:

▪ Como dividir um cluster ?

26



▪Heurística de MacNaughton-Smith et al. (1964): 

▪ Para um dado cluster, escolher o objeto mais distante dos demais

▪ Este objeto formará o novo cluster

▪ Para cada objeto, calculam-se suas distâncias médias aos objetos do cluster
original e aos objetos do novo cluster

▪ O objeto mais próximo do novo cluster e mais distante do cluster original é 
transferido para o novo cluster e então repete-se o processo

▪ ≈DIANA (Kaufman & Rouseeuw, 1990)

▪ Exemplo (Everitt et al., 2001):
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▪ Para este exemplo, objeto “1” é o mais distante (novo cluster  – A)

▪ Demais objetos permanecem no cluster principal  (cluster – B)

▪ Clusters obtidos: A={1} e B={2,3,4,5,6,7}

▪ Sejam DA e DB as distâncias médias de um objeto de B em relação 
aos objetos de A e B:

Objetos B DA DB DB-DA

2 10 25 15,0

3 7 23,4 16,4

4 30 14,8 -15,2

5 29 16,4 -12,6

6 38 19,0 -19,0

7 42 22,2 -19,8

Desta forma, obtemos os clusters A={1,3}  e  B={2,4,5,6,7}

Repetindo o processo temos ...

Mais 

próximos de A 

do que de B

Objeto 

escolhido 

para mudar 

de cluster

28



Objetos B DA DB DB-DA

2 8,5 29,5 12,0

4 25,5 13,2 -12,3

5 25,5 15,0 -10,5

6 34,5 16,0 -18,5

7 39,0 18,7 -20,3

Mudar 

para A

Novos clusters: {1,3,2} e {4,5,6,7}.

Próximo passo: todos (DB-DA) negativos;

Pode-se então repetir o processo em cada cluster 

acima, separadamente... 

29



Heurística de MacNaughton-Smith

▪ Exercício:

▪Aplicar o algoritmo hierárquico divisivo com 
heurística de MacNaughton-Smith et al. na 
seguinte base de dados:

30
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Bisecting K-means

❑ Bisecting K-means algorithm
– Variant of K-means that can produce a partitional or a 

hierarchical clustering

( ) ( )


=
ij

iji dSSE
Cx

xxC
2

, → Sum of Squared Errors (para o grupo Ci)
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Rodando K-means (K=3):
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Tan et al., Introduction to Data Mining, 2004.

Digressão (algoritmos particionais estão chegando)...

Complexidade 

computacional?
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Bisecting K-means Example



Bisecting K-Means

▪ Note que fazendo K = N (no. total de objetos) no passo 
8 do algoritmo, obtemos uma hierarquia completa

▪ No passo 3, a seleção do grupo a ser bi-seccionado pode 
ser feita de diferentes maneiras

▪ Utiliza-se algum critério de avaliação de qualidade dos grupos, 
para eleger o “pior”. Por exemplo:

▪ Diâmetro máximo (sensível a outliers)

▪ SSE normalizado pelo no. de objetos do grupo (mais robusto)

▪ Outros critérios de avaliação de grupos individuais (veremos 
posteriormente no curso)

34



Bisecting K-Means

▪ Um problema deste algoritmo é que as divisões via 
execução de k-means (discutido posteriormente no curso) 
com k = 2 grupos podem “quebrar” grupos naturais

▪ Essas quebras não poderão ser corrigidas. Exemplo:

36
Figura por André Fontana Figura por André Fontana



Bisecting K-Means

▪ Nota: se queremos uma partição com k’ grupos:

▪ ao invés da hierarquia

▪ podemos refinar a solução obtida com k’ grupos

▪ executando o próprio k-means com k = k’

▪ No exemplo anterior:

▪ refinar a solução com 10 grupos executando k-means com k = 10

▪ protótipos iniciais iguais aos finais obtidos via bisecting k-means

37



Sumário dos Métodos Hierárquicos

 No. de Clusters: não necessitam especificar o número de clusters a 

priori, mas de qualquer forma é necessário selecionar a posteriori ...

• Procedimento Guloso: não se pode reparar o que foi feito num 

passo anterior – não necessariamente leva à solução ótima

• Escalabilidade: complexidade de tempo (N2); N = no. de objetos

• Interpretabilidade: Produz uma hierarquia, que é aquilo desejado 

em muitas aplicações (e.g. taxonomia), e permite análise de outliers

• Cálculo Relacional: Não demandam matriz de dados original

45
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Leitura Sugerida

◼ Seções 3.1 e 3.2 de (Jain & Dubes, 1988)
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